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§.  -I. 

Si  iitlcin  Dpsrarto>?  die  Algebra  auf  die  Theorie  der  kriiinuion  Linien  an- 
gewendet hat.  liiiil  in  Folge  dessen  die  algebraischen  LiniiMi  nach  dem 
Grade  der  einer  jeden  zukommenden  (ileicluing  la  Orclmingcu  eingctheilt 
worden  sind,  ist  es  allgemein  bekannt,  dass,  wühi  ( lul  zur  ersten  Ordnung 
bloss  die  gerade  Linie  gehört,  alle  Linien  der  zweiten  Ordnung  aus  einem 
und  demselben  Keuel  mit  kreisförmiger  Basis  geschnitten  xNcrden  können 
und  somit  iveine  andern,  als  die  schon  von  den  alten  griechischen  Geo- 
melern  betrachteten  Kegel^hniUe,  die  Ellipse,  die  Hyperbel  und  die 
Parabel,  sind. 

Nach  den  Erörtenmgen.  die  icli  in  uieineni  <rl);u  ycentrischen  Cal- 
cul»  Uber  die  Venvandlschaften  geometn!«rher  Figuren  gegeben  habe, 
sind  je  zw  ei  ebene  Figuren,  weh  he  sich  aus  demselben  Kegel  schneiden 
lassen,  oder  —  mit  ;indern  Worten  —  je  7wei  ebene  Figuren,  von  denen 
die  eine  das  perspeclivische  Bild  der  andern  ist,  i mimder  collinear 
verwandt.  Und  umgekehrt  können  je  zwei  einander  collineare  ebene 
Figurca  in  eine  solche  Lage  gegen  einander  j^ebracht  wcnh^n.  dass  alle 
Geraden,  welche  je  zw^ei  einander  enlsj)iechende  Punkt(»  der  eincii  und 
der  iuidern  Figur  verbinden,  sich  in  Kinem  l'unkte  ()  der  Spitze  des 
Kegels  oder  dem  Orte  (U's  Auges,  schneiden.  Dabei  hegen  die  den  un- 
endlich entfernten  Punkten  der  einen  Flbenc  entsprechenden  Punkte  der 
andern  in  einer  im  Allgemeinen  endlich  entfernten  geraden  Linie.  — 
Ilückt  der  Punkt  0  in  die  Unendlichkeit  hinaus,  und  \crvvandell  sich  da- 
mit der  Kegel  in  einen  (^vhndei,  so  enLsprechen  den  unendlich  enifemtea 
Punkten  der  tüncn  Ebene  die  unendlich  entfernten  der  andern,  und  die 
zwei  Figuren  stehen  in  der  engem  Verwandts(  hafl  der  AffinitÄt. 

Alle  Linien  der  zweiten  Ordjiuüg  .>md  lii(>niacli  einander  colUnear 

verNvandl.    Lud  da  aus  eincu»  und  (h^mselben  Cylinder,  dessen  Basis 

eine  EMip«*  (Hyperbel)  ist,  jede  andere  Ellipse  (Hyperbel),  oder,  wo 

niclii  sie  selbst,  doch  eine  ihr  ühnlichc  gcschnillen  werden  kann,  so  sind 
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Bbene  von  /'  den  unendlich  entferolen  Punkten  in  der  Ebene  \  ou  i  ent- 
Rprechen  nrilsseii,  so  hat  man,  wenn  g  die  Gerade  in  der  Ebene  von  l  ist, 
deren  Punkten  die  unendlich  entfernten  Punkte  in  der  Ebene  \on  l'  ent- 
sprechen, die  Bbene,  welche  den  Kegel  fn  l"  schneiden  soU,  so  zu  legen, 
dass  in  ihr  die  von  0  aus  projicieria  Gerade  g  in  die  Unendlichkeit  fUilt; 
d.  h.  die  Ebene  von  V  mnag  nül  der  durch  0  und  g  zu  legenden  Ebene 
parallel  gelegt  werden. 

Alle  zu  einerlei  Galtung  gehörigen  Arten  können  hiernach  immer 
als  Schnitte  eines  und  desselben  Kegels  vorstellig  gemacht  werden,  und 
es  hat  daher  jede  der  zu  einerlei  Ordnung  gehörigen  Gattungen  von  Lmiw 
eme  gewisse  Kegelfläche  als  Repräsentantin.  Da  aber  schon  bei  den 
Linien  der  dritten  Ordnung  es  einige  Schwierigkeit  hat,  eine  solche 
Kegelflache  sich  klar  vorzustellen,  so  wollen  wir  an  die  Stelle  derselben 
die  immer  leicht  zur  Anschauung  zu  bringende  Curve  setzen,  m  welcha* 
eine  um  die  Spitze  0  des  Kegels  als  Mittelpunkt  mit  einem  beliebigen 
Halbmesser  beschriebene  Kugellläche  von  der  Kegelflache  geschnitten 
wird;  oder,  was  dasselbe  ausdruckt:  wir  wollen  als Reprflsentantui  jeder 
Galtung  die  sphärische  Curve  X  betrachten,  welche  die  CentralprojecUon 
irgend  emer  zu  d^  Gattung  gditlrigen  Linie  l  ist,  indem  man  durch  cen« 
Irale  PMjeclion  von  X  auf  eioe  mit  der  Ebene  von  I  nicht  parallele  Ebene, 
wenn  auch  nidit  jede  andere  mit  l  zu  derselben  Galtung  gehörige  Linie  V 
selbst,  doch  ^ne  mit  V  zu  einerlei  Art  gdiCHrige  1*  eriialten  kann. 

§.  4. 

Eine  K^^Ubldie  wird,  wenn  sie  von  einer,  und  damit  audi  von 
jeder  andern  Ebene  in  einer  Lim'e  der  nlen  Ordnung  geschnitten  wird, 
eine  Kegelflflche  der  nten  Ordnung  genannt.  Den  Schnitt  einer  Kegel- 
fl&che  der  nten  Ordnung  mit  einer  um  die  Spitze  derBelben  |i1s  Mittel- 
punkt besdiriebenen  KngeUläche  wollen  wir  eine  sphflrisdie  Linie  der 
nten  Ordnung  nennen,  wdche  dbher  auch  als  die  Centralprojeclion  einer 
ebenen  Linie  der  nten  Ordnung  auf  die  Kugelflttcfae  deOm'ert  werden  kann. 
Weil  die  versduedenen  Arten  derselben  Gattung  von  ebenen  Ltnien  durch 
eine  und  dieselbe  sphBrische  Linie  vorstellig  gemacht  werden,  so  >vird 
bei  sphärische  Linien  irgend  einer  Ordnung  zwar  derselbe  Unterschied 
zwischen  Gattungen,  wie  bei  den  d>enen  Linien  von  gleiche  Ordnung, 
bestehen;  die  sphärischen  Linien  Einer  Gattung  werden  aber  nicht,, 
gleich  den  ebenen,  in  Arten  zaüillen. 


6  A.  F.  Möbius, 

£8  dOrlte  nicht  ttbeHltusig  seiii,  die  Natur  der  sphttrisdieii  LinieD 
uns  vorläufig  an  denen  der  beiden  ersten  Ordnungen  in  etwas  zu  erlMutem. 

Jeder  Punkt  P  des  Baums  hat  za  seiner  BphArisqhen  Projection  swei 
Punkte  P  und  P',  diejenigen  nSmlicb,  in  welchen  eine  durch  P  und  den 
Mittelpmikt  O  der  Kugel  gelegte  Gerade  die  Flllche  derselben  schneidet. 
Ist  nun  die  zu  projideiende  ebene  Linie  von  der  ersten  Ordnung,  also 
eine  Gerade,  und  bezeichnen  A  und  B  die  zwei  nach  entgegengesetzten 
Riditungen  liegenden  unendlich  ^itfemlen  Punkte  derselben,  so  wird, 
wahrend  P  in  dieser  Linie  von  A  bis  B  fiurtgdit,  P  die  eine  und  P'  die 
andere  HttUte  des  Hauptkr^ses  beschretboi,  in  welchem  die  Kngelflflche 
von  der  Kegelflftche,  welche  0  zur  Spitze  und  AB  zur  leilendem  Linie 
hat,  d.  i.  von  der  Ebene  OAB,  geschnitten  wird.  Eine  sphAriscbe  Linie 
der  eisten  Ordnung  ist  demnadi  inuner  ein  Hauptkreis.  —  Man  faemeike 
nodi,  dass  die  Punkte,  in  denen  jene  zwei  Halbkreise  zusammenstossen, 
oder  die  Endpunkte  d»  mit  der  Geraden  parallelen  Durchmessers  des 
Kreises,  die  Projection  sowohl  von  A,  als  von  B,  also  «bethaopt  des 
unoidlich  entfernten  Punktes  der  Geraden  sind. 

Um  mis  fem»  einen  B^priff  von  der  Gestalt  einer  sphärischen  Linie 
der  zweiten  Ordnung  zu  bilden,  dttrfen  wir  uns  nur  des  Satzes  erinneni, 
dass  zu  einer  Kegelfläcbe,  welche  irgend  eine  ebene  Linie  der  zwäten 
Ordnung  zur  leitenden  Linie  hat,  eine  Ebene  sich  immer  so  legen  Ittsst, 
dass  sie  die  Fläche  in  einem  Kreise  schneidet,  und  dass  daher  auch 
dieser  Ki'ois  als  leitende  Linie  betrachtet  werden  kann.  Von  einer  Kegcl- 
flliclio  mit  kreisfoiniigcr  Basis  wird  aber  eine  um  ihre  Spitze  als  Mittel- 
puukl  ijeschriebene  Kui^ellliiche  offenl)ar  in  zwei  gesonderten  Curven  ge- 
schnitten, deren  jede  in  sich  zurücklüuft,  und  von  denen  die  eme  die 
Gegcncurve  der  andern  ist,  d.  h.  die  Gegenpunkte  dßt  andern  mithttlt. 

.Wahrend  es  also  drei  verschieden  geformte  Arten  von  ebcnra 
Linien  zweiter  Ordnung  giebt,  haben  die  spliariscben  Linien  derselben 
Ordnung  nur  dio  eben  beschriebene  Eine  Form,  —  llbereinstimmend 
mit  dem  srlioa  Beniorkten,  dass  bei  sphärischen  Linien  dear  Unterschied 
zwischen  Arten  wegikllt. 

§.  5. 

Sei  /  eine  ebene  Cun'e  und  g  eine  in  ihrer  Ebene  gezogene  Gerade ; 
Ä  und  Y  die  sphUrischen  Projectionen  von  /  und  also  f  ein  Hauptki-eis, 
Wird  nun  l  von  g  mm  Punkten  geschnitten,  so  wvd,  weil  jeder  Punkt 
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der  E!)ene  auf  dor  Kugel  si<'h  (lop|>ell  alitjildct  vor.  k  von  y  in 
SmPunkten  gesclinitten,  welche  j)aiu  ui  is(^  einander  gegenüber  liegen. 
Gehen  zwei  Dnrrhschnitto  \on  l  mit  <j  in  oinon  Borührimgspunkt  zn- 
samm(*n.  so  wml  A  von  y  in  den  zwei  r«oi.'onpniikk'n,  welche  die  Pro- 
jectioncn  dos  Berührungspunktes  sind,  berührt.  Und  wenn  niit  zwei  ein- 
ander unendlich  nahen  Punkten  der  Curve  /  noch  iln  [i  i(  Ii  i inl-riuier 
dritter  Punkt  in  einer  Geraden  g  liegt,  so  dass  die  Curve  im  (Ik  ser  Stelle 
eine  Wendung  macht,  und  die  diesen  drei  Punkten  nächst  vorhergehen- 
den luid  folgenden  Theile  von  /  auf  entgegengesetzten  Seifen  von  g 
liegen,  so  werden  auch  die  dieser  Stelle  entsprechenden  zwei  ('.ei;en- 
punkte  auf  der  Kugel  Wendepunkte  in  X  sein  und  /  zur  «enn  uischurt- 
lichen  Tangente  haben.  Auf  gleiche  Art  wird  jeder  in  /  \  tukoramende 
Knoten  oder  Doppelpunkt,  jede  Spitze  u.  s.  \v.  als  ein  Punkt  von  der 
nämlichen  BeschatTenheit  doppelt  in  X  ^  i  haiulen  seyn. 

Hienuis,  und  weil  eine  ebene  der  «loa  Ordmiui;  \  on  einer  in 
ihrer  Ebene  gezogenen  Geraden  in  n,  oder  n — 2,  oder  n  —  4,  u.  s.  w. 
l'iiiiklen  ireschnillen  wird ,  folgern  wir:  Kine  >pli!Srische  Linie  der  «ten 
Ordmini<  wird  von  einem  Jlauptkreise  iu  in,  odv.v  in  —  4,  oder 
2  Ii  -8,  u.  S.W  .  Punkten  geschnitten,  welche  paarweise  einander  gegen- 
über liegen;  und  so  viel,  als  eine  ebene  Lmic  der  nten  Ordnung  Wende- 
punkte oder  andere  mei  k\\  urdige  Punkte  liaben  kann,  eben  so  viel  Paai-e 
merkwürdiger  Punkte*)  von  gleicher  Beschaffenheit  können  einer  sphü- 
rischen  Linie  der  »tcn  Ordnung  zukommen. 

§.  6. 

Wie  wir  in  4.  sahen ,  ist  auf  der  Kugel  eine  Linie  der  ersten 
Ordnung  immer  ein  Hauptkreis,  und  eine  Linie  der  zweiten  Ordnung  ein 
System  zweier  geschlossener  Curven.  Auf  gleiche  Art  bestellt  mm  auch 
jede  sphärische  Linie  höherer  Ordnung  oder  die  sphärische  Projectioa 
einer  ebenen  Linie  höherer  Ordnung  aus  ein^*,  oder  zw«,  oder  avdi 
mehreren  Curven,  deren  jede  in  sich  zurttcklttuft.  Um  dieses  zu  zeigen, 
g^e  ich  von  dem  bekannten  Salze  aus,  äam  eine  ebene  algebraische 
Linie  l  «n  keiner  endlichen  SteUe  ihres  Laufs  plötzlich  abbricht.  Sollte 
daher  ihre  sphärische  Frojection  X  irgendwo  unleibrocheo  sein,  so 


•)  ünler  euicm  Paare  von  Punkten  auf  der  Kugel  soll  hier  und  im  Folgenden 
immer  uur  ein  Paar  einander  gcgcoüber  Uegcoder  Pttnklo  vwilBoden  wndcn. 
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ItOimte  dieees  nur  an  einer  Stelle^  ii  sein,  welche,  um  mich  so  aus- 
drttcken  zo  dttrien»  dem  letzten  Funkle  A  eines  unendlichen  Astes  von  I 
entspricht.  Dass  aber  auch  hier  keine  Unterbrechung  statt  finden  kann, 
erkennt  man  sogleich,  wenn  man  /  oder  X,  welches  gl«diviel  ist,  vom 
Mittelpunkte  der  Kugel  aas  anf  eine  andere  Ebene  projiciert,  die  mit  der 
Bichtung,  nach  wdcher  der  unendliche  Ast  von  l  fortgeht,  nicht  paralld  ist. 
Heisse  Ii  diese  Projection  von  l  oder  L  Ware  nun  A  in  A  onterbröchmi, 
so  mOsste  es  auch  lg  m  A|,  als  der  Projection*  von  A  oder  A  anf  die 
andere  Ebene,  sein,  welches  aber,  weil  Ag  ein  endlich  gelegener  Punkt 
im  Laufe  von  Ii  ist,  dem  aufigestellten  Princip  widerspricht. 

Eine  s|rfiAriBche  Corve  aber,  welche  nirgends  abbridit,  kehrt  noth- 
wendig  in  sidi  zurttck,  —  sie  mttsste  denn,  was  gieichMs  noch  denk- 
bar wäre,  sich  einor  andern  geschlossenen  sphärischen  Cnrve  oder  auch 
ein«n  Punkte  mit  unendlich  vietei  Windungen  asyn^itotisch  nshem. 
Allein  dieser  Fall  kann  hier  nicht  stattfinden,  weil  alsdann  ein  Haupt- 
kreis oflTenbar  so  gelogt  werden  könnte,  dass  er  die  Curve  in  nncndlich 
vielen  Punkten  schnitte,  was  gegen  die  Natur  einer  sphärischen  CurN  C 
von  bestimmter  Ordnung  streitet. 

§.  7. 

Schon  aus  dem  Bisherigen  mag  man  einigt'rniusüen  (M-scIiorv.  wel- 
chen Nutzen  es  hat,  die  ebenen  algebraischen  Linien  auf  die  Kii!_.  [  zu 
projicieren.  Man  entkleidet  sie  dadurch  von  ihren  unwesenllichcm  l^iiiien- 
schaften;  die  wesentlichem  Eigenschnncn.  <l.  i.  diojcnigen,  welche  die 
pi-ojicierte  Linie  mit  allen  andeni  zu  derselben  Gaüiing  gehörigen  gemein 
hat,  bleiben  ungeündert.  Wahrend  eine  «;bene  Linie  durcb  die  unend- 
lichen Aeste,  welche  ihr  meistenthoils  zukoninien.  entstellt  und  zerrissen 
ei^heint,  ist  die  sphärische  Cune  l^hm/.  und  unzeilheilt  ;uif  einer  end- 
lichen Flache  enthalten,  und  seniit  das  Zusammen-^eliorige  ungleich 
leichter,  als  in  der  Ebene,  zu  nliersrhauen.  Auch  können  die  Eigen- 
schaflen,  welche  einer  ebenen  Linie  in  Hezug  auf  ihre  unendlichen  Aeste 
zukommen,  nicht  zu  den  wescnllichern  i;(>n(lm<t  weuhn.  da.  je- 
nachdem  man  die  sphärische  Curve  bald  iiul"  diese,  bald  auf  jene  Kbeno 
zurück  projiciert,  diejenigen  Theile  der  Curve,  weK  he  zufüllig  von  dem 
mit  der  Projectionsebene  j)aralleleu  Haujttkreisc  getroffen  werden,  sich 
in  der  Ebene  als  unendliche  Aesle  ;ihhil<leu. 

Der  Vortheil,  den  tlie  Belrachlung  tier  sphärischen  Curven  gewahrt, 
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zt'igi  sich  aber  bosonders  noch  darin,  dass  man  auf  solche  Weise, 
wenigstens  bei  den  Linien  der  zweiten  und  der  dritten  Ordnung,  die 
wesentlich  verschiedenen  Formen  dieser  Linien  zu  bestimmen  im  Stande 
ist.  ohne  etwas  Anderes,  als  den  Satz  von  der  möghchen  Anzahl  der 
Diiiclischnitte  einer  sphärischen  Linie  mit  einem  Hauptkreise  f§.  5.)  be- 
rücksichtigen zu  dürfen.  Die  folgende  rein  geometrische  Discussioa 
wird  diese  Bciiauplung  rechtfertigen. 

Ymi  den  GntM^NUtii  der  algebrdidMB  LmSea  tfwilttttpt. 

§.  8. 

Nach  G.  ist  eine  sphärische  Linie  von  irgend  welcher  Ordnung 
entweder  eine  einzige  in  sich  zurücklaufende  Curve,  oder  ein  System 
von  mehreren  dergleichen.  Weil,  wenn  P  ein  Punkl  der  .spiiUnsrhen 
Linie  ist,  immer  aucl»  der  Gegenpunkt  von  P  in  der  Linie  lieg!,  so 
werden  die  verschiedenen  d;i.s  System  Ijildendi n  Curven  in  der  Ho^el 
paarweise,  als  (]iirve  und  Geü;encurve,  zusöiihih ni^ehcircn.  Indessen 
kann  es  auch  geschehen,  dass  eine  der  Curven  mit  ihrer  Gegencurve 
coincidiert,  wie  dies  z.  B.  bei  einem  Uauptkrcise  der  Fall  ist.  Kine 
solche  in  sich  zurücklaufende  (lurve,  welche  von  jedem  ihrer  Punkte 
den  Gegenpunkt  mit  enthült,  werde  eine  einfache  Curve  genannt. 
Dagegen  wollen  wir  eine  geschlossene  sphüriM  he  (  ui  \e.  welche  von 
ihrer  Gegencui've  verschieden  ist,  in  Verbindung  mit  letzterer  gedacht, 
eine  Zwillingsenr ve  urim  n  Beispiel  einer  solchen  ist  das  System 
der  beiden  Polarkreise  der  Erdkugel. 

§.  9. 

Aus  dem  jetzt  aufgestellten  Begriffe  einer  einfachen  (^urve  ergeben 
sich  unmittelbar  naclislchende  Eigenschaften  derselben : 

V;  Sind  A,  D,  C,  .  .  .  Punkte  einer  einfachen  Curve.  und  werden, 
wie  dies  in  der  Folge  immer  geschehen  soll,  die  Gegenpunkte  von  andern 
durch  die  niimlichen,  nur  accentuierten,  Buchstaben  bezeichnet,  so  liegen 
auch  A',  Ii',  C,  ...  in  der  Curve.  Dabei  sind  die  Theile  der  Curve  von 
A  bis  Ä,  von  B  bis  C,  u.  s.w.  resp.  denen  von  A'  bis  D\  von  B'  bis  C\ 
u.  s.  w.  gleich  und  ähnlich,  können  aber  mit  letztern  nicht  zur  De(;kung 
gebracht  werden,  eben  so  wenig,  als  ein  sphärisches  Dreieck  mit  seinem 
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Gegendreiecke.  Ist  daher  A  irgend  ein  merkwürdiger  Punkt  der  Curve, 
so  ist  A  ein  mericwttrdiger  Punkt  von  dawlben  BentAaffenheH. 

2)  Eine  einftdie  Gnrve  wird  durch  jedes  Puar  in' ihr  liegender 
Gogenpunkte  in  xwd  einander  gleiche  und  fihnlidie,  aber  nicht  cou- 
gniirende  Htfften  gelheflt  Dabei  stehen  die  Theile  dner  und  derselben 
HMIfte  in  keiner  aua  äam  Begriflb  einer  einfMshen  Curve  Ibigaiden 
gegenseitigen  AbhAngig^eit.  Um  daher  eine  aolche  zu  bilden,  lasse  man 
einen  Punkt  von  iigeod  einem  Punkte  A  der  Ki^dllAche  auf  dieser  auf 
beliebigem  Wege  bis  Al  fortgeben,  —  nur  dass,  wenn  A  und  X  keine 
Edcen  oder  Spitsen  der  Curve  werden  sollen,  die  Bicbtungen  der  Be- 
wegung heim  Fortgange  von  A  und  beim  Eintreffen  in  Ü  einander  dn^ect 
entgegengesetzt  sind.  —  Hiermit  ist  die  ehie  Httlfte  der  einfiudien  Curve 
construiert,  und  man  hat»  um  die  ganze  zu  erhallen,  zu  dieser  Hallte  nur 
noch  die  Gegencurve  hinzuzufbgen. 

3)  Sind  auf  einer  Kugclfläcfae  eine  einfache  Curve  und  dn  Haupt- 
kreis  venseidinet,  so  liegen  irgend  zwei  Gegenpunkte  üuet  Curve,  wenn 
sie  nicht  Punkte  des  Kreises  selbst  snid,  auf  entgegengesetzt«!  Seiten 
deasdben.  ffiersus  aber  und  aus  der  geschlossenoa  GMtait  beider  Linien 
ist  weiter  zu  folgern,  dass  eine  einfache  Curve  und  ein  Haupikreis 
wenigstens  ein  Paar  Gegeupuikte  gemdn  haben  müssen. 

4}  Stellen  wir  uns  vor,  dass  ein  von  A  aus  in  der  Curve  fwlgdien- 
der  Punkt,  ehe  er  darin  bis  £  gelangt,  den  Curvenpunkten  B,C,D^...M 
der  Reihe  nach  begegnet,  und  daher  auf  der  zweiten  Hälfte  seines  Weges 
von  A'  bis  A  die  Punkte  B\  C\  D',...M'  in  derselben  Ordnung  trifli. 
Nehmen  wir  femer  an,  dass  die  genannten  Punkte,  und  ausser  ihnen 
keine  anctorn,  die  Durchgangspunkte  eines  Hauptkreises  mit  der  Curve 
snid.  Alsdann  werden,  wenn  wir  uns,  um  die  Ideen  zu  fixieren,  den 
Hauptkreis  /« horizontal  denken,  und  wenn  der  CurvenbogenA0  Uber 
folglich  BC  unter  ft,  CD  Ober  fi,  und  so  f<nt  liegt,  die  CnrveobOgen 
A*B\  B*C\  C'D\  u.  s.w.  abwechselnd  unter  und  Uber  fi  feilen. 
Damit  aber  der  Bogen  A'B'  unter  feilen  kann,  mnss  der  nlchstvoiv 
hergehende  MA',  eben  so  wie  AB  selbst,  Uber  ft  liegen.  Dieses  ist 
offenbar  nicht  anders  möglich,  als  wenn  die  Anzahl  der  zwischen  A  und 
A'  begriffenen  Durcbgangspunkte  B,*,,M gerade,  =  Sin,  Null  mit  ein- 
begriffen, ist.  Hiemach  ist  die  Anzahl  aller  Durcbgangspunkte 
Ai  B.C.M:  A'{  C'...lf' 


Digitized  by  Google 


Cinui  OOS  Grordforiiin  MR  LiHisN  OER  Durn»  Ordhiiiic.  14 

Eine  einfache  Curve  wird  demnach  von  einem  Haupl- 
kreise  in  einem,  oder  in  drei,  oder  fünf,  u.s.w.,  überhaupt 
in  einer  ungeraden  Zahl  Paare  von  Gegenpunkten  durch- 
gangen. 

Berilhrt  im  {liuijilkreis  ^  eine  einfaclie  ('urve  in  einem  Punkte  A, 
m  berührt  er  sie  ancli  iiii  Gegenpunkte  A  des  erslern.  Sei  A  kein 
merkwürdiger  Pimkl  der  Curve.  und  liei^eii  daher  ilir  dem  A  nUchstvor- 
hergehender  Theil  ZA  (Fig.  1.)  und  ihr  niichstfok'ender  Theil  /?  auf 
einerlei  Seite  von  ft.  Alsdann  werden  auch  die  Curvenböm  ii  Z'  A'  und 
A  D'  auf  einerlei  Seile  von  Hegen,  aber  auf  der  entgegengesetzten 
von  derjenigen,  auf  welcher  ZA  und  AB  sind.  Weil  die  Bögen  ZAIi 
und  Z' A*  B'  ihre  erhabenen  Seiten  dem  Hauplkreise  n  zukehren  und 
auf  verecliiedenen  Seiten  desselben  liegen,  so  wird  einem  auf  der  Kugel- 
flache in  der  Curve  von  A  aus  nach  B  zu  und  dann  weiter  durch  Z',  A\  B' 
Fortgehenden  und  zuletzt  durch  Z  nach  A  Znrttckkehrenden,  wenn  ihm 
Anfongs  bei  A  der  Hauptkreis  fi  und  damit  die  erhabene  Seite  der  Curve 
zur  Linken  war,  auf  seinem  sphtfrischen  Wege  bei  Ä  det  flauptkreia 
uwl  damit  eriiatoie  Seite  dev  Curve  zur  Rediten  li^en.  Er  muss 
folglich  auf  dem  We^  von  il  bis  A'  wenigstens  durch  eimm,  oder  auch 
durch  drei,  oder  fiinf  n.  s.w.  Punkte  gegangen  sein,  in  denen  die  Seite 
der  Curve,  welche  vorher  ertiaben  war,  hohl  wird,  und  umgekehrt, 
d.i.  durch  eine  ungerade  Anzahl  vonWendefWikten;  und  da  dbeasoinel 
solcher  Punkte  von  A'  bis  A  liegen  müssen,  so  folgern  wir: 

Eine  einfache  Curve  hat  immer  eine  ungerade  An- 
zahl von  Paaren  einander  gegenüber  liegender  Wende- 
punkte, 

Sie  kann  aber  —  so  lange  w^igslens,  als  keine  Knoten  und 
Spitzen  zugekssen  werden  —  nicht  bloss  Ein  Paar  haben,  hem  ge- 
setzt, es  wftren  die  Punkte  W  und  W  einer  solchen  Curve,  durch 
welche  sie  in  die  »wei  Hälften  »  und  v'  getheilt  werde,  ihr  einziges 
Paar  Wendepunkte.  Da  ein  Curvenpunkt  W  (oder  VT)  erst  durch  Ver- 
gleichung  der  KrOmmungen  des  vorangehenden  und  des  folgenden 
Theils  der  Curve,  nicht  aus  6in«n  derselben  allein,  als  Wendepunkt 
orkannl  wird,  so  wOrde  sidi  alsdann  von  einem  Punkte  W  der  Kugel- 
flache  bis  zu  seinem  Gegenpunkte  W  eine  Curve  w  (oder  «')  ohne  alle 
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mericwUrdige  Punkte  ziehen  bssen,  —  Molches  nicht  mOgUcli  ist*].  — 
Deshalb  und  zu  Folge  des  obigen  Satzes  muss  eine  einfache 
Carve,  in  welcher  keine  Knoten  oder  Spitzen  vorkommen, 
wenigstens  drei  Paare  von  Wendepunkten  haben. 

Dass  aber  ein&die  Curven  ohne  Knoten  und  Spitzen  mit  dieser 
geringen  Anzahl  (sechs)  von  Wendq>unkten  auch  wirklich  ezistiren,  er- 
holtet aus  folgendem  ein&dien  Beispiele.  —  Man  Ihdie  einen  Hauptr 
kreis  in  sechs  gleiche  Theile  und  beschreibe  vom  ersten  Theflpunkle  bis 
zum  zweiten,  vom  zweiten  bis  zum  dritten  u.  s.w.  und  zuletzt  vom 
sechsten  bis  zum  ersten  abwechselnd  auf  die  eine  und  die  andere  Seite 
des  Bauptkreises  fidlende  Bögen  eines  und  dessdben  kleineren  Kreises, 
deren  jeder  Udner  als  ein  Halbkreis  sein  mag.  Diese  sechs  Bögen 
werden  daher  einander  gleich  sein  und  eine  geschlossene  Gurve  ohne 
Knoten  und  Spitzen  biklen,  welche  die  sechs  Theüpunkte  zu  Wende- 
punkten hat.  Zudem  wird  die  Gurve  oine  einfache  sein,  da  der  erste 
Bogen  dem  vierten,  der  zweite  dem  fllnflten  und  der  dritte  dem  sechsten 
diametral  gegenüberliegt. 


*j  Um  siel)  von  dieser Uuinöglichkeil  zu  überzeugen,  tlenicc  man  sicii  auf  der  Kugel- 
Ittobe  von  timm  Punkte  Ä  deradboo  bis  su  seinem  Gegenpunkte  A'  eine  von  etoem 
Halbkreise  verachiedene  Curve,  welche  keine  SpitMO  oder  Beben  liel,  gezogen.  Der 

dem  A  zunächst  liegende  Thcil  rlioscr  Currc  Mird  dem  A  seine  hohle  Seile  zukehren, 
d.  h.  von  einem  durch  A  und  irgend  einen  der  nächstfolgenden  Curvenpunkte,  er 
heisse  B,  gelegten  Uauptkreise  wird  der  Bogen  Ali,  welcher  kleiner  als  ein  Halbkreis 
ist,  oiil  erinem  bei  II  an  die  Gnrve  stossenden  Elemente  auf  der  holden  Seile  der  Curve 
liegen;  and  eben  so  wird  der  dem/nlehsUiegendeTheil  der  Curve  gegen ^l!M»fal,ÜDlg- 
lirh  pegcn  A  erhnhcn  sein.  Indem  man  daher  von  A  bis  A'  m  der  Cune  forlpehf,  ^^  ird 
ni.in  nolhwendig  auf  einen  Punkt  C  trclTen,  wo  die  bis  dahin  gegen  A  holile  Curve  gegen  A 
eriiaben  zu  werden  anrängt.  Es  muss  folglich  C  entweder  ein  Wendepunkt  sein,  oder 
es  muss,  wenn  C  dn  gawohnliclier  Cnrvenpankt  ist,  der  in  ihm  die  Corvo  berQiirende 
Hanpikreis,  die  er  nodi  von  C  aas  nach  der  Richtung  des  Fortgangs  der  Curiie  bis  su 
einem  Hrtlhkrei<;p  nic-'ew  irls.spn  i"?!,  den  Punkl  A  IrelTen  (Fig.  J.),  Im  lel/Iern  Falle  isf 
der  Ulf  r  nächstfolgende  Ihetl  der  Curve  innerhalb  des  vom  Ciirvenbogcu  ABC  und 
vom  Kreisbogen  CA  begrenzten,  den  Punkt  A'  ausschUessenden  llauraes  der  Kugel- 
llldie  enlhallen,  and  es  muss  daher  die  Curve,  om  In  Ihrem  weilero  Fortgange  nach  A' 
zu  gelangen,  entweder  den  von  ihr  schon  zurückgelegten  Theil  ABC  oder  den  Kreis- 
bogen CA  irgendwo  durchschneiden.  Letzleres  i^t  aher  ersichtlich  nicht  möglich,  ohne 
noch  vor  dem  Durchschnitte  mit  CA  eine  Wendung  zu  machen.  Ilitbio  ist  es  auch 
nicht  möglich,  von  A  bis  Ä  eine  von  einem  Halbkreise  verschiedene  Curve  zu  zidten, 
welche  keine  SpHze  oder  Bekei,  kebien  Wendepankt,  oder  keinen  Duichsdinltt  mit  sidt 
«dbst,  also  fiberhaupt  keinen  merkwBnligen  Punkt  hat. 
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Hat  eine  einfaihe  Ciin«'  em  Kiioion-  oder  ein  Spitzenpaar,  so 
reicht  Ein  Paar  Wendi  punkte  Inn.  Deu»  eiiiKiiolcn,  sowie  eine  Spitze  *\ 
|{lsst  sich  als  durch  das  Zusauiinengohon  zwoior  Wendepunkte  ent- 
standen betrachten,  mit  dein  Unterschiede,  dass  das  zwischen  den  ver- 
einigten Wendepunkten  liegende  Curvensle  k  lu-nn  KnoiiMi  von  end- 
licher Grosse  bloibf.  bei  der  Spitze  (hiiregen  verscliwindet.  Siehe  Fig.  3. 
und  3.*,  wo  dur  ch  den  Buchstaben  W  die  vorherigen  Wendepunkte  an- 
gedeutet werden. 

Eine  Curve  der  letztgedacbten  Art  wird  unter  andern  erhahen, 
wenn  man  einen  Hauptkreis  in  den  Punkten  A,  D,  A\  II'  in  vier  Qua- 
dranten theilt  und  über  AB  und  BA'  zwei  auf  der  einen,  über  A'  Ii'  und 
B'  A  zw  ei  avd"  der  andern  Seite  des  Haupiki  eises  hegende  Haibki  eise 
bcsi:lireibt.  Demi  die  aus  diesen  vier  Halbkreisen  zua;aumieugesetzte 
CurN'e  w  ird  eine  einfache  seio  und  in  B  und  B'  Spitzen,  in  A  und  A! 
Wendepunkte  liaben. 

§- 

Weniges  bleibt  noch  über  die  Zwillin!?scni  \en  hinzuzufügen  Übrig.  — 
Ist  .1  ein  Punkt  einer  der  zwei  geischhjssenen  eine  Zw  illingscur\'e  bil- 
(ieiiden  (^ur\en,  so  hegt  ^1'  in  der  andern.  Ein  Bogen  Ali  diu-  einen 
Curv(>  ist  dem  Bogen  Ä B'  der  andern  gleich  und  ähnlich,  obwohl  nicht 
auf  ihn  passend;  und  dasselbe  gilt  auch  von  den  zwei  Curven  in  ihrer 
Tolaliiat. 

Da  ferner  ein  durch  A  gelegter  Hau[>ikreis  auch  den  Punkt  A'  trifft, 
und  da  eine  geschlossene  sphärische  Curve  \on  einem  Hauptkreis(> 
entweder  gar  nicht,  oder  in  einer  geraden  Anzahl  von  Punkten  diirch- 
gangon  wird,  so  wird  eine  Zw illingscurve  von  einem  liauplkreise  ent- 
weder gar  nicht,  oder  in  einer  geraden  Anzahl  Paare  von  Punkten 


*]  Hier,  so  wie  im  Folgenden,  ist  unter  Spitze  ohne  weiteren  Zusatz  stets  eine 
sogenannte  Spitze  der  ersten  Art  gemeint,  d.  h.  eine  soiclie,  bei  welcher  die  »wei 
die  Spitze  bildenden  Curvenbögon  ihre  erhabenen  Seilen  einander  zukehren. 

BioeSpilae  der  zweiten  Arl,  als  bei  welcher  die  erhabene  Seite  des  einea 
Begei»  der  hehIeD  des  andern  zagewendet  ist,  kann,  wie  hier  nodi  bemeriit  werden 
magi  erat  bei  Linien  der  vierten  oder  einer  höhem  Ordnung  sich  bilden.  Denn  eine 
an  den  erstem  jonor  zwei  Bügen  sehr  nahe  bei  der  Spitze  selbst  gelegte  Tangente 
schneidet  den  andern  in  zwei  Punkten  und  tial  daher,  den  Berührungspunkt  als  die 
Vereinigung  zweier  gedacht ,  mit  der  Cunre  vier  Ponkto  gemoiii. 
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(lurrhgangen.  —  Ein  Haupikreis,  welcher  die  eine  Cune  in  A  Iwrulirt, 
berüiii  1  <ii»'  andere  in  A'. 

Was  noch  die  Wendepunkte  anlangt,  so  isl  die  Anzahl  lici x  lhcn 
hei  einer  jzescblossenen  Cur\e  gerade,  Null  mit  eingeschlossen.  Denn 
wenn  Dem  joti igen,  welcher,  von  einem  nicht  merkwürdigen  Punkte  clor 
Cur\c  ausgehend,  siie  ganz  durchschreitet,  die  hohle  Seile  derselben 
Anfangs  etwa  zur  Rechten  liegt,  so  wird  ihm  auch  am  Ende  des  Wegs 
die  hohle  Seite  zur  Rechten  sein,  und  er  wird  folglich  entweder  keine 
oder  eine  gerade  Anzahl  von  Wendungen  gemacht  haben.  Eine  Zw  il- 
Iingscurve,  als  ein  System  zweier  einander  gleichen  und  iihnlichen 
Curven,  hat  folglich  keine  oder  eine  gerade  Anzahl  l-aare 
von  Wendepunkten. 

Weitere  Folgerungen.  1)  Eine  sphärische  Linie  von  gerader 
(ungerader)  Ordnung  wird  von  einem  Hauptkreiso  in  einer  geraden  (un- 
geraden) Zahl  Paare  von  Punkten  geschnitten  (§.  5.).  Da  nun  von  einem 
Hauptkreise  eine  cinfeche  Curve  in  einer  ungeraden  und  eine  Zwillings- 
curve  in  einer  geraden  Anzahl  Ptore  von  Punkten  durchgangen  wird, 
so  können  von  den  Curven,  aus  denen  eine  sphärische 
Linie  von  ungerader  Ordnung  zusammengesetzt  ist,  nicht 
alle  Z willingscurven  sein,  sondern  wenigstens  eine  von 
ihnen,  oder  drei,  oder  ftlnf,  u.  s.w.,  Uberhaupt  eine  ungerade  An- 
zahl derselben  müssen  einfache  Curven  sein.  Eben  so 
erhellet,  dass  unter  den  Curven  einer  sphärischen  Linie 
von  gerader  Ordnung  einfache  Curven  nur  in  gerader 
Anzahl  vorkommen  können.  Die  Anzahl  der  ZwiHingscurven 
hingegen  kann  in  beiden  Fallen  sowohl  gerade,  als  ungerade  sein.  — 
Uebrigens  ist  hier,  und  so  auch  im  Folgenden,  unter  den  geraden  Zahlen 
stets  Null  mit  einbegriffen. 

S)  Kine  einfiiche  Curve  hat  eine  ungerade  und  eine  Zwillingscurve 
eine  gerade  Anzahl  Paare  von  Wendepunkten.  Die  Anzahl  solcher  Paare 
wird  folglich  bei  einem  aus  einfachen  und  ZwiHingscurven  zusanmien- 
geselzlen  System  ungerade  oder  gerade  sein,  je  naclidem  die  Zahl  der 
einfachen  Curven  ungerade  oder  gerade  ist.  Hieraus  alier  fliesst  in  Ver- 
bindung mit  dem  vorigen  Satze,  dass  eine  sphärische  Linie  von 
ungerade r  Ordnung  eine  ungerade,  von  gerader  Ordnung 
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eine  gerade  Anzahl  Paare  von  Wendepunkten  hat.  —  Eine 
Linie  von  ungerader  Ordnimg  hat  daher  wenigstens  ein  Paar,  und,  da- 
fem  sie  keine  Knoten  oder  Spitzen  hat^  wenigstens  dr^  Paar  Wende- 
punkte. 

Ich  kann  diese  allgemeinen  BeCrachtungen  Uber  sphärische  Linien 
nicht  verlassen,  ohne  noch  auf  einige  der  Folgerungen  anfinerksam  ge- 
macht zu  haben,  weiche  sich  aus  ihnen  in  Bezug  auf  ebene  algebraische 
Unien,  als  die  ProjecUonen  sphJIrischer,  ableiten  lassen. 

Bezeichne  /  eine  der  Ciarven,  ans  denen  eine  sph&risdie  alge- 
braisdw  Lmie  zosammengeselst  ist,  und  zwar  zuerst  eine  der  zwei 
eine  ZwiUingscurve  bfldenden.  Indon  man  sich  dieselbe  von  einem 
Punlrte  F  durdilaufen  denkt,  sei  P  die  Ceniralprojection  von  P  auf  eine 
bestinonte  Ebene,  e  die  von  P  in  der  Ebene  bescbridboie  Gurve,  also 
die  Projection  v<»  f  auf  diese  Ebene ;  endlich  sei  p  der  mit  der  Ebene 
parallele  Hsuplkreis  der  Kugel.  Wenn  nun,  yne  dies  bei  einer  Zwülings- 
curve  möglich  ist,  die  Curve  y  ganz  auf  der  einen  Seite  des  Haupt- 
kreises p  li^gt  und  ihm  auch  in  keinem  Punkte  begegnet,  so  ist «  eine 
ebene  auf  emexk  endlidien  Raum  beschmnkte  und  in  sich  znrttcklaufende 
Curve.  —  Trift  f  den  Kreis  p  irgendwo,  ohne  ihn  zu  durchgehen,  so 
entftmit  sich,  wenn  P  an  dieser  Stolle  anlangt,  P  in  das  Unendliche  und 
kehlt  von  derselben  Seite  der  Ebene  her  in  das  Endliche  wieder  zurttck, 
und  die  Curve  e  eriuUt  somit  zwei  nach  einerlei  Bichtung  sich  in  das 
Unendliche  erstreckende  Aeste.  —  So  oft  dagegen  y  den  Kreis  p  nicht 
bloss  trifit,  sondern  zugleich  durchgeht,  bikten  sich  in  der  Ebene  zwei 
Aeste,  die  sk^h  nach  entgegengesetzten  Richtungen  hn  Unendlichen  ver- 
lieren. Die  Anzahl  der  Aestopaare  letzterer  Art  wird  aber  gerade  sein, 
da  als  eine  geschlossene  Curve,  von  p  in  einer  geraden  Anzahl  von 
Punkte  durchgangen  wird.  —  Es  wird  kaum  nOthig  seyn,  hinzu- 
zulUgen,  dass  die  andere  Curve,  welche  mit  /  in  Vereinigung  die  Zwil> 
lingscorve  bildet,  dieselbe  Pnjection  e,  wie  y  selbst,  giebt. 

Anders  veihalt  es  sich,  wenn  f  eine  da:  emfochen  Curven  der 
sphärischen  Linie  ist.  Heisse  alsdann  K  der  Ponkt  in  y,  von  welchem  P 
bei  seiner  Beschreibung  der  Curve  ausgeht.  Durdi  ihn  und  seinen 
Gegenpunkt  K*  wird  y  in  zwei  Hälften  getheih,  deren  jede  die  nilmh'che 
Ptvjeetion  bat,  eben  so  wie  die  Projecttooeo  von  IC  und  K'  einer  und 
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derselbe  Punkt  sind,  weldien  man  mit  K  bezeichne.  Da  nun  jede  clor 
beiden  Hälften  von  f  den  Kreis  «r  in  einer  ungeraden  Anzahl  \  uu 
Punkten  durchgeht  (§.  9.),  so  muss  die  Curve  als  die  Abbildung  einer 
solchen  Hüllle,  eine  tmgerade  Anzahl  Paare  von  Aesten  enthalten ,  die 
sich  nach  entgegengewtzlen  RichtangeD  ins  Unendlidie  erstrecken. 

§.  U. 

Sowie  eine  sphärische  algebraische  Linie  aus  einer,  zwei,  oder 
mehreren  Curven  besteht,  welche  theiJs  einfisicbe,  theüs  Zwillingscurven 
sind,  so  ist  auch  eine  ebene  algebraische  Linie,  da  sie  immer  als  die 
Projection  einer  sphärischen  angesehen  werden  kann,  entweder  eine  ein- 
zige Curve,  oder  ein  Syslm  mehrerer.  NaiA  doi  im  vor.  §.  gegebenen 
Erörterungen  hat  es,  wenigstens  im  Allgemeinen,  keine  Schwierigkeit, 
mne  ebene  Linie  in  die  einziefaiMk  Gorven,  aus  denen  sie  zusammen- 
gesetzt ist,  zu  zerlegen  und  von  jeder  derselben  zu  bestimmen,  ob  die 
sphärische  Curve,  von  weldier  sie  die  Projection  ist,  zu  den  einfachen 
oder  Zwillingscurven  gehUrt.  Wenn  man  nämlich  in  einer  ebenen  Linie 
von  einem  beliebigen  Punkte  K  deraeiben  aus  fortgeht  und  dabei  jeder- 
zeit, wenn  man  zu  dem  letzten  Punkte  (§.  6.)  eines  unendlichen  Astes 
gekommen  ist,  zu  dem  letzten  Punkte  des  zugehörigen  dem  vorigeu 
parallelen  Astes  Überspringt  und  in  diesem  zweiten  Aste  nach  dem  end- 
lichen Theile  der  Ebene  zurückgeht,  so  wird  man  zttletzt«znm  Punkte  K 
zurückkommen,  und  der  durchgangene  Weg  wird  eine  der  einzelnen 
Curveu  sein,  aus  denen  die  Linie  zusammengesetzt  ist.  Dieser  Curve 
aber  wird  auf  der  Kagel  eine  ein&che  oder  Zwillingscurve  entsprechen, 
jenachdem  die  Zahl  derjenigen  Paare  ihrer  nnendtichen  Aeste,  deren 
AeslG  einander  entgegengesetzte  Richttmgen  haben,  ungerade  oder 
gerade  ist;  oder,  wie  man  auch  sagen  kann:  jenachdem  unter  den  zu 
machenden  Sprtti^n  die  Anzahl  derer,  bei  welchen  die  zwei  Punkte, 
zwischen  (tenen  zu  springen  ist,  nach  entgegengesetzten  Richtungen 
liegen,  ungerade  oder  gerade  ist. 

Als  Beispiel  hierzu  können  uns  schon  die  Linien  der  zweiten  Ord- 
nung dienen.  —  Die  Ellipse  wird  von  einooi  in  ihr  sich  bewegenden 
Punkte  ohne  allen  Sprung  zurückgelegt.  —  Bei  der  Parabel  6ndet  ein 
Sprung  statt,  der  aber  hier  nicht  za  zahlen  ist,  weil  die  letzten  Punkte 
der  zwei  Aesle  dieser  Curve  nach  einerlei  Bichtung  hegen.  —  Die  Hy- 
perbel besteht  aus  zwei  gesonderten  H>Ulen,  deren  jede  zwei  unendliche 
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Aeste  liat.  wolchc  paor\voi.s<\  niüiilich  ein  Ast  dor  einen  und  ein  Ast 
der  andern  Hälfte,  sich  nach  ontgegcngosetxten  Richtungen  orstrccken. 
Heisscn  A.  B  die  letzten  Punkte  der  zwei  Aeste  der  einen  Hälfte  und 
A',  B'  die  ihnen  resp.  gegenüberliegenden  letzten  Punkte  der  andern 
Htilfle.  Man  gehe  nun  in  der  erstem  Hiilfle  von  einem  beliebigen  Punkte  K 
derselben  aus  bis  B  fort,  springe  liicrauf  von  ö  nach  B'  in  die  andere 
Hölfle,  durchwandere  diese  ganz  von  ß'  bis  A',  springe  dann  von  A' 
nach  A  in  die  erstr  Hälfte  zurück  und  G;ehe  in  dieser  von  A  bis  K. 
Somit  hat  man  die  Hj  [jerbel  iianz  dut  ctigaugcn  und  dabei  zwei  unend- 
liche Sprünge  in  das  Entgegengesetzte  gemacht.  —  Jede  der  drei  For- 
men einer  Linie  der  zweiten  Ordnung  muss  sich  daher  auf  der  Kugel 
als  eine  Zwillingscurvc  abbilden.  Vergl.  §.  4. 

§.  <5. 

Um  die  gegenseitigen  Beziehungen  zwischen  ebenen  und  sphäri- 
schen Curven  noch  augenfälliger  darstellen  zu  können,  wollen  w  ir  den 
BcgrifT  geschlossener  ebener  Curven  auch  auf  soU  he  mit  ausdehnen, 
welche  unendliche  Aeste  iiabeu,  dafern  nur  ihre  sphUrischen  Projectionen 
geschlossene  Curven  sind.  Nennen  wir  femer  eine  geschlossene  ebene 
Curve,  jenachdem  sie  zu  ihrer  Projcetien  auf  der  Kugel  eine  einfache 
oder  eine  ZwiUingscurvo  hat,  eine  Curve  der  ersten  oder  der 
zweiten  Art,  so  können  wir  nach  dem  Bisherigen  folgende  Stttze 
aufstellen : 

4)  Eine  Curve  der  ersten  (zweite)  Art  wird  von  jeder  in  ihrer 
Ebene  gezogenen  Geraden  in  einer  ungeraden  (geraden)  Anzahl  von 
Punkten  durchgangen,  —  hat  daher  eine  uogenide  (gerade)  An- 
zahl Paare  nach  entgegengesetzten  RidituDg^  lanfender  unendlicher 
Aeste  *),  -~  und  hat  eine  ungerade  (gerade)  Anzahl  von  WendqNinkteii. 

Da  diese  Sfilze  von  exclusiver  Natur  sind,  so  gelten  sie  auch  um- 
gekehrt, und  es  kann  daher  aus  dem  Vorhandensein  irgend  einer  der 
drei  gedachten  Eigenschafien  auf  das  Dasein  der  jedesmal  zwei  übrigen 
geschlossen  werden,  so  dass  z.  B.  eine  geschlossene  Curve  mit  einer 
ungeraden  (geraden)  Anzahl  von  Paaren  entg^iengesetzter  Aeste  eine 
ungerade  (gerade)  Anzahl  von  Wendepunkten  bat. 

•)  Weil  jedes  Paar  solcher  Acslo  auf  ciaen  Durchgang  der  Curve  durch  die  in 
ihrer  Ebene  unendlich  ehtferal  liegende  Gerade,  —  sphärisch  aof  einen  Durchgang 
doreh  dm  Hooptkreis  «r  fi.  13.),  —  himetst. 

AMiDdL  i.  K.  8.  GudM.  4.  WImuA.  I.  2 
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2)  Unter  den  Curven,  aus  denen  eine  el>enc  algebraische  Linie 
?ii-?ammengosolzl  ist.  ist  l>ei  ungerader  (gerader]  Ordnungszalil  der 
Linie  eine  ungerade  ^gerade)  Anzahl  von  Cur\en  der  erslen  Art  be- 
,i:;i  il]'eii,  woraus,  wie  in  §.  12.  2..  noch  foigl,  dass  eine  elK>no  Linie  von 
iincerader  !' gerader)  Ordnung  eim>  iinijerade  fgerade)  Auzalil  voaWiMule- 
jmnkten,  unti  ilherhaupl  dieselben  drei  Eigeiisichanen  hat,  welche  im 
vorhergehenden  Salze  von  den  Curven  der  ersten  (zweiten)  Art  aus- 
gesagt wurden. 

Schliesslich  ist  noch  zu  erinnern,  d.iss  man  beiZahUing  der  Punkte, 
iu  denen  eine  ebene  Curve  \<m  einer  in  ihrer  Ebene  gezug(Mien  Ge- 
raden durchgangen  wird,  und  l>ei  Zahlung  der  Wendepunkte  diejenigen 
unter  ihnen  aiciil  Ubersehe.  welche  in  unendhcher  Entfernung  Hegen, 
indem  sonst  die  Sützc  in  I  und  -2)  ihic  aiigemeino  GüHigkcit  vorlüren. — 
Ist  die  gezogene  Gerade  mit  einem  Paare  unendhcher  Aeste  der  Curvc 
parallel,  so  hat  sie  mit  letzlerer  einen  uncndUch  entfeinteii  Punkt  ge- 
mein; zugleich  durchgeht  sie  die  Curve  in  diesem  Punkte,  wenn  die 
beiden  Aeste,  jenachdem  sie  einerlei  oder  entgegengesetzte  Riclitungcn 
haben,  auf  entgegengesetzten  oder  eineiici  Seiten  der  Geraden  sich 
befinden.  ^  Ein  unendlich  entfernter  Wendepunkt  giebt  sich  dadurch 
ztt  erfcannen,  dass  zwei  nach  enigegengcsetsEten  Bichlongen  ins  Unend- 
liche sich  emtFeckende  Aeste  auf  einer  und  derselben  Seite  ihrer  ge- 
memsamen  geradlinigen  Asymptote,  der  Tangente  im  Wendepookle, 
liegen.  Es  kann  aber  auch  geschehen,  dass  nicht  bloss  der  Wendepunkt, 
sondern  auch  seine  Tangente  unendlich  entfernt  liegt.  In  diesem  Falle 
sind  die  zwd  entgegengesetzten  Aesle  von  parabolischer  Form,  w&hrend 
sie  vorher  eine  hyi)erbolische  hatten,  und  liegen  auf  einerlei  Seite  jeder 
mit  ihnen  in  der  Ebene  parallel  gezogenen  Geraden. 

Von  der  Richtigkeit  dieser  Behauptungen  wird  man  sich  leicht 
aberzeugen,  wenn  man  die  Curve  auf  die  Kugel,  und  zwar  zunächst  auf 
die  der  Ebene  der  Curve  zugewendete,  durch  den  Hauptkreis  p  (§.  13.) 
begrenzte  Halbkugel,  projiciert  und  dabei  erwägt,  dass  das  sphärische 
'  Bild  eines  unendlich  entfernten  Punktes  Q  der  Ebene  ein  Punkt  Q  des 
Krdses  p  ist,  dass  eme  in  der  Ebene  nach  Q  gerichtete  Gerade  a  einen 
durch  0  gehenden  Hauptkreis  a  zum  Bilde  hat;  dass,  wenn  o  in  der 
Ebene  unendlich  entfernt  liegt,  a  mit  p  zusammenfallt;  dass  daher  ein 
hyperbolischer  Ast,  welcher  die  in  endlicher  Entfernung  gelegene 
Gerade  a  zur  Asymptote  hat,  sich  als  ein  in  Q  endigender  und  daselbst 
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von  a  berührter  Bogen  abbildet,  und  duss  ein  parabolischer  nach  Q 
gerichteter  Ast  sich  auf  der  Kugel  als  eia  in  Q  endigender  und  daselbsl 
von  V  berührter  Bo.mm  darstellt.  Ergänzt  man  zuletzt  die  solchergestalt 
auf  der  einen  KugeihillAe  construierte  Cur\  e  durch  ihre  Gegencorvo  auf 
der  andern  Bälfle,  so  ersieht  man  die  Beschaflenheit  rlor  mm  vollstän- 
digen Curvc  in  ihren  Begegnungen  mit  und  wird  damit  die  obigen 
Beiiauptungen  laesttttigt  finden 

Geometriscbe  Bnlwickelang  der  Grundformen  der  spbfiriaehen  Linien 

der  dritten  Ordnung. 

§.  16. 

Die  voranstchenden  allgemeinen  Betrachtun iircn  über  algebraische 
Linien  wollen  wir  jetzt  auf  die  Linien  der  dritten  Ordnung  nnwenden; 
wir  wollen  die  Curven,  aus  denen  eine  Linie  dieser  Ordnung  zu- 

pammongor;otzl  ist,  ihrer  Z;ilil  und  Bestlian'cnhoit  nach  zu  bestimmen 
und  dadurcli  die  verschiodt'ncn  Grundformen  der  Linie  selbst,  soweit 
dieses  ohne  Zuhülfenalime  dos  Calculs  geschehen  kann,  zu  ermitteln 
suchen.  —  Eine  alinlichc  Untersuchung  ffir  die  Linien  der  zweiten  Ord- 
nung ^  nrangehen  zu  lassen,  halle  ich  für  ül)erfliissii:,  da  aus  den  nach- 
stelx  iiilen  Betraeliiungcii  über  die  Linien  der  dritten  Ordnunir  sich  zur 
Geriüi^e  ergeben  wird,  wie  Uhnlicherwcise  der  Beweis  zu  lüliren  ist, 
dass  eine  splutrische  Linie  der  zweiten  Ordnung  eine  einzige  ZwilUogs- 
curve  (§.  4.)  ohne  alle  uu  ik\%  unU^e  Punkte  ist. 

Als  Crilerium  lür  eine  sjiliäirische  Linie  der  drillen  Ordnung  wird 
uns  bei  der  nun  folgenden  LniLrsurhung  der  Satz  dienen,  dass  eine 
solche  Linie  —  wir  wollen  sie  in^kualiige  kurz  mit  ).  i)ezcichncn  — 
von  einem  Hauptkreisc  in  drei  Paai  en  von  Punileu,  oder  in  einem  Paaro 
geschnitten  wird,  dixsa  daher  ein  sie  in  einem  Punkfenpaarc  berühren- 
der Ilauptkreis  sie  in  einem  zweiten  scimeidct,  nicht  aber  hi  einem 
zweiten  berühren  kann,  and  dass  in  dem  besondem  Falle,  wenn  der 
HaupUMs  die  Linie  A  in  einem  Paare  von  Wendepunkten  oder  Knoten 
oder  Spitzen  bertlhrt,  er  mit  ihr  kein  zweites  Punklenpaar  gemein  hat 

§.  n. 

Unter  den  Curven.  aus  denen  X»  als  eine  Linie  von  ungerader  Ord- 
nung, zusammengesetzt  ist,  ist  nadi  |.  42.  1.  entweder  eine,  oder  sind 

i* 
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drei,  fünf  II.  s.w.  einfache  Cui  von  onlhallen.  Es  kann  aber  der  A  nicht 
melir  als  Eine  einfache  Curve  —  sie  heisse  £  —  zukommen.  Demi  du 
eiae  einfache  Curve  von  einem  Hauplki  eise  stets  in  einer  ungeraden  An- 
zahl von  Punktenpaaren  durcligangen  wird  9.),  so  triffl  ein  durch  zwei 
Punktenpaare  der  Curve  £  gelegter  Hauptkreis  dieselbe  noch  in  einem 
dritten  l*aare,  und  würde  einer  zweiten  zu  X  gehörigen  einfachen  Curve 
wenigstens  in  Einem  Punktenpaare,  dem  vierten,  begegnen,  was  gegen 
das  obige  Criterium  streitet. 

Unter  der  einstweihgen  Annahme,  dass  in  der  zu  X  gehörigen  ein- 
lacben  Curve  «  keine  Knoten  oder  Spitzen  vorkommen,  bat «  nach  §.10. 
wenigstens  drei  Paare  von  Wendepunkten,  oder  lUnf,  oder  stdten  u.  8.w. 
Es  wird  sidi  aber  wieder  mit  Hälfe  anaers  Crileriums  aeigien  lassen, 
dass  •  nicbt  mebr  als  drei  Paare  solcher  Punkte  haben  kann. 

Denn  setzen  wir,  dass  der  Cnrve  t  ftanf  Paare  zukommen,  und 
nennen  fünf  Wendepunkte  in  der  Ordnung,  in  welcher  sie  aufeinander 
folgen :  A,B,  C»  D,  E;  also  die  fUnf  übrigen  In  derselben  Folge:  Ä\...  B\ 
Man  »ehe  einen  die  Curve  in  A  md  berührenden  Hauptkreis  v  und 
projiciere  sie  auf  eine  mit  p  parallele  Ebene.  Heissen  B,C,...  die  Pro- 
jecUonen  von  B  und  B\  C  und  C  u.  s.w.  und  e  die  Projection  von  « 
selbst.  Weil  »  die  •  in  dem  Wendepunklenpaare  A,  A*  berührt,  so  hat 
die  ebme  Curve  e  zwei  einander  enlg^;engesetzte  parabolische  Aeste, 
welche  auf  einerlei  Seite  jeder  mit  ihnen  in  der  Ebene  der  Curve 
parallelen  Geraden  a  liegen  (g.  45.);  ausser  ihnen  aber  nicht  noch 
andere  unendliche  Aeste,  indem  sonst «  von  p  nodi  in  andern  Punkten, 
als  in  A  und  A\  getroffen  werden  mttsste,  —  gegen  das  Criterium.  — 
Die  Corvo  e  wird  sich  daher  vom  letzten  Punkte  des  einen  parabolischen 
Astes  bis  zum  letzten  Punkte  des  andern  ununterbrochen  fortziehen  und 
dabei  in  B,  C,  D,  B  Wendung«!  machen.  Die  letzten  Elemente  der 
zwei  Aeste,  also  auch  die  ihnen  parallele  Gerade  a  wollen  wir  uns 
horizontal  dokken  und  in  der  Ebene  die  Seite  von  a,  auf  welcher  die 
Aeste  li^n,  als  die  untere  vorstellen.  Uebrigens  wollen  wir  die  Ge- 
rade so  gelegt  annehmen,  dass  die  vier  Wendepunkte  B, . . ,  E  sflmmtiich 
auf  ihre  obere  Seite  fallen.  Sie  wird  alsdann  die  e  schneiden,  aber  nur 
m  zwei  Punkten,  weil  sie  mit  e  schon  ihren  unendlich  entfernten  Punkt 
gemein  hat.  Heissen  Ai  und  die  beiden  Schneidepunkte,  welche 
mit  den  vier  Wendepunkten  in  ihrer  Aufcinanderfolqc  die  Reihe 
AfBCDEAji  bilden;  Ai  liege  zur  Linken,  A^  zur  Rechten. 
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Weil  sich  die  Curvc  e  in  A|  über  dio  Geradn  a  eriiehl  und  in  A3 
wieder  zu  ihr  hinabsenkt,  so  wird  sie  zwisclicn  Ai  und  einen  oder 
auch  mehrere  höchstem  Punkte  haben.  Sie  kann  aber  nicht  mehr  als 
einen  haben.  Denn  hlvlle  sie  zwei  hochjsle  Punklc  F  und  G  (Fig.  4.), 
und  legte  man  an  den  niedrigem,  welcher  F  sei,  eine  Tangente 
welche  hon/onlal  sein  und  den  Punkt  G  tlber  sich  liegen  haben  würde, 
so  müsste  die  Curvc  auf  ihrem  Wege  von  F  nach  G  hin,  \veil  sie  von  F  aus 
zunächst  unter  f  liinnbsloigt,  sich  uber/*bf.>^  (i  wieder  erheben,  dann  aber, 
um  die  liefere  Horizontale  a  in  .\2  ()(Iei  in  Ag)  zu  troflen,  durch  /"  zu- 
rückgehen müssen.  Die  in  F  an  die  Curve  gelegte  Tangente  f  würde  sie 
daher  in  noch  zwei  Punkten  schneiden  —  dem  Crilerium  entgegen.  — 
Eben  so  wenig  können  die  zwei  höchsten  Punkte  gleiche  Hübe  haben; 
denn  atsdaun  würde  die  au  den  einen  gelegte  Tangente  die  Curve  auch 
in  dem  andern  berühren. 

Nim  lüsst  sich  femer  darthnn,  dass  wenigstens  eine  der  zwischen 
B  und  G  an  die  Corvo  e  gelegten  Tangenten  horizontal  sein,  und  daher 
der  Bogen  BG  wenigstens  einen  hdchsten  oder  tiefeCen  Punkt  haben 
miiBs.  Denn  wo  nicht  (Fig.  4.*),  so  lege  man  an  die  Cnrve  s  eine  sie 
in  B  selbst  bertthrende  Gerade  %  und  drehe  diese  dergestalt,  dass  sie 
mit  0  in  Berfihrung  bläbt»  und  der  ^rtthmngspnnkt  von  B  bis  G  rttckt. 
Weil  B  ein  Wendepunkt  ist,  so  hat  die  Gerade  %  in  ihrer  anfänglichen 
Lage  drei  nächstfolgende  Punkte  mit  s  gemein.  Von  diesen  drei  Punkten 
rücken  bei  dernachherigea  Di'ehung  von  %  zwei,  in  Vereinigung  bleibend 
ond  den  Bertthrnngspunkl  Inklend,  von  B  bis  G;  der  dritte  gemeinsame 
Punkt  von  s  und  I  geht  nach  der  entgegengesetzten  Richtung,  also  von 
B  nach  A^  zu.  auch  wohl  noch  tlber  A|  hinaus  in  dem  linken  unend- 
lichen Aste  fort)  ohne  jedoch  bis  zum  letzten  Punkte  des  Astes  zu  ge- 
langen, weil  kerne  der  Tangenten  von  B  bis  C  horizontal,  also  keine 
mit  der  Bichtnng  des  Astes  in  seinem  letzten  Punkte  parallel  sein  soll. 
Auch  kann  dieser  dritte  Punkt  nicht  nach  B  zurttckkehrea,  weil  der 
Bogen  BC  nach  einer  und  derselben  Seite  zu  hohl  ist,  und  folglich 
keine  an  BC  gelegte  Tangente,  mit  Ausnahme  der  Tangente  in  B  selbst, 
B  treffen  kann.  Die  bis  C  fortgedrehte  Tangente  i  wttrde  daher  dem 
linken  Aste  in  einem  von  B  nach  A(  zu  gelegenen  Punkte  begegnen, 
welches  aber,  weil  G  ein  Wendepunkt  ist,  dem  Criterium  widerspricht. 

Dieser  Widerspruch  i^llt  weg.  wenn  der  Bogen  BC  zwischen 
semen  Endpunkten  wenigstens  Einen  httohsten  oder  tiefsten  Punkt  hat. 
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Htttle  er  aber  einen  tieften  Punkt  T,  so  mtLsstc  oinc  an  T  gologtc  und 
daher  horizontale  Tangente  die  Curvc  e  zwischen  At  und  T  schneiden, 
weil  A|  tiefer  als  T  liegt.  Aus  glcicliem  Grunde  mttsste  diese  Tangente 
die  e  noch  eüunal  zwisciicn  T  und  treifen,  —  gegen  das  Critcriuni.  — 
Hithin  kann  der  Bogen  fiC  keinen  tiefeten,  sondern  muss  einen  höch- 
sten Punkt  haben. 

Vollkommen  eben  so  zeigt  sich,  dass  auch  der  Bogen  DE  einen 
höchsten  Punkt  h;il>on  muss,  sobald  man  nur  in  den  vorigen  Schlüssen 
Ai,  B,  C  mit  Aa,  E,  D  und  den  linken  Ast  mit  (!cm  rechten  vertauscht. 
Hiemach  hfttte  aber  die  Gurve  zwei  tiüchste  Punkte,  was  dem  vorher 
Erwiesenen  entgegen  ist.  Mitliin  muss  die  Voraussetzung  unrichtig  sein* 
dass  die  Cun  e  e  (ün(  Wendepunkte  hat;  und  noch  weniger  kann  sie 
sieben  oder  melirere  haben. 

Es  hat  demnach  auch  die  sphärische  Curve  e  nur  drei  Paare 
von  Wendepunkten,  von  denen  jedoch,  wie  schon  bemerkt  worden 
(§.  10,),  zwei  Paare  zu  einem  Knoten-  oder  Spitzenpaare  zus<immen- 
gchen  können.  Auch  würde  sich  durch  ahnliche  auf  die  Geometrie  der 
Lage  gegründete  Betrachtungen,  wie  vorhin,  geradezu  darthun  lassen, 
dass  in  der  Cur\'e  e.  wenn  sie  ein  Knoten  -  oder  Spitzenpaar  und  ein 
Paar  Wendepunkte  hat,  iiiciit  noch  andere  merkwürdige  Punkte  dieser 
Art  vorhanden  sein  können.  Uebrigens  kann  es  nicht  geschehen,  dass 
in  e  alle  diei  Paare  \on  Wendepunkten  sicli  in  einem  Punktenpaare 
vereinigen,  indem  sonst  die  Curve  von  dem  einen  dieser  beiden  Punkte 
bis  zum  andern  gegentlberiiegenden  ohne  Wendung  und  ohne  sicli  selbst 
zu  schneiden,  fortgehen  musste,  welches  nach  §.  10.  nicht  möglich  ist 

§.  18. 

Es  hleiht  jetzt  noch  zu  untersuchen  übrig,  ob  und  wenn  eine  Linie 
der  dritten  Ordnung  A  ausser  der  einfachen  Cur\  e  e,  welche  ilir  unl)e- 
dingt  zukommen  muss,  noch  eine  Zwillingseurve  haben  k^nn.  Denn 
dass  es  nicht  zwei  oder  mel)rere  sein  können,  folgt  sogleich  daraus, 
dass  eine  Zw  illingscurve  mit  einem  iiauptkreise  immer  eine  gerade  An- 
zahl von  Punktenpaaren  gemein  hat  (§.  ii  ),  und  dass  daher  bei  zwei 
Zwillingscurx  (Ml  ein  durch  ein  Punktenpaar  der  einen  und  ein  Punkten- 
paar der  andern  gelegter  llauptkreis  den  Curven  in  vvenigsten.s  noch 
zwei  andern  P;inren,  also  überhaupt  wenigstens  in  vier  Paaren  Ijc- 
gegnet  ~  gegen  ^.  IG.  —  Aus  gleichem  Grunde  erhellet,  dass  eine 
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ZU  X  gcliürigo  Zwilliogscurvo,  wenn  anders  eine  solche  bei  A  überhaupt 
möglich  ist,  von  keinem  Hauptkreise  in  mehr  als  zwei  Ponktcnpuaren 
getroffen  werden  darf,  dass  sie  also  keine  Wendepunkte,  Knoten  oder 
Spitzen  haben  darf,  dass  von  den  zwei  einaelnen  Gurven,  aus  denen  sie 
besteht,  jede  filr  sicli  ganz  auf  einer  und  derselben  Seite,  und  folglicli 
beide  auf  vorscb^enen  Seiten  eines  ae  in  einem  Fonktenpaare  be> 
rtthrenden  Hauplkreises  liegen  müssen,  mid  dass  endlich  weder  die 
dnlkche  Gurre  t  selbst,  noch  ein  an  «  berührend  gelegter  Hauptkreis 
dar  Zwillingscurve  begegnm  darf,  dass  folglich  die  zwei  einzelnen 
Cnrven  der  Zwillingscurve  auf  entgegeugcsetzlen  Stiten  der  ein&chen 
liegen  müssen. 

Hat  nun  die  einfiiche  Curve  a  drd  gesondert  liegende  Paare  von 
Wend^unkten,  so  kann,  obschon  nicht  jederzeit,  eine  Zwillingscurve 
noch  statt  finden.  Um  uns  die  Möglichkeit  hiervon,  wenn  auch  nur  an 
einem  sehr  extremen  Falle,  begreiflich  zu  madien,  wollen  wir  durch 
zwei  Punktenpaare  von  a  einen  Uiuiptkrets  «  legen,  welcher  der  •  in 
noch  einem  dritten  Ponktenpaare  begegnen  wird,  und  wollen  annehmen, 
dass  nicht  nur  alle  übrigen  Punkte  von  a  in  grosser  Ntthe  von  a  lie^n, 
sondern  dass  auch  alle  an  «  berührend  gelegten  Hanptkreise  mit  a  sehr 
kleine  Winkel  maM^ien,  —  wie  dies  unter  andern  der  Fall  sein  wttrde, 
wenn  in  dem  in  I^O.  ^geben^BeiS|Kel6  die  abwechselnd  an  die  eine 
und  die  andere  Seite  der  sechs  gleichen  Abschnitte  eines  Hauptkreises 
gelegten  Bogen  insgesammt  sehr  flach,  Xheile  eines  von  einem  Hauptr- 
kreiso  nur  wenig  verschiedenen  kleineren  Kreises,  wtircn.  —  Alsdann 
wird  jeder  durch  ein  in  der  Ntthe  der  Pole  von  «  befindliches  Punkten- 
paar  gelegter  Hauptkreis  die  a  nur  in  emem  Punktenpaare  schneiden; 
und  wenn  wir  daher  noch  annehmen,  dass  die  zwei  einzelnen  mit 
keinen  merkwürdigen  Punkten  versehenen  Gurven  der  Zwillingscurve 
sehr  klein,  etwa  zwd  kleinere  Kreise  von  nur  geringem  Durchmesser, 
sind,  und  dass  die  eine  derselben  in  grosser  Nfihe  des  einen,  mitbin  die 
andere  tn  eben  so  grosser  Nahe  des  andern  Pols  von  a  li^t,  so  wird, 
wie  erforderlich,  kein  Hauptkreis  die  aus  «  und  der  Zwillingscurve 
zusammengesetzte  Linie  A  in  mehr  als  drd  Punklenpaaren  schneiden 
können. 

Hat  dagegen  die  einfache  Curve  §  nur  Ein  Paar  Wendepunkte  und 
zum  Ersatz  der  beiden  andern  ein  Knoten-  oder  ein  Spitzenpaar,  so 
kann  sie  mit  einer  Zwillingscurve  nidit  verlranden  sein.  Denn  weil  in 
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emesn  Knoten  zwei  CurveDpunkfe  vereinigt  sind,  so  wird  ein  durch  das 
Knotenpaar  gelegter  Hauptloreig  die  «  immer  noch  in  einem  andern 
Punklenpaare  schneHlen.  Ware  daher  noch  tine  ZwiUlngacurve  vor- 
handen, ao  winde  ein  durch  ein  Punklenpaar  der  letztem  und  durch 
das  Knotenpaar  in  t  gezogener  Hauptkreis  sowohl  die  Zwillingscurve 
als  die  •  in  noch  eineni  Punktenpaare  treffen,  was  gegen  unser  Criteriom 
ist.  —  Und  das  von  Knoten  Gesagte  gilt  wörtlich  auch  von  Spitzen. 

Nach  diesem  Men,  und  wemi  wir  noch  bemerken,  dass  die  zwei 
-  einzelnai  Curven  einer  ZwiHingscurve  sich  zu  zwei  isoli«tai  Punkten 
zusammenziehen  können,  hat  jede  Linie  der  dritten  Ordnung  tm»  der 
nachstehenden  filnf  Formen.  Es  besteht  nttmlich  ^e  solche  entweder 

1)  aus  einer  einfiichen  Gurve  mit  drei  Paaren  von  Wendepunkten 
und  aus  einer  Zwillingscurve  ohne  merkwürdige  Punkte,  oder 

2)  aus  einer  einfachen  Cunre  mit  drei  Paaren  von  Wendepunkten 
und  aus  einem  isolierten  Punktenpaare,  oder  sie  ist 

3)  bloss  eine  einfache  Curve  mit  drei  Paaren  von  Wendepunkten, 
oder 

4)  eine  cinfaclio  Curve  mit  einem  Paar  Wendepunkte  und  einem 
Kiioti  npaaj ,  odt  r 

5)  eine  einfache  Curve  mit  einem  Paar  W'cndepunkte  und  einem 
SpiUciipaar. 

Ob  nun  alle  diese  fünf  Formen,  welche  die  sphärischen  Linien  der 
dritten  Ordnung  bei  alleiniger  Berücksichtigung  des  oft  gedachten  Cri- 
teriums  haben  können,  ihnen  auch  in  Folge  ihrer  algebraischen  Gleichung 
zukommen,  ist  eine  Frage,  welche  erst  durch  Rechnung  entschieden 
werden  kann.  Für  jetzt  steht  nur  dieses  fest,  dass  eine  solche  Linie 
keine  Form  haben  kann,  welche  nicht  unter  diesen  fünf  mit  enthalten 
wUrc,  dass  sie  also  namentlich  immer  wenigstens  ein  Paar,  und  wenn 
zwei,  auch  ein  drittes,  aber  nicht  mehr  Paare  von  Wendepunkten  hat. 
Die  folgende  Untersuchung  wird  uns  indessen  auch  von  der  algebrai- 
schen Wirklichkeit  der  erhaltenen  fünf  Formen  überzeugen. 

Ich  werde  dabei  von  dem  Algorithmus  Gel) rauch  machen,  den 
ich  in  meiner  Abhandlung  «ttber  eine  neue  Behandhmgsweise  der 
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analytischen  Sphiirik»*)  vcrölTenllicht  habe.  Da  ich  jedoch  nicht  vor- 
aussetzen kann,  dass  allen  Lesern  des  Vorliegenden  jene  Abhandlung 
zu  Gesicht  gekommen,  so  will  ich  eine  ErkUirung  des  Fundaments  und 
der  Beschaffenheit  meines  sphlirischen  Algorithmus,  so  ^veit  wir  des- 
selben hier  bedürfen,  vorangehen  lassen,  urul.  um  dieses  in  möglichster 
Kürze  zu  ihun,  ihn  nicht,  wie  dort  geschah,  auf  geometrische  Principien, 
sondern  auf  die  ersten  Satze  vom  Gleichgewichte  zurUckfUliren,  als  von 
welchen  seine  Foroiclii,  wenn  man  will,  als  Symbole  angesehen  werden 
künoen. 

Der  sphSriscb«  Algorithmas. 
g.  80. 

1)  Sind  A,  B,...  Punkte  auf  der  Oberflttche  einer  Kugel,  deren 
Mittelpunkt  0  heisse,  und  a,  b...  irgend  welche  Zahlen,  so  sollen 

aA,  bB,... 

Krüfle  bedeuten,  welche  auf  den  als  frei  beweglich  zu  denkenden  Punkt  0 
nach  den  Richtungen  OA,  OB, ...  wirken,  und  deren  lülcositäteu  sich 
wie  die  Zahlen  a,  b,...  verhalten. 
Durch  die  Gleichung 

(a)    aA4-6Ä+...  =  0 
werde  ausgedruckt  d  iss  die  Kräfte  aA,  bB, . . .  sich  das  Gleichgewicht 
halten;  durch  die  Gleichung 

(6)    aA  +  bB     .  ..  :^pP, 
dass  die  Kraft j)P die  Kesull^mle  der  Kralle  aA,  bB,...  ist;  durch  die 
Gleichung 

(c)    o A  +  6Z?  +  . . .  =  pi»  4-  7  0  +  . . . , 
dass  die  Kräfte  aA,  bB,...  in  Vereinigung  dieselbe  Wirkung,  wie  die 
Kräfte  jpi*,  gO, .. .  in  Vereinigung,  haben. 

2)  Zwei  einander  gleiche  Krüfte,  deren  RichturiLi  n  rinander  ent- 
gegengesotzl  sind,  können  auch  als  solche  betrachtet  werden,  welche 
einerlei  Ki'  htung  haben,  und  d  i  n  Intensitäten,  ihrem  absoluten  Wcrlhe 
nach  einandi  r  gleich,  entgegengesetzte  Vorzeichen  haben.  Wenn  daher 
in  den  Gleichungen  (a),  (6),  (c),  in  denen  wir  vorhin  stillschweigend  alle 


*)  Sie  befindet  sich  in  der  Sammlung  von  Abhandlungen,  herausgegeben 
▼on  der  Ffirellich  Jabionowski'sehen  Gesellschaft.  Leipzig,  I84S. 
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die  die  Inleiisitttten  ansdrttdceuden  Zahlen  als  positiv  annahmeii,  ein 
oder  etliche  negative  Glieder  sidi  vorfinden,  so  sind  die  dadordi  dar- 
gestellten Krflfte  Krttften  mit  eben  so  grossen  positiven  Intensitäten, 
aber  mit  enigegengesetzten  Richtungen,  gleich  m  achten»  und  man  kann 
demnach,  wenn  es  geOÜlt,  das  Minuszeichen  eines  Gliedes  mit  dem  Hus- 
zeichen,  so  ^  midi  umgekehrt,  vertausdien,  dafera  man  nur  gleich- 
zeitig statt  des  in  dem  Gliede  enthaltenen  Punktes  seinen  Gegenpunkt 
setzt.  So  ist  z.  B.  hF      gleichbedeutend  mit  ±^aA'  (§.  9.  1,). 

3)  Da  es  in  den  Gleichungen  (a),  (fr)  und  {c)  nicht  auf  die  absoluten 
Werthe  der  GoefBcienten  a,  p,  q,...,  sondern  nur  auf  ihr  gegen' 
seiliges  Verhällniss  ankömmt,  so  bleibt  jode  dieser  Gleichungen  noch 
richtig,  wenn  alle  ihre  Glieder  mit  einer  und  derselben  Zahl  multipliciert 
oder  dividiert  werden.  Aus  dem  ])ekannten  Salze  der  Statik,  dnss,  wenn 
von  zwei  oder  mehroi  en  Systemen  vonKrflften  jedes  fUr  sich  im  Gleich- 
geNvichto  ist,  auch  die  Kräfte  aller  Systeme  zusammen  sicli  das  Gleiclir 
gewicht  halten,  aus  diesem  Satze  und  ihm  ähnlichen  foli^'t  ferner,  dass 
man  zwei  oder  mehrere  solcher  Gleichungen,  wie  (a),  {{>),  (c),  zu 
einander  addieren,  die  eine  von  der  andern  subtrahieren,  Glieder  von 
der  einen  Seite  des  Gloichbeitszeichens  auf  die  andere  mit  entgegen- 
gesetzten Vorzeiclien  bringen,  und  überhaupt  mit  diesen  Gleichungen 
alle  die  algebraischen  Operationen  vornehmen  darf,  bei  welchen  die 
einzelnen  Glieder  ihre  obige  Form  behalten,  also  Punkte  mit  nume- 
rischen Coeflicienten  bl(  ilx  n. 

4)  Zwei  auf  0  wirkende  Krllfle  sind  nur  dann  und  dann  immer 
von  gleicher  Wirkung,  wenn  sie  einerlei  Richtung  und  einander  gleiche 
Intensitäten  haben.  Aus  der  Gleichung 

aA  =  pP 

ist  daher  zu  schli(  sscn,  dass  P  ein  mit  A  identischer  Punkt,  und  dass 
p  =  a  ist,  oder  auch,  dass  P  der  Gegenpunkt  von     und  j>  =  —  a  ist. 
Aus  der  Gleichung 

aA  +  bD=pP 

ist  nacfi  dem  Salze  vom  Parallelogramm  der  Kräfte  zu  schliessen,  dass 
die  drei  Geraden  OA,  OB,  OP  in  einer  Ebene  liegen,  und  dass,  wenn 
man  in  dieser  Ebene  ein  Parallelogramm  conslruiert,  von  welchem 
zwei  Seiten  und  die  eine  Diagonale  in  OA,  OB  und  in  fallen,  jene 
zwei  Seiten  und  diese  Diagonale  sich  wie  die  Zahlen  a,  b,  p  verhalten. 
Oder,  was  dasselbe  ausdruckt:  In  Bezog  auf  ein  in  der  Ebene  OAB 
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endialteDes  Coordmatensyslem,  dessen  Axea  die  Richtungen  OA,OB 
haben,  sind  die  Coordinatea  des  in  dieser  Ebene  gleidifiiUs  begriffenen 
Pnnkles  P  md  der  Abstand  des  P  vom  Aniangspunkle  0  der  Coordi- 
naten  den  Zahlen  a,  b,  p  proportional. 

Oder  mit  noch  andern  Worten:  Es  liegen  die  Punkte  A,  B,  P  ia 
einem  Hauptkreise,  und  dieses  derseslali,  dass  sich 

sin  PB  :  sin  AP :  sin  AB  =a  :  b  :  p 
verhalten,  wobei  die  Bögen  von  I* bis von  AMsP und  von  AlAsB 
nach  einon  und  demselben  Sinne  zu  rechnen  sind. 

6)  Eben  so  folgt  nach  dem  Satse  vom  Parallelepipedum  der  Kräfte, 
und  vorausgesetzt^  dass  A,  B,  C  nicht  in  einem  Bauptkreise  liegen,  aus 
d«r6Mol»»g  aA  +  bn  +  cC  =  pP, 

dass  a,  h,  e  sich  wie  die  Coordinaton  von  P  in  Bezug  auf  drei  Axen 
verhalten,  dorcn  Richtungen  OA,  OD,  OC  sind,  und  dass  nach  dem- 
selben Yci  halt  nisse  der  Coefiicient  p  dem  Abstände  des  P  vom  Anfangs- 
punJite  0  der  Coordinaten  oder  dem  Kugelhalbmesser  proportional  ist. 

Mit  der  gegenseitigen  Lage  der  Punkte  A,  D,  C,  P  sind  demnach 
die  Verhaltnisse  zwischen  a,  h,  c,  p  unzweideutig  bestimmt.  Und  um- 
gekehrt: Sind  die  Punkte  A,  B,  C  und  die  Verhälbiisse  zwischen  ihren 
Coeflicienten  a,  b,  c  gegeben,  so  sind  damit  zwei  einander  gegenllber- 
liegende  Punkte  der  Kugelflächo  unzweideutig  bestimmt;  es  sind  nUm- 
lich  die  Durchschnille  P  und  P'  der  Flüche  mit  einer  durch  0  dergestalt 
gelegten  Geraden,  dass  in  Bezug  auf  OA,  OB,  OC,  als  Axen,  die  Co- 
ordinaten jedes  Punktes  dieser  Geraden  sich  wie  a,  b,  c  verhalten. 

7)  Indem  wir  auf  solche  Weise  alle  Punkte  P  der  Kugelflache 
auf  drei  nicht  in  einem  Tfauptkreise  liegende  Punkte  A,  B,  C  beziehen, 
wollen  wir  letztere  Punkte  die  Fundamentalpunkto.  die  drei  durch 
je  zwei  von  ihnen  zu  legenden  Hauplkrcisc  BC,  CA,  Ali  die  Funda- 
men t  a  1  k  r  c  i  s  c  und  das  von  ihnen  gebildete  Dreieck  ABC  das  F u n- 
dame ntaldreicck  nennen. 

DasAegreg«!  .A  +  hB  +  eC, 
in  welch«n  die  Coeflicienten  «,  c  die  Coordinaten  von  P  in  Bezug  auf 
0  A,  OB,  0  C  als  Axen  sind,  oder  doch  diesen  Coordinaten  proportio- 
nale Grossen  vorstellen,  und  wodurch  der  Punkt  P,  sowie  sein  Gegen- 
punkl  jP'  bestimmt  wird,  heisse  der  Ausdruck  des  Punktenpaares 
P,  F,  oder  kurz:  des  Punktes  P,  indem  wir  unter  P  semen  Gegen- 
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poDlcl  mit  venlelieD.  Welcher  von  beiden  Pniikten  gememl  ist,  wird 
erst  aus  dem  VorzeiGheii  seines  CoeflSdemen  p  eriannt.  Um  bloss  an- 
zuzeigen, dass  üA-^.*  der  Ausdruck  des  P  (und  seines  Gegienpunktes) 
ist»  werden  wir  uns,  mit  Weglassung  von  des  Zeichens  (=]  bedienen 
und  schreiben 

aA-i^hB  +  cC^  P,  statt  :=:pP  oder  =  —  pP*. 

Ist  einer  der  drei  Coefficienten  des  Ausdrucks,  z.  B.  Null,  also 
P  =  aA^bB,  so  liegt  P  im  F.kreise  AB  (5.) ;  sind  zwei  Coefficienten 
zugleich  Null,  etwa  b  und  e,  so  filllt  P  mit  A  zusanunen  (4.).  Dass  diese 
Satze  auch  umgekehrt  gelten,  ist  von  selbst  klar. 

8)  Heisscn  jetzt  ir,  y,  s  die  Coefficienten  von  A,  if,  C,  und  «,  /7  die 
Exponenten  dw  Veriiflltnisse  ».%  y:9.  Sind  diese  Exponenten  gegeben, 
so  ist  es  auch  der  durch  «A  +  yB  +  3tC  an^gedrtldcte  Punkt  P;  es  sind 
p^ffiliffh 

£=«undiL  =  /J 

z  % 

die  Gleichungen  der  Geradeü  0/*,  wenn  OA,  Off,  OC  als  Axen  der 
X,  y,  z  genommen  werden.  Sind  aber  a,  ß  uiclit  seihat ,  .sondern  nur 
eine  Gleichung  ß~  f{ai  zwischen  limcn  gegeben,  so  dass  immer  an- 
dern Werthen  von  a  inmicr  andere  von  ß  zugehören,  so  bilden  alle  so- 
mit sich  ergehenden  Geraden  eine  Kegclfluche,  welche  0  zur  Spitze 
hat,  und  dcicu  Gleichung 

(.)...  f=r(f). 

also  eine  homogne  Gleichung  zwischen  y,  ^  ist;  und  alle  durch  d?A-f ... 
ausgedruckten  Punkte  bilden  eine  sphttrische  Cnrve,  welche  keine  an- 
dere, als  der  Durchschnitt  der  Kugelflsche  mit  jener  Kegeliliiche  ist. 

Durch  den  Ausdruck  «pA  +  in  Yerbindung  nut  einer  ho- 

mogenen Gleichung  zwischen  dp,  y,  s  wird  demnach  immer  eine  sphärische 
Curve  dargestellt,  diejenige  nSmlich,  in  welcher  die  KugelflSche  von  einer 
durch  dieselbe  Gleichung  dargestellten  Kegelflache  geschnitten  wird, 
wenn  die  Goordinaten  s,  y,  »  der  Gleichung  auf  OA,  OB,  OC  als  Axen 
bezogen  werden. 

9}  Ist  die  homogene  Gleichung  (t»)  eine  algebraische,  und  nach 
Wegschalfimg  der  Bnichfonn  vom  nten  Grade,  so  dass  in  jedem  ihrer 
Glieder  die  Smnme  der  Exponenten  von  s,  y,  z  gleich  » ist,  so  gehört 
die  durch  sie  ausgedruckte  Kegelflaehe,  mithin  anch  ($.  4.)  die  durch 
dieselbe  (Belebung  dai^jestellte  spldrisdie  Curve  zur  iitra  Ordnung. 
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Die  allgemeine  Form  einer  homoi^cnen  Gleichung  des  erstoa  Grades 
ist  ax  +  by     cz  ~  0. 

Die  hierdurch  auscedriickte  KegcIflUcho  i-t  eine  den  Punkt  0  ent- 
haltende  Ebene,  und  daher  die  sphärische  Corvo  ein  Plauptkreis  (ebds.). 
Für  X  —  0  wird  ij  :  z  =  —  c  :  h.  niern}it  verwandelt  sich  der 
Ausdruck  xA  -\-  y Ii  zC  ia  cB  —  bC;  d.  h.  der  Hauptkreis,  dessen 
Gleichung  aar  +  ...  =  0  ist,  schneidet  den  F. kreis  tiC  in  einem  Punkte, 
dessen  Ausdruck  r.Tt  —  bC.  F.Wn  so  finden  sich  aC  —  cA  und  hA  —  aB 
als  die  Ausdrucke  für  die  DurchscbuiKe  des  Haaptkrei«es  mit  den  F.  kreisen 
CA  und  AB. 

Ist  die  Constante  a  =  0,  so  reduciren  sich  die  letzteren  zwei  Aos- 
drUcke  auf  —  cA  und  bA;  d.  h.  der  Hauptkreis,  dessen  Gldchung 

by-^ez  =  0, 

gehtdnrdi  denF.punkt^und  schneidet  den  F.kreisBCim Punkte  cB—hC, 
Ist  aoch  noch  6= 0,  so  wird  letzterer  Durdischnitt  HÜ;  d.  h.  der 
Hauptkrns,  dessen  Gleidiung 

s  =  0 

ist  der  F.Joreb  AB  sdbst;  und  ahnlicher  W^se  sind  s  0  und  y  =  0 
die  Gleichungen  der  F.  kreise  B  C  und  CA. 

40)  Die  Bequemlichkeit  unsers  sphärischen  Algorithmus  zeigt  sidi 
insbesondere  beim  Uebergange  von  einem  F.dreieck  oder  Coordinaten- 
System  zu  einem  andern  desgleichen,  Ist  nämlich  eine  homogene  Gleichung 
zwischen  «,  z,  als  Gleichung  einer  sphärischen  Curve  in  Bezug  auf 
die  F.  punkte  A^  B,  C  gegeben,  und  soH  ihre  Gleichung  in  Bezug  auf  ii^nd 
drei  andere  F. punkte  A^Bi^Ct  gefunden  werden,  so  setze  man,  es 
seien  die  neuen  F. punkte,  durch  die  alten  ausgedrückt: 

(a)    1  j?»  =  d'A  +  h*B  +  dC, 
\  Ct  =  a'A  +  VB  +  c'C. 
so  dass,  den  Kugelhalbmesser     4  angenommen,  a,  b,  c  die  Coordiuaten 
von  Att  u.  8.W.  in  Bezug  auf  OA,  OB,  OC,  als  Axea,  sind.  Seien 
femer  t,u»v  drei  von  den  Verftuderiich«!  x,  y,  t  und  den  Constauten 
A.  6,  e,  ^. . .     dei^gestalt  abhängige  Veranderiicfae,  dass 

iat  +  o'm  +         =  «, 
ht  +  b'u  +  6'«  = 
et  «f  e*u  4*       =  2, 
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so  kommt,  wenn  man  die  drei  Gleichungen  (a)  der  Reihe  nach  mit  u,  v 
multiplicii't  und  sie  hierauf  addirt: 

tX^  +  mJ5,  +  i»C,  =  irA  +       +  xC. 

Da  also,  wenn  i,  u,  v  auf  die  durch  (ß)  ausgedrückte  Weise  von 
X.  y,  z  abhangen,  die  durch  ^A^  +  ...  und  xA-\-...  ausgt'di ücktoii 
Punkte  der  KugclflUche  identisch  sind,  so  hat  man  nur  die  Wcrlhc  \  on 
X,  y,  z  aus  iß]  in  der  gegebenen  Cur\engleichung  zu  substituiren,  und 
es  wird  die  hervorgeliendc  homogene  Gleichung  zwischen  /,  m,  v  die- 
selbe auf  A,,  J?j,  C^,  als  F. punkte,  bezogene  Cur\e  darstellen. 

So  war  z.  B.  x  =  0  die  Gleichung  des  F.kreises  BC;  mithin  ist 
at  +  au  -f  oT  »  =  0  die  Gleichung  des  auf  A^,  B^,  C^  bezogenen 
Hauptkreises  BC;  eben  so  6<  6*  v     0  die  Gleichung  des 

Hauptkreises  CA;  u.  s.  w. 

Analytische  Eiitwiekelun||f  der  Gnudforaieii  der  spbirisebeo  Linien 

der  dritten  Ordnung« 

§. 

Mit  Anwendung  des  jetzt  erörterten  Caiculs  wollen  wir  nunmehr 
die  verschiedenen  Formen,  welche  eine  sphttriscbe  Linie  der  drillen 
Ordnung  zu  Folge  ihrer  Gleichung  haben  kann,  zu  erforschen  suchen 
und  dabei  von  den  vorhin  durch  geometrische  Belrachtungen  ge- 
fimdenen  Eigenschaften  einer  soldien  zunächst  nur  den  Satz  benutze, 
dass  sie  immer  woiigslcns  Einen  Wendepunkt*)  hat. 

Die  allgemeine  Gleichung  einer  sphitriscben  Linie  der  drillen 
Ordnung  ist: 

{A)  ai;*  +  6y»+  «^  +  /'»'«+ 9»*«  + A«*y +  «y:^  +  faj?  +  li^+«a[ys=0. 

Ohne  an  Allgemeinheit  zu  verlieren  wird  sich  diese  Gleichung  etwas 
elnfiicher  gestallen,  wenn  wir  das  F.dreieck  ABC  so  gelegt  annehmen, 
dass  B  in  den  einen  nothwendig  vorhandenen  Wendepunkt  der  Curve 
fiült,  und  diese  daselbst  von  AB  berührt  wird,  oder  mit  andern  Worten : 
dass  der  Punkt  B  und  zwei  ihm  in  AB  nächstliegende  Punkte  der  Curve 
angehören. 

*)  Niehl  Ein  Paar  Wcndcpuntlc,  tl;i  jolzt,  wie  schon  orinnrrl  wordon  f|5.  20.  7.\ 
uater  jedem  Punkte  der  Curve  zugleich  mit  sein  Gogcnpuiikt,  als  eiu  ebenfalls  der  Curve 
angdittriger  Ptinkt,  v«nUiod«D  wird. 
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Nun  ist  für  die  der  Cun  c  niil  dem  F.  kreis  AB  gemeinsamen  Punkte 
j  =  0  (§.  20.  7.),  und  daher 

(a)  ax*  +  6?/'  +  hx-y  +  Ixij*  —  0. 

nie  Punkfo  selbst  abor  worden  durch  xA  +  ijB  ausgodrllrkf,  nach- 
dem darin  für  das  Vcrliiiltnisi»  x:y  die  drei  aus  (a]  folgenden  Werthe 
desselben  nach  einander  substituiert  worden. 

Soll  B  einer  dieser  drei  Punkte  sein,  soll  also  die  Curve  durch  B 
gehen,  so  muss,  weil  sich  der  Ausdruck  xA  -f  yB  Dur  für  =:  0  auf  £ 
reduciert,  der  Gleichung  [a]  Genüge  ^'cschchen,  wenn  man  x  =  0  setzt, 
und  es  muss  folglich  die  Constante  ^  =  0  fiein.  In  der  Thai  reducirt 
$ich  damil  (a)  auf 

ax^  4-  hx^y  +  Ixy^  =  0, 
wovon  die  liuko  Seite  den  Factor  x  enthalt.  Sondert  man  denselben  ab, 
so  kommt  die  Gleichung 

(fr)  0«*  +  hxy  +  ly-  ^  0, 
dtirci)  deren  Auflösung  sich  die  beiden  andern  Durchschnitte  der  Curve 
mit  AD  ergehen. 

Soll  noch  einer  derselben  in  B  foUeo»  soll  also  die  Curve  durch  B 
gehen  und  daselbst  von  AB  berührt  werden,  so  muss  aus  gleichem 
Grunde,  wie  voriiin,  /  =  0  sein,  als  wodurch  sich  {b)  in  die  abermals 
mit  dem  Factor  x  b^leitete  Gleichung 

ax'  +  hxy  =  0 

vervvandelt.  Nach  Division  mit  demselben  findet  sich  für  ^n  noch 
ttbrigen  Durcfaschnilt  der  Curve  mit  AB 

{c)      +     =  0. 

Soll  daher,  wie  gefordert  wird,  auch  dieser  noch  mit  B  identisch 
sein,  so  hat  man  noch  A  :=  0,  also  überhaupt  die  Goeflicientcn  von 
3f',  xy*  und  x*ff  in  {A)  einzebi  =  0  zu  setzen. 

Bei  einer  solchen  Lage  desF.dreiecIcs  gegen  eine  Linie  der  dritten 
Ordnung,  dass  B  in  einen  Wendepunkt  der  Linie  ßdU,  und  sie  daselbst 
von  AB  berührt  wird,  ist  demnach  ihre  allgemeine  Gleichung 
ax*  +  cz*  +  fff*z  ^gz*X'^  iyx*  +  hzx*  +  mxyz  =  0, 
wofür  whr  auch  schreiben  kttnnoi : 

[B]  Ify^  +  (mx  +  iz)  y]  z  +  ax'  +  kzx*  +  gz*x  +  cz*  =  0, 
eine  Gleichung,  die  sich  durch  nachsiebende  Betrachtungen  noch  weiter 
vereinfachen  lasst. 
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Sei  P'  (Fig.  5.)  ein  beliebiger  Ponld  dar  Cunre,  und  sein  Ausdruck 

(a)  j»'P'  =  «'il  +  y'Ä  +  f'C, 
so  dass  d^,  y',  i^,  fttr  s  in  der  Gleichiiiig  (J9)  substiliurt,  ihr 
Genüge  leisten.  Weil  die  Gleichong  nach  y  quadratisdi  ist,  so  wird, 
wenn  num  in  ihr  «  =  und  z  =  z'  setzt,  sich  fdr  y  nächst  y'  noch 
ein  zweiter  sie  berricdigender  Werth  y'  finden.  Der  demselben  zu- 
gehörige Curvonpiinkl  licissc  P',  so  dass 

(6)    p'P'  =  »'A  +  y'Ä  +  »'C. 
Aus  (a)  und  (6)  folgt 

(c)   p'P'  —  p' P"  =  (y'  —         und  wenn 

((i)  =        gesolzl  wird: 

Zu  Folge  der  nach  y  quadratischen  Gleichung  iß)  ist  aber  y'  +  y* 
=r  —       t*^  -  Hiermtt  verwandelt  sich  («)  in 

r 

/</  Q  =  %f»*A  —  {»«'  +  ii)  Bi-2f2'  C, 
und  es  wird  daher,  wenn  man  noch 

(f)   ^fA  —  mB  ^  dB  und 
{g)    2  fC^iB=z  eE  setzt: 
(A)   Q  =  d»'D^ez'E. 
Nun  li^en  nach  (c)  die  zwei  Curvenpnnkte  P*  und     mit  J9  in 
einem  Haupdcreise,  in  weichem  nach  (d)  auch  der  Punlct  Q  mit  begriffen 
ist.  Dabei  verhalten  sich  (§.  SO.  ö.) 

sin  P'D  :  sin  BP'  =  —  p' :  p'  und 
sin  P'O  ;  sin  QP'  p" :  p\  folglich 

sin  P'D  :  sin  BP'  r-^       sin      0  •  sin  QP", 
und  CS  wird  demnach  der  Bogen  P'P"  in    und  Q  harmonisch  getheitt. — 
Endlich  ist  nach  [h]  Q  ein  Punkt  des  zu  Folge  '[]  und  'g)  von  dem  will- 
kuhrlich  angenommenen  i^' unabhängigen  Hauplkrcises  Di^,  und  wir 
schliessen  dnhcr: 

Wird  in  jtMlor\  nn  drei  oder  mehreren  sich  in  einem 
Wendepunkte  B  schneidenden  sphärischen  Seimen  P'P' 
der  Curvc  ein  Punkt  0  so  bestimmt,  dass  die  Sehne  durch 
ihn  und  d  ti rc h  i3  h a rm on  i scii  i^elheilt  wird,  so  liegen  alle 
diese  Punkte  0  in  einem  II  au  p  I  k  r  e  i  s  e  DE. 

Wir  wollen  diesen  llauptkreis,  nach  Analogie  einer  ahnlichen  Eigen- 
schaft bei  den  Linien  der  zweiten  Ordnung,  die  Polare  des  Wende- 
punktes B  nennen. 
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t8t  die  Sehne  F'P'  anendlich  klein,  and  liegt  B  auBaeriialb  ihrer 
Endpunkte,  Bo  fiält  der  Punkt  Q  der  Polare  n«di  der  Katar  der  har- 
monischen Theihmg  zwischen  die  Endpunkte,  d.  h. : 

Der  Bertthrangspunkt  einer  durch  einen  Wendepunkt 
B  an  dieCurve  gelegten  Tangente  ist,  wo  nicht  ß  selbst, 
ein  Punkt  der  Polare  von  B. —  Und  umgekehrt  wird  die 
Curve  von  einem  Hauptkreise,  welcher  durch  B  und  einen 
ihrer  Durchschnitte  mit  derPolare  voni?  gelegt  worden, 
in  dem  Durchschnille  bejrtthrt. 

§-  23. 

Die  Reduclioii  der  allgemeinen  Gleichung  [A]  doi  Curve  auf  die 
einfachere  Form  [Ii)  wurde  dadiu-ch  bewirkt,  dass  wir  den  F.  punkt  B 
mil  dem  einen  Wondc})unlvte  der  Curve  und  den  F. kreis  Aß  mit  der 
Taniienfe  daselbst  zusanuiienfallen  lie.sson.  Der  F.  kreis  i.A  und  der  durch 
}}  /.u.  legende  B  C  blieben  dabei  der  Willkühr  ilberlassun.  Zu  noch 
mehrerer  Vereinfachung  der  Gleichung  wollen  wir  jetzt  annehmen,  dass, 
wahrend  die  F. kreise  AH  und  BC  ihre  vorige  Lage  unverün<iert  b(»- 
halten.  der  dritte  CA  mit  der  Polare  DE  des  Wendepunktes  B  idenlisch 
\\  inl,  dasÄ  also,  weil  DE  die  BA  und  BC  nach  den  Formeln  (f)  und  {g) 
in  D  und  E  schnitt,  jetzt  A  mit  D  und  C  mit  E  zuÄuniuieiifiUlt  Wegen 
des  Ersteren  ist  nach  (  f)  nöthig,  dass  m  —0,  und  wegen  des  Letzteren 
nach  (g),  dass  «  =  0,  Hiermit  reduciert  sich  die  allgemeine  Gleichung 
{B}  einer  sphöriisclien  Linie  der  dritten  Ordniuig  auf 

(C)    ftf'z  -f  ax'^  +  kzx'  +  gz'x  +  cz^  =  0. 

§  2* 

Um  di(^  Heschaüenbeil  der  durch  C)  ausgedruckten  Curve  zu  er- 
forschen, wollen  wir  zunächst  nieht  Mie  selbst,  sondern  ihre  Projection 
auf  eine  mit  dem  F.  kreise  AB  paiallelo  Kbene  in  Untersuchung  ziehen. 
Da  die  Gleichung  euier  spliarisclien  Gur\e  tuich  ^.  20.  8)  auch  als  die 
Gleichung  einer  auf  OA.  OB.  OC,  als  cuordinierte  Axen,  bezogene 
Gleichung  einer  Kegelfliiche  betrachtet  werden  kann,  welche  der  Kugel 
Mittelpunki  OzurSpU/.e  und  die.  spliiinsrlii  (airve  zur  leitenden  Linie  hat, 
und  da  in  Bezug  anf  dasselbe  Coordinatensysieni  die  (jleichung  einer  durch 
den  Punkt  C  der  Axe  OC  parallel  mit  der  Ebene  GAB  gelegten  Ebene 
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ist,  so  werden  wir  die  vorlangle  Projecliüri,  als  den  DurchschniU  jener 
Kegelflache  niil  dieser  Ebene  sos^letrh  erhalfen .  wenn  wir  in  [C)  der 
(^nf)rdinate  :  den  eonstanfen  Werth  OC  btölegCD.  Setzen  wir  demnach 
die  jel/.l  constanlen  (irossen 

a  :  fz  —  —  a,  k  :  f  t=^  —      gz  :  f      —  y,  cz* :  f=  — 
m  ergiebt  sich  als  die  (ileichune:  <lpr  PrnjerJion 

Hierbei  sind  die  Axen  der  x  un»l  der  y  mit  OA  und  OB  parallel. 
Ihr  gemeinschaftli*  her  Anfangspunkt  ist,  C  oder  die  Projection  von  C. 
daher  diese  Axen  auch  al«  die  ProjcclioneD  der  F.  kreise  CA  und  CB 
anzusehen  sind. 

Der  Lauf  der  sphärischen  Curve  bei  B  wird,  weil  B  ein  Punkt  des 
mit  der  Prnjectionsebene  parallelen  Hauptkreises  Alf  ist,  durch  zwei 
unendliche  mit  0  B  oder  der  Axe  der  y  parallel  zu  werden  strebende 
Aeste  dargestellt  (Fig.  6.).  Weil  die  sphärische  Cur\e  in  B  den  Kreis  AB 
bertihrt  und  daselbst  eine  Wendung  macht,  so  sind  diese  Aeste  von 
parabolischer  Form  und  laufen  auf  einer  und  derselben  Seite  der  Axe 
der  y,  welcher  sie  ihre  hohle  Seite  zuwenden,  nach  entgeg^gesetzlen 
ftichttmgen  (§.  in.\  Der  Wendepunkt  B  der  ebenen  Cune.  welcher 
dem  Wendepunkte  B  der  sphUrischen  entspricht,  liegt  demnach  un- 
endlich entfernt  nach  einer  mit  der  Axe  der  y  parallelen  Richtung. 
Seine  Polare  ist  die  Axe  der  x.  als  die  Projection  der  Polare  CA  von  B. 
So  wie  jede  durch  B  gehende  Sehne  P' P'  der  .sphärischen  Curve  in  B 
und  von  CA  in  0  harmonisch  getheilt  wird  (§.  22.).  so  wird  auch  jede 
nach  B  gerichtete,  d.  i.  mit  der  .Axe  der  y  parallele  Sehne  P'  P*  der 
ebenen  Curve  in  B  und  von  der  .\xe  der  j*.  es  sei  in  Q,  harmonisch, 
d.  h.  also  getheilt.  dass  P'B  :  B  P"  _  P' Q  :  Q  P' Wegen  der  un- 
endlichen Entfernung  von  B  ist  aber  der  Expenenf  des  erstem  dieser 
beiden  Verhältnisse  =  —  1,  folglich  P'Q  =QP',  wie  auch  un- 


*)  Nach  dam  bclLanat«!  Sali«,  da»,  wann  P\      B,  Q  irg«od  vier  Punkte  «Ines 
Baoptkreisee  und  P',  p"^  B,  P  flu«  Pkojediooen  auf  ein«  b«iiebige  Bbeoe  und  daher 
vier  in  einer  (Seraden  lie^de  Punkte  sind ,  die  zwei  Verhülintsae 
sin  P'B     .    sin  P'Q         ,    P'B  P'Q 
sin  BP"    •    hia  QP"  BP"  "   Q  P" 

einander  gieidi  aind.  Liegen  die  vier  erstem  Punicte  hannoofsdi,  so  ist  das  eMfere, 
folglich  «och  das  ieislere  Verliallnias» = f ,  und  die  vier  telzlem  Punkte  haben  daher 
gleidifalls  eine  haroionisclie  Lafje. 
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mittelbar  aas  der  Gleichung  {€*  )  fliesst,  ala  nach  welcher  jeder  Ab- 
scissc  CQ  zwei  einander  gleiche  und  entgegengesetzte  Ordinalen 
QP'  und  QP*  zugehören. 

Die  sphün^jclic  Cunu,  deren  (jloichung  (C),  und  dir  obene,  deren 
Gleichung  [C*]  ist,  liegen  in  einer  und  derselben  den  Puiiki  0  zur  Spitze 
habenden  Kegelflüche,  und  es  sind  daher  die  Projectionen  beider  Curven 
durch  Linien  aus  0  iiul"  lul  eine  andere  Ebern;  mit  einander  identisch. 
Da  nufi  die  ijlcK  liunfr  \  dieiielbeQ  Curven,  wie  die  allgemeine  Gleichung 
(A),  umfasst,  indem  bie  aus  [A]  durch  Annahme  einer  hesondem  Lage 
des  F.dreiecks  hervorgegangen,  und  da  folglich  nus  der  durch  ^(1)  aus- 
gedruckten spiuirischen  Cun  e  nach  den  \  (  r  x  liiedencn  Worllien  der 
in  (C)  vorkonunenden  Constanten  und  naeii  dvi  \ «  rsi  [aedenen  Lage  der 
Ebene,  auf  weJrlie  sie  projicicn-l  wird  alle  nm^hrhen  ehenen  Linien 
der  dritten  Ordnung  (mt^t  Ii* n  k otnien.  so  niuss  dasselbe  auch  von  der 
durch  [C*]  dargestellten  el)enen  Curve  gelten. 

In  der  That  ist  es  die  Gleichung  (C*),  aus  welcher  Newto.n  in 
seiner  Enunieratio  linearum  tertii  ordinis  die  fünf  von  ihm 
sogenannten  divergierenden  Paralx'In  ableitet,  fünf  Curven,  die.  wi(^  er 
hinzusetzt,  mit  ihren  Schatten  alle  iibrig<'n  Linien  der  dritten  Ordnung 
erzeugen,  ebenso,  wie  jede  Linie  der  zweiten  Ordnung  der  Schatten 
eines  Kreises  ist. 

Die  fiüif  verschiedenen  Formen  aber,  welche  die  mit  der  Gleichung 
{€*)  construierte  ebene  Curve  annehmen  kann,  erhält  Newton  un- 
mittelbar durch  Betrachtung  der  drei  Wurzeln  der  Gleichung 

(x)  «a-'  +  ßx*  ^  yX     d  =  0. 
Denn  entweder  sind  alle  drei  Wurzeln  reell,  oder  nur  ebe  reell  und  die 
beiden  andern  imaginär.  Unter  der  erstem  Annahme  sind  von  den  drei 
reeUen  Wuizeln  entweder 

1.  keine  zwei  einander  gleich,  oder 
IL  die  beiden  kleinem,  oder 

m.  die  beiden  grössern,  oder 

IV.  alle  drei  einander  gleich;  wozu  noch 

V.  der  Fall  kommt,  wenn  die  Gleichung      nur  eine  reelle 
Wurzel  hat 

3* 
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« 

Die  dieseii  ftnf  FUleo  enitprechenden  ftmf  GmreD  woUeii  m 
gleicbfidls  mit  I.,  D.,  ...V.  bezdclmeii  ond  ihre  FonneD  einzeln  m  be- 
(.tinuneD  fiochen. 

Zuvor  noch  die  Bemerkuog,  dass  jede  dieser  fünf  Curven  zu  Folge 
ihrer  gemeiiisamen  Gleichung  (C*),  wenn  das  Coordinatensystem  ein 
rechtwinkliges  ist,  durch  die  Axe  der  «  in  zwei  symmetrische  Htflften 
getheÜt  wird,  dass  wir  aber  hier  den  Ausdruck  symmetrisch  auch 
bei  scUefivinkligen  Systemen  gebrauchen  und  je  zwei  Punkte  gegen  die 
Axe  der  «symmetrisch  li^nd  nennen  werden,  wenn  die  sie  verbindende 
gerade  Linie  mit  der  Axe  der  y  parallel  ist  und  von  der  Axe  der  «,  weiche 
vorzugsweise  die  Axe  heisse,  halbiert  wird.  Man  gewahrt  angenbUcUich, 
dass  auch  bei  dieser  Erweiterung  des  Begrifb  symmetrischer  Lage,  wenn 
drei  oder  mehiere  Punkte  der  Ebene  in  emer  Geraden  sind,  die  ihnen 
symmetrisch  entsprechenden  gleich&lls  in  einer  Geraden  liegen,  dass 
beide  Gerade  sich  in  einem  Punkte  der  Axe  schneiden,  dass  die  gegen- 
seitigen Entfernungen  der  erstem  Punkte  in  denselben  Verhältnissen,  wie 
die  gegenseitigen  Entfernungen  der  letztem,  zu  einander  stehen;  dass 
daher,  wenn  vier  Punkte  harmonisch  liegen,  auch  die  ihnen  ent- 
sprechenden vier  harmonische  Punkte  sind;  dass  femer,  wenn  eine 
Curve  von  der  Axe  in  zwei  symmeirische  Thefle  getheilt  wird,  die  an  zwei 
einander  entsprechende  Punkte  beider  Theile  gezogenen  Tangenten  zwei 
symmetrisch  hegende  Gerade  sind,  dass,  wenn  der  eine  der  beiden  Punkte 
ein  Wendepunkt  ist,  es  auch  der  andere  ist,  u.  s.  w. 

S.  8«. 

L  iUor  der  Annahme,  dass  «fie  drei  Wurzeln  der  Gleichung  (j-)  reell 
sind,  kounen  wir  die  Gleidiung  (C*)  schreiben: 

y*=a  (x — l)  {x  —  m)  [x  —  «), 

Sei  nun  P  ein  beliebiger  Curvenpnnkt,  und  Q  derPonkt,  in  welchem 
die  Axe  der  x  von  einer  durch  P  mit  der  Axe  der  y  gelegten  Parallele 
geschnitten  wird,  also  y  =  QP,  x  =  CQ.  Blan  trage  —  mit  Rücksicht 
auf  die  Vor/eichen  —  auf  die  Axe  der  «  von  ihrem  Anfiingspunkte  G  ans 
die  Lajiiien  (:l=/,  CM  =  m.  CN=i=ii,  so  wird  « —  l=LQ, 

X  m  =  MQ,j;  —  n=NQ,  und  die  Gurvengleichung  verwandelt  sich  in 

y«=a.LQ.  MQ.  NQ. 

Dabei  wollen  wir  die  (konstante  a  als  positiv  betrachten,  mdem 
der  Kail,  wenn  a  negativ  sein  sollte,  sich  sogleich  dadurch  auf  den 
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erstem  reducieren  lüssl,  dass  man  die  vorher  negative  Richtung  der 
Axe  der  x  zur  positiven,  und  umgekehrt,  nimmt.  Wir  wollen  femer 
annehmen,  dass  die  Punkte  L,  M,  N  in  dieser  Ordnung  nach  der  posi- 
tiven Richtung  der  Axe  der  x  auf  einander  folgen,  dass  also  die  Ab- 
schnitte LM  und  MN  beide  positiv  sind. 

Bei  der  Curve  I.  sind  nun  L,  .M,  N  drei  verschiedene  Punkte  und 
zugleich  die  eiiusigen,  m  welchen  y=0  wird.  Liegt  Q  zwischen  L  und  M, 
oder  auf  der  positiven  Seite  von  N,  so  ist  die  rechte  Seite  der  Gleichung 
positiv;  negativ  dagegen,  wenn  Q  zwischen  M  und  N,  oder  auf  die 
negative  Seite  von  L  f^IlL  Hieraus  folgt,  dass  von  N  aas  nach  der 
positiven  Seile  der  Axe  hin  zwei  symmetrisch  gegen  sie  liegende  Aeste 
sich  ins  Unendliche  erstrecken,  und  dass  zwischen  L  und  M  und  bis  zu 
diesen  Grenzen  eine  in  sich  zurücklaufende  und  daher  von  jenen  Aesten 
ifioJirte  Curve  (ovalis)  enthalten  ist.  (Fig.  7.). 

Liegt  Q  dem  N  unendlich  nahe,  so  kann  statt  der  vorigen  Gleichung 
geschrieben  werden: 

y*  =  o.  LN.  MN.  NQ, 

Es  ist  dies  die  Gleichung  einer  Parabel  der  zweiten  Ordnung,  welche 
die  Axe  der  x  zu  ihrer  Axe  und  N  zum  Scheitel  hat,  and  wir 
schliessen  hieraus,  dass  die  Curve  in  unmittelbarer  Nähe  von  N  g^n 
die  Axe  hohl  ist.  Da  aber  die  zwei  unendlichen  Aeste  der  Curve  der 
Axe  der  y  ihre  hohle  (§.  und  mithin  der  Axe  der  x  ihre  erhabene 
Seile  zukehren,  so  muss,  ehe  dieses  geschieht,  jeder  der  beiden  Aesle 
eine  Wendung  *)  machen,  und  die  Curve  muss  daher  Uber  die  positive 
Seite  von  N  hinaus  zwei  symmetrisch  liegende,  in  der  Figur  milF  und  G 
iiezeicbnete  Wendepunkte  haben. 

Newton  nennt  hiernach  die  Curve  L:  parabola  campanifor- 
inis  com  ovalL 

Die  Gorve  II.,  bei  welcher  I  =  Ei  ist,  unterscheidet  sich  von  der 
vorigen  nur  dadurch,  dass  die  Punkte  L  und  M  hier  vereinigt  sind,  und 
damit  die  vorhin  zwischen  ihnen  enthaHene  Corve  sich  in  einen  isolierten 
Punkt  L  zusammengezogen  hat  (Fig.  8.).  Sie  fdhrt  bei  Newton  den 
Namen  parabola  punctata,  und  ihre  Gleichung  ist 
jf»  =s  «  {x  —  ly  («  —  n) ,  wo  J  <  ». 

*)  oder  drei,  fiinf,  u.  s.w.  Weudungeo,  —  wodurch  ab«r  eine  grossere  ZabI 
von  WflDdefHinklan  entstände,  als  M  einer  Linie  der  drillen  Ordnung  statt  haben 
lenn  (f.  IT.). 
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Die  Cwrve  V. ,  deren  Gleichung  wir  also  schreiben,  können : 
[{a:_/')«4-^«]  [x  —  n], 
hat  mit  der  Axe  bloiss  den  Punkt  N,  nncn  pnrnholisrlicn  Sclicilel,  geraein, 
von  welchem  aus.  wie  liri  1  und  II.,  üwei  ^yurnicttitscli  geijen  die  Axe 
lioiipnde  unendliche  Ar  h  lurtgehen,  welche  ihr  Anfani^s  die  hohle. 
spiUcr  tlic  crhnbenc  Seile  zuwenden,  indem  sie  zuletzt  der  Axe  der  y 
parallel  winden  [Viu.  9.\  Es  ist  die  parabola  pura. 

Für  die  Curve  III.  j.st  w=«,  und  daher  die  Gleichung  derselben; 
1/'  —  a  {x  —  /)  {x  —  n)',  wo  /  <  »,  oder 
rrzr  «.  L Q.  NO*.  WO  LN  posItiv. 

Hier  i.-;;!  al^n  die  hei  I.  stattfindende  Ovale  i,'e])liel)en :  nur  hat  sieh 
von  ihren  zwei  Seheileln  derjeniire  M.  welcher  dem  Sclieitel  N  der 
Parabel  ain  nnehsten  lair,  bis  an  N  herangezoiren.  Um  den  Gaiii;  der 
(jir\('  Ix'i  N  zu  bestimmen.  wolNni  wir  Q  einen  dem  N  unendlich  nahe 
liegenden  Punkt  sein  lassen.  Die  Gleichung  wird  alsdann  sehr  uahe: 

y*  =  a.  LN.  NO*. 
Sie  gehört  zwei  sich  in  N  schneidenden  gegen  die  Axe  symmetrisch 
liegenden  Gcrculen  an  den  Tanij:enten  der  Curve  in  N;  und  wir  ersehen 
hieraus,  dass  di(^  zwei  Aesle  der  Cur>e  sich  jetzt  in  N  kreuzen,  und 
somit  N  ein  Knoten  geworden  ist,  die  vorige  Ovale  aber  die  Gestall 
einer  Schleife  angenommen  hat  (Fig.  10.). —  Parabola  nodata. 

Die  Constante  a  lüsst  sich  hier  auf  eine  eigenthUmliche  Weise  be- 
stimmen. Wird  nümlich  durch  L  eine  mit  der  Axe  der  y  parallele  Gerade 
gelegt,  welche  die  eine  jener  zwei  Tangenten,  gleichviel  welche,  in  K 
schneidet,  so  ist  LK  die  Ordinale  dieses  Durclisc  liniltäpunktes  und  L  der 
£ndpuukl  seiner  Abscisse,  also  zu  Folge  der  Gleichung  (ti): 

LK»  =  a.  LN.  NL«  und  «=^^ 

Durch  Substitution  dieses  Werthes  von  a  io  desr  Curvengleichung 
wird  letztere:  _JL  1l9 

oder,  wenn  man  die  Längen  LN  =  a,  LK  =  6  und  die  vom  Knoten 
N  aus  gerechnete  Abscisse  NQ  =  «  setzt,  welches  LQsLN  +  NQ 

=  a  +  i?  giebt:  ll  _  **  .  ** 

'  '   6'  ~  a« 

Wenn  endlich  auch  noch  der  Punkt  L  mit  N  zusammenfiiUt,  so  ent- 
steht  die  Curve  IV.,  welcher  daher  die  Gleichung 

y»  =  a  (jp  —  »)»  oder  y*=  ».  NQ* 
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zukominl.  Isl  hioi  in  NQ  eine  iincndliVh  kloine  Linie  der  ersten  Ordnung, 
so  wird  y  eine  Linie  von  der  uucii  hulicrii  Onlnunü;  ^  •  Die  zwei 
symmetrischen  Aeslc  der  Gurve  werden  daiicr  in  N,  wo  .si(  Ii  die  vorige 
Schleife  in  eine  Spitze  zusammengezogen  hat,  von  der  Axe  berüiirl 
(Fig.  U.). —  Farabola  cuspid;itR. 

Man  bemerke  noch,  dass  nicht  chonso,  wie  bei  den  Curven  L,  IL 
und  V. ,  auch  bei  III.  und  IV.  zwei  syniiiictrische  Wendepunkte  vor- 
handen »iiid.  indem  an  die  Stelle  derselben  bei  III.  ein  Knot(>n  und  bei  IV. 
eine  Spilze  gelretcn  isl.  Virgl.  10.  Auch  liesse  tich  dor  Mangel  von 
Wondof)inikteu  bei  HL  und  iV.  sehr  leicht  aus  den  Gleichungen  dieser 
Curveu  nachweisen. 

27. 

Wir  wollen  jetzt  die  fünf  parabolischen  Curven  I. ,  .  .V.  auf  die 
Kugel  zunick  projiciercu.  Denn  somit  werden  wir  alle  die  \ers(  hiedenen 
Foiinen  erhalten,  welche  eint»  sf)harische  Linie  der  drillen  Ordnung 
ihrer  (jleichimg  zu  Fok-e  anneiimen  kann. 

Weil  jede  der  fünf  Parabeln  eine  stetige  Curve  mit  zwei  nach  ent- 
gogongesptzten  Richtungen  laufenden  Aesten  isl,  so  ist  die  sphärische 
Prni«M'!i()t\  einer  joden  eine  einfache  Curve  (§.  14.).  Der  unentHich  ent- 
fernte Punkt  der.Ae.ste  hildt't  sieli  als-  ein  Wendepunkt  *j  dieser  Curve  ab. 
Nächstdem  liat  von  den  einfaelien  Curven,  welche  ans  I.  11.  und  V.  ent- 
springen, eine  jede  noch  zwei  andere  Wendepunkte.  Von  diesen  drei 
emfachen  Curven,  deren  jede  drei  Wendepunkte  hat.  i.-l  die  erste  noch 
mit  einer  Zwqlling.«!curve  und  die  zweite  mit  einem  isolierten  Punkte 
begleitet.  Die  Curven  III.  und  IV.  aber  stellen  sich  auf  derKng»»!  als  ein- 
fache Curven  dar,  von  den(>n  die  eine  einen  Wendepunkt  und  einen 
Knoten,  die  andere  einen  Wendepunkt  und  eine  Spitze  hat. 

Wir  sind  somit  auf  die  Tiinf  in  t;;.  19.  erhaltenen  Formen  der 
sphärischen  Linien  dritter  Ordnung  zurilrkgekonmien  und  (T.<;ohen 
daraus,  dass  alle  aus  dem  in  t^.  16.  aufgestellten  geometrischen  Crilerium 
niessenden  Formen  dieser  Linien  sich  bei  den  aus  der  allgemeinen 
Gleichung  (A)  (§.  21.)  ergebenden  Carven  auch  wirklich  vorfinden. 


*)  Stau  la  «Bgen:  «in  Paar  ym  Wendepunkten.  Denn  weh  lüer  Mll,  wie  in 
S.  10. 1)  unter  jedem  Fttikle  einer  ephtriediea  Curve  sogleich  mit  sein  GegeoiNüilEl 
TButendep  werden* 
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Was  oocli  die  SnbordhiaticMi  anhngt^  in  welcher  diese  fbnf  FoRnen 
SU  eitumder  sfefaen,  so  ericennt  man  leicbt,  dass  es  im  Gnmde  nur  zwei 
Hanptfoniieii  giebt.  Jede  derselben  besieht  aas  einer  emfiidien  Curve 
mit  drei  Wend^Nmlden,  zu  denxk  euer  (I.)  noch  eine  isolierte  Zunllings- 
cnrve  gehört,  die  andere  (V.)  aber  keinen  weiteren  Zusatz  hak  Die 
entere  Hauptfonn  kann  sich  in  die  letztere  auf  doppelte  Art  ^wandeln, 
indem  sich  die  isolierte  Gunre  entweder  in  einm  isolierten  Pmikt  zu- 
sammenzieht und  dann  verschwindet,  oder  indem  sie  und  die  einbche 
Gunre  sieh  bis  zur  Berührung  einander  nahem  und  durch  Vereinignng 
ihrer  eniander  schief  gegenüber  liegenden  Theite  einen  Knoten  biMen, 
welcher  sich  alsdann  dei^gestalt  wieder  auflost,  dass  die  neben  einander 
liegenden  Xhole  der  einen  und  der  andern  Corvo  sich  vereinigen.  Yei^. 
Fig.  3.  Dies  giebt  die  zwei  Uebergangsformen  II.  und  DI.  —  Als  eme 
noch  speciellere  Uebergangsform,  nämlich  als  der  Uebei^ang  von  II. 
zu  DL,  oder  umgekehrt,  ist  IV.  zu  betrachten.  Denn  IV.  entsteht  aus  II. 
dadurdi,  dass  sich  die  «nfeche  Curve  und  der  isolierte  Punkt  von  II. 
einander  bis  zur  Bertthrung  nahem,  aus  10.  abw  dadurch,  dass  sidi  dfe 
Schleife  von  DI.  in  dnen  Punkt  zusammenzieht. 

Haupte^naehaften  der  liaien  der  dritten  Ordnuag  mit  drei 

Wendepunkten. 

§.  28. 

Der  von  Newton  uns  überlieforte,  jedoch  ohne  Beweis  von  ihm 
hingestellte  Salz,  dass  jede  Linie  der  dritten  Ordnung  als  die  Pmjedion 
einer  da*  mittelst  der  Gleichung  {C  *)  in  §.  24.  zu  oonslraiereoden  Parabeb 
betrachtet  werden  kann,  scheint  mir  zu  den  wichtigsten  in  der  Theorie 
jener  Linien  zu  gehören.  Denn  aus  der  symmetrischen  Gestalt  dieser 
Parabeb  lassen  sich  fist  alle  Gnmdeigenschafien  der  Linien  dritter  Ord- 
nw^  auf  das  dnftchste  ableiten.  Durch  die  folgenden  Betrachtungen, 
wekbe  zun&cfast  die  mit  drei  Wendepunkten  versehenen  Linien  bctrcfien, 
wird  man  diese  Bduiuptung  gt'.nüglich  besltiligt  ßndcn. 

I)  Jede  durch  zwei  symmetrische  Punkte  einer  der  Parabeln  ge- 
legte Gerade  ist  mit  der  Axe  der  y  parallel  und  projiciert  sich  daher  auf 
der  Kugel  als  em  durch  B  gehender  Hauptkreis,  weil  B  die  Projcction 
des  unendlidi  entfernten  Punktes  der  Axc  der  y  ist.  Wenden  wir  dieses 
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auf  die  zwei  sjTnmetnschen  Wendepunkte  der  Parabeln  1.,  II.  und  V.  an 
und  bemerken,  dass  B  cm  Wendepunkt  der  sphHrisohcn  Curve  ist, 
so  erhalten  wir  den  mrrkwürdijjen  Satz,  dass  die  drei  WtMide- 
punkte  einer  sphärischen  icijencn'i  Linie  der  drittenOrd- 
nung  in  einem  Huuptkreiäe  (einer  Geraden)  liegen. 

2)  Zwei  an  die  Parabel  in  7,vvei  synimelrisehen  Punkten  <h  rselben 
gelegte  Taneenten  s-in(i  symmctrisclie  Gerade  und  sclmeidi  n  sich 
daher  in  enieni  Punkte  der  Axe  der  x  (§.  25.).  d.  i.  in  einem  Punkte  der 
Polare  des  unendlich  entfernten  Wendepunktes,  mit  welchem  jene  zwei 
Punkte  in  einer  tleraden  sind.  Ueberhaupt  also  scfineiden  sich 
zwei  die  s  ph  ?ii  ri  s<h  o  Curvc  berührende  Haupt  kreise, 
wenn  die  ß  e  r  üb  r  u  u  s  p  u  n  ktc  mit  einem  Wende  i)unk  te 
in  ei  nem  Hauptkreise  liegen,  in  einem  Pnukte  der  Polare 
des  Wendepunktes.  Insbesondere  werden  sich  daher  die 
zwei  in  zwei  Wendepunkten  an  die  (-urve  gelegten  Tan- 
genten und  die  Polare  des  drillen  Wendepunktes  in  einem 
Punkte  schneiden. 

3)  Heisscn  F  und  G  die  zwei  symmetrischen  Wendepunkte  der 
Parabel;  F,  und  G,  s;eien  irgend  zwei  andere  symmetrische  Punkte 
der  Curve,  und  und  die  dritten  Curvenpunkte,  welche  resp.  mit 
F,  F,  und  G,  G,  in  Geraden  sind  und  daher  ebenfalls,  so  wie  diese 
Geraden  selbst,  symmetrisch  liegen  werden.  Seien  endlich  Fj  und  G^ 
die  vierten  harmonischen  Punkte,  der  erstere  zu  F,,  F,,  F,  der  letzlere 
zu  Gj,  Gj,  G,  so  ist  auch  dieses  vierte  Paar  von  Punkten  in  symmetri- 
scher Lage  (§.  25.).  Nach  §.  22.  ist  aber  F^  ein  Punkt  der  Polare  von  F, 
und  Gj  ein  Punkt  der  Polare  von  G.  Nun  lassen  sich  auf  dieselbe  Weise, 
so  yiel  man  will,  noch  andere  Paare  symmetrischer  Punkte  in  den 
Polaren  Yon  F  und  G  finden.  Mithin  sind  diese  zwei  Polaren  selbst 
zwei  symmetrische  Linien  und  schneiden  sich  folglich  in  einem  Punkte 
der  Axe  der  x,  d.  i.  der  Polare  von  B.  Die  Polaren  der  drei 
Wendepunkte  schneiden  sich  demnach  in  einem  Punkte. 

Wir  wollen  diesen  Punkt  den  Centraipunkt  der  Curve  nennen. 

4)  Man  bezeichne  die  Polaren  der  zwei  symmetrischen  Wendepunkte 
F,  G  mit  f,  g,  und  die  in  F,  G  an  die  Pai-aho!  gelegten  Tangentwi  mit 
f ,  g.  Letztere  sind  zwei  symmetrische  Gerade  f^.  25.1.  und  da  es,  wie 
eben  erwiesen  worden,  auch  f,  g  sind,  so  sind  die  Durchschnitte  von  f 
mit  f  und  von  g  nAg  zwei  symmetrische  Punkte.  Die  diese  Punkte  ver- 
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buuleiide  Gerade  ist  folglich  mit  der  Axe  der  jf  parallel,  also  nach  dem 
unendlich  entfemlen  Wendepunkte  B  gerichtet.  Nennen  wir  daher  den 
Durchsdinilt  der  in  dnem  Wendepunkte  an  die  Gurve  gelegten  Tangente 
mit  der  Polare  desselben  den  dem  Wendepunkte  conjugierten 
Punkt,  so  haben  wir  den  Satz:  Die  swei  Wendepunkten  con- 
jugierten Punkte  liegen  mit  dem  dritten  Wendepunkte 
in  einem  Hauptkreise  (einer  geraden  Linie). 

5]  Die  Sehne  F6  wird  von  der  Axe  der  «  halbiert,  welches  in  D 
gescbdie  (Fig.  13.),  und  es  sind  daher  (§.  Si.)  F,  6,  B  oder  der  un- 
endlich entfernte  Punkt  in  FG.  und  D  vier  harmonische  Punkte,  folglich 
VF,  VG,  VB  und  VD  oder  die  Pobre  von  B,  indem  V  den  Centraipunkt 
bezeichne,  vier  faannonische  Linien.  Dies  durch  Projection  auf  die  Kugel 
oder  auf  eine  andere  Ebene  übergetragen,  erhallen  wir  den  Sal2:  'Die 
vom  Centraipunkte  aus  nach  den  drei  in  einer  beliebigen 
Ordnung  genommenen  Wendepunkten  gezogenen  Haupt- 
kreise (gerade  Linien)  und  die  Polare  des  nach  dieser  Ord- 
nung dritten  Wendepunktes  sind  vier  harmonische 
Linien. 

Mit  den  Bidbtungen,  nach  welchen  vom  Centralpunkte  aus  die  drei 
Wend^mnkte  liegen,  sind  daher  auch  die  Bichtuugen  der  drei  Polaren 
gegeben.  Um  letztere  Richtungen  aus  erstem  zu  finden,  oonstruiere  man 
ein  Dreiedc  ABC  (Fig.  12.),  dessen  Seiten  den  erstem  Bichtungen 
parallel  sind,  und  es  werden  die  von  den  Ecken  A,  B,  C  nach  den  Hittel- 
punkton F,  C,lf  der  gegenüberliegenden  Seiten  gezogenen  Geraden  AF, 
BG^  CH  mit  den  drei  Polaren  parallel  sein.  Denn  F,  als  der  Mittelpunkt 
von  BC,  ist  der  vierte  harmcmische  Punkt  zu  C,  B  und  dem  unendlich 
entfernten  Punkte  in  BC,  und  daher  AF  die  vierte  harmonische  Linie  zu 
AC,  AB  und  einer  mit  BC  durch  A  gelegten  Parallelen,  also  AF  parallel 
mit  der  Polare  des  Wendepunktes,  welcher  vom  Centraipunkte  aus  nach 
einer  mit  BC  parallelen  Richtung  liegt.  Und  auf  gleiche  Art  ergeben  sich 
B  G  und  CII  als  die  Richtungen  der  Polaren  der  dui  ch  die  Richtungen 
CA  und  AB  bestimmten  Wendepunkte. 

Weil  tlbrigcns  die  drei  Geraden  AF,  BG,  CU  sich  in  einem  Punkte 
schneiden,  welcher  l/heisse.  iiiul  iilinl icherweise,  wie  vorhin,  die  mit  BC 
durch  U  zu  leidende  Pjirallele  die  vierte  harmonische  Linie  zu  UB,  VC,  UF, 
aLso  zu  DG,  (^U,  AF  ist,  so  .sind  auch  die  drei  in  beliebiger 
Folge  genommenen  Polaren  und  die  vom  Centralpunkte  aus 
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nach  dem  Wendepunkte,  welchem  die  drillo  Polare  zu- 
gehört, gezogene  Linie  in  harmonischer  Lage.  Mit  derselben 
Construclion,  welche  jetzt  angewendet  wurde,  um  aus  den  Richtungen 
für  die  drei  Wendepunkte  die  Richtungen  der  Polaren  zu  finden,  wird  man 
folglich  auch  umgekehrt  aus  letztern  Richtungen  die  erstem  bestimmen 
k(}oiiai.  Macht  man  nämlich  BC,  CA,  AB  mit  den  letztem  parallel, 
80  werden  AF,  DG,  CE  parallel  mit  den  erstem  sein. 

G)  Zu  der  Parabel  L  gehört  noch  eine  in  sich  zurttcklaufende  gegen 
die  Axe  der  x  gleichfalls  symmetrisch  liegende  Curvc,  welche  keine 
Wendepunkte,  Knoten,  oder  Spitzen  enthalt  (§.  18.1.  Sie  ist  ganz  inner- 
halb zweier  durch  L  und  M  TIg.  1 3.)  parallel  mit  der  Axe  der  y  zu  legenden 
Geraden  enthalten  (§.  26.),  und  man  sieht  leicht,  dass  der  gegonsoitige 
Durchschnitt  zweier  an  die  Ovale  geloglen  Tangenicn  zwisclu^n  jene 
zwei  Parallelen  oder  ausscrliall)  dorselben  fallen  wirti ,  jenachdem  die 
zwei  Bcruhningspunkle  auf  einerlei  oder  verschiedenen  Seiten  der  Axe 
der  .r  liogcn. 

Die  Parabel  selbst,  und  somit  auch  ihre  zwei  symmetrischen  W^de- 
pnnkte  F  und  G,  liegen  ausserhalb  der  zwei  Parallelen.  Zieht  man  daher 
von  dem  einen  dieser  Wratfepunkte  F  zwei  Tangenten  an  die  Ovale,  so 
liegen  die  zwei  Berflhningspankte,  welche  H  und  J  heissen,  auf  ver- 
schiedenen Seiten  von  der  Axe  der  x  oder  von  LM ,  und  der  Durchschnitt 
V  von  HJ  mit  LM  fidlt  folglich  zwischen  L  und  M.  Es  sind  aber  H  und  J 
Punkte  in  der  Polare  von  F  (§.  22.},  also  U  J  diese  Polare  selbst,  sowie 
LM  die  Polare  des  unendlich  entfernten  Wendepunktes  B,  mithin  V  der 
Cenlralpunkt  derCurve;  und  wir  schliessen  daher:  DerCentralpunkt 
einer  Linie  der  dritten  Ordnung,  welcher  eine  Ovale  zu- 
korant,  liegt  innerhalb  der  letztern. 

7)  Da  dieses  gelten  mnas,  wie  klein  auch  die  Ovale  sein  mag,  so 
folgern  wir  noch:  Bei  einer  Linie  der  dritten  Ordnung, 
welche  einen  isolierten  Punkt  hat,  ist  letzterer  zugleich 
der  Gentralpnnkt  der  Linie. 

8}  In  dem  Falle,  wenn  die  der  Parabel  I.  zugehörige  Ovale  un- 
endlich klein  ist,  und  daher  die  Punkte  L  und  M  einander  unendlich  nahe 
liegen,  kann  die  Gleichung  dieser  Parabel  fUr  diejenigen  ihrer  Ptankle, 
welche  in  unmittelbarer  Nähe  von  L  und  M  sind,  also  geschrieben  wer- 
den: y*=«.  LQ.  MQ.  NL,  =  o.  LN.  LQ.  QM. 

Da  diese  Gleichung  einer  Ellipse  angehört,  welche  die  Axe  der  x 
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mid  eine  Pafallele  mit  der  Axe  der  y  zu  swei  coiyugierteiiDurcfameseeni 
hat,  so  ziehea  wir  deoSchhisg,  dass  eine  nnendlich  kleine  Ovale 
die  Gestalt  einer  Ellipse  hat«  von  welcher  ein  Dorchmeaser  in 
die  Polare  von  B  fällt  und  der  ihm  conjugierle  nach  B  gerichtet  ist. 
Hieraus,  und  weil  eine  unendlich  Ideine  in  der  Ebene  der  «,  y  liegende 
Ellipee,  auf  die  Kugeiflache  oder  eine  andere  Ebene  projicicrt,  gicicfafidte 
dhe  Ellipse  giebt,  und  je  zwei  conjugierte  Durchmesser  der  erstem  Ellipse 
mch  Hl  dar  Projection  zu  conjugierten  Durchmessern  worden,  und  wdl 
auf  der  Kugel  der  Wendepunkt  B  vor  den  beiden  andern  keinen  Voirans 
hati  —  hieraus  folgern  wir  weiter,  dass  drei  Durchmesser  der 
unendlich  kleinen  elliptischen  Ovale  in  die  Polaren  der 
drei  Wendepunkte  fallen,  und  die  ihnen  conjugierten 
Durchmesser  nach  den  drei  Wendepunkten  selbst  ge- 
richtet sind.  Es  müssen  daher  auch  der  Mittelpunkt  der 
Ellipse,  als  in  welchem  sich  alle  Durchmesser  schneiden,  und  der 
Centraipunkt  der  ganzen  Curve,  in  welchem  sich  die  Polaren 
der  drei  Wendepunkte  schneiden,  identische  Punkte  sein. 

Da,  wenn  die  drei  Seiten  BC,  CA,  AB  (Fig.  12.)  eines  Dreiecks 
die  Richtungen  haben,  nach  welchen  vom  Centraipunkte  aus  die  drei 
Wendepunkte  liegen,  die  von  den  Ecken  des  Dreiecks  nach  don  Mittel- 
punkten der  gegenüberliegenden  Seiten  gezogenen  Geraden  A  F.  U  G,  CU 
parallel  mit  den  drei  Polaren  sind  ^5),  so  wird  die  uneucilich  kleine 
elliptische  Ovale  die  Form  und  Lage  einer  Ellif  se  haben,  von  welcher 
drei  Paare  conjugierter  Durchmesser  parallel  imi  UC  und  Ah\  mit  CA 
und  BG ,  mit  AB  und  CH  sind.  Eine  solche  Ellipse  ist.  wie  man  leicht 
erkeniii,  diejenige,  welche  die  Seilen  des  Dreiecks  AliC  m  liuen  älittcl- 
piinkten  berührt,  (die  grüs.strnfigliche  in  das  Dreieck  einzuschreibende 
Ellij)se).  Denn  da  die  Sehne  GH  dieser  Ellipse  mit  der  Tangente  BC 
parailei  ist  und  von  der  nach  dem  j  uhi  iiii;:;sjjuaklc  F  trericlitelen 
Geraden  AF  halbiert  wird,  .so  l'iilll  ein  I)urclune.s.ser  der  Ellipse  in  AF, 
und  der  ihm  conjugierl'^  ist  mit  B  C  parallel.  Und  ahnlieherweise  wird 
dasselbe  in  Bezug  aut  B  G  und  CA  ,  so  wie  in  Bezug  auf  CU  und  AB 
be\vie.sen. 

Man  l)emerke  nur  noch,  dass  man  nach  den  in  Ii)  gegebenen  Er- 
örtenimien  eine  Ellipse  von  der  gesuchleii  1  urm  und  Lage  auch  dann 
erhüll,  wenn  man  die  Seiten  des  Dreiecks,  welche  die  Ellipse  in  ihren 
Mittelpunkten  berühren  soU.  parallel  mit  den  drei  Polaren  macht. 
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§  29. 

Um  die  im  vorigen  §.  geAmdraen  Satze  hob  xa  grosserer  An* 
schaulichkeit  za  Inrnigeii,  woHen  wir  von  der  spharucfa^n  Curve  etne 
stercographische  PlrojecHon  (Fig.  14.)  entwerfen.  Der  Haoptkreis,  in 
dessen  einem  Pole  sieh  des  Auge  befindet,  ond  auf  dessen  Ebene  — 
oder  auf  eine  mit  ihm  parallele  Ebene  —  dleKogelflSchc  projiciert  wird, 
sei  zugleich  derjenige,  in  wdchem  die  drd  Wendepunkte  liegen  (1),  und 
welcher  deshalb  kurz  der  Wendekreis  genannt  wnde.  IHeWende^ 
punkte  selbst  nebst  ihren  Gegcnpoidtlen  sind  in  der  Fignr  mit  F,  G,  H, 
F',  G  ,  H'  bezeichnet. 

Jeder  Punkt  der  Kugelfladie,  weicher  nidit  im  Wendekreise  liegt, 
wird,  jenachdem  er  mit  dem  Auge  auf  einerlei  Seite  dieses  Kreises,  oder 
nicht  liegt,  in  der  Ebene  der  Projcction  durch  einen  entweder  ausserhalb, 
oder  innerhalb  des  Wendekreises  fallenden  Punkt  abgebildet.  Die  Punkte 
innerhalb  werden  wir  durch  nicht  accentaiierte  Buchstaben  ausdrücken ; 
die  ausserhalb  follendoi  Gegenpunkte  der  erstem,  die  wir  aber  grössten- 
theils  unberücksichtigt  lassen  werden,  durch  accentuierte  Buchstaben. 

Seien  hiemach  A,  B,  C  die  gegenseitigen  Durchschnitte  der  in 
den  drei  Wendepunkten  an  die  Curve  berührend  gclegleri  Hauplkrei.se ; 
A  der  Durchschnitt  der  Tangenten  an  G  und  //.  u.  s.w.  Die  P(ilaren  der 
Wendepunkte  F,  C.  //  werden  durch  die  drei  Hauptkreise  PP\  QQ  ,  RR' 
dargestellt;  sie  gehen  durch  die  Ecken  des  von  den  Tangenten  gebildeten 
Dreiecks  ABC  [2}  und  schneiden  die  Seiten  desselheii  in  /,  Ä,  L,  den  zu 
den  Wendepunkten  F,  G,  II  conjuj^erten  Punkten,  welche  paarweise  mit 
den  Wendepunkten  selbst,  nämlich  A'und//  mit/\L  und7n)it6\  InndK 
iijit  Ii.  iu  llauplkreiisen  hegen  (4^.  Einander  selbst  schneiden  die  Polaren 
im  C.entralpunkte  Y  (3)  und  die  einfache  (>urve  in  den  Punkten  P,  P', 
Q,  Q'.  H.  R\  welche  fUglich  die  Scheitel  der  Curve  heissen  können 
und  die  merkwürdige  Eigenschait  besitzen,  dass  die  in  ihnen  an  die  Curve 
gelegten  BerUhmogskreise  die  Wendepunkte  treffen,  —  die  Tangente  au  P 
den  Wendepunkt  F,  u.  s.  w.  (§.  2,2,.). 

Von  den  zwei  Dreiecken  ABC  und  IKL  isl  demnach  das  letztere 
in  das  ersfere  emgeschrieben,  und  sie  haben  Überdies  eine  solche  Lage 
geilen  (  luander,  dass  die  drei  Hauptkreise  AI,  BK,  GL,  welche  die 
gcgeuuijerliegenden  Ecken  verbinden,  sich  in  einem  Punkte  V  schneiden, 
und  dass  die  drei  Punkte  F,  G,  H,  in  welchen  sich  die  uuberliegenden 
Seilen  BC  und  KL  u.  s.  w.  schneiden,  in  einem  Uaupikreise  li^en,  — 
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zwei  Rehtionen,  von  denen  die  eine  eine  Folge  der  andern  ist*).  » 
Hieraus  ist  weiter  m  schliesaen,  dass  von  den  neun  Haupdcreisen  BC, 
CA,  AB,  KL,  LI,  JK,  AI,  BK,  CL  ein  jeder  von  den  jedesmal  acht 
Übrigen  in  vier  IiamiDnischen  Piinkt(»i,  z,B.  BC  m  B,  C,  I, F,  geschnitten 
wird,  so  wie  auch,  dass  von  jedem  der  nenn  Punkte  A,  B,  C,  I,  K,  L,  F,  G,  E 
nach  den  jedesmal  acht  tibrigen  vier  harmonische  Hauptkreise,  z.  B.  von  A 
die  Hauptkreise  AB,  AC,  AI,  AF,  sich  ziehen  lassen. 

Dass  der  Bogen  BC  hkl  und  F  harmonisdi  geschnitten  wird,  fo^t 
übrigens  auch  schon  aus  Nr.  5.  dos  vor.  §.,  wonach  die  Polar»i  VQ, 
VR,  TP  der  drei  Wendepunkte  G,  H,  F  und  der  durch  F  und  den  dritten 
Wendepunkt  F  gelegte  Hauptkreis  YF  in  hannonischer  Lage  sind.  Denn 
diese  vier  Kreise  Irefifen  die  an  F  gelegte  sphärische  Tangente  in  den  vier 
Punkten  B,  C,  I  und  F,  welche  daher  gleichfiills  hannonisch  sein  mOssen. 

Bs  ISsst  sich  hieraus  nodi  eine  nicht  unwichtige  Folgerung  zidien. 
Weil  nSmlicfa  B,  C,  I  auf  einer  und  derselben  Seite  des  Wendeknases 
befindlich  sind,  und  F,  als  ein  Punkt  des  letztem,  ausserhalb  B  und  C 
liegt,  so  muss  nach  der  Natur  der  harmonischen  Theilung  I  zwischen 
B  und  C  fidlen.  Auf  gletehe  Art  ftUt  K  zwischen  C  und  A,  so  wie  L 
zwischen  A  und  B,  Der  Centraipunkt  V,  als  der  gegenseitige  Durchschnitt 
von  AI,  BK,CL,  ist  folglich  inneihalb  des  Dreiecks  ABC  begrilEsn, 
welches  von  den  an  die  drei  Wendepunkte  gel^;(en  sphllrisdien  Tan- 
gent«!  gdnldet  wird  und  ganz  auf  einerlei  Seite  des  Wenddoeises  liegt,  — 
nicht  innerhalb  eines  der  von  denselben  Tangenten  gebildeten  Dreiecke, 
wie  ABC,  A'B'C,  u.  s.  w.,  von  welchen  zwei  Ecken  auf  die  eine  und 
die  dritte  Ecke  auf  die  andere  Seite  des  Wendekreises  fidlen. 

Gehört  zu  der  einfiuihen  Curve  noch  dne  Zwillii^curve,  so  schliesst 
diese  den  Ceniralpunkt  V  ein  (0)  und  ist,  wie  letzt^er  selbst,  innerhalb 
des  Dreiecks  ABC  enthalten,  indem  sie  sonst,  um  F einschliessen  zu 
können,  die  Seiten  von  ABC  schneiden  mtisste.  Dieses  kann  aber  nicht 
geschehen,  weil  jetle  dieser  Seitai,  als  Tangente  in  einem  Wendepunkte, 
schon  drei  Gurvenpunkle  in  skJi  Gisst. 


*)  Dias  «i1mII«1  aogMdi,  wenn  nao  wf  di«  Kugel  nach  dea  GeselMO  der  Ceolnl- 
pn^ecUon  den  bekannten  Sala  öbertritgt,  daes,  wenn  hei  zwei  ebenen  Dreiecken  die 
drei  Geraden  durch  die  gegenüberliegenden  Ecken  sich  in  einem  IMinkte  scheiden ,  die 

dn»i  RtirrhschniUe  der  pr>;oniihfTlicgenden  Seilen  in  einer  norndcn  liegen,  uik!  um- 
gekehrt. —  Äeliolicbes  gill  auch  in  Bezug  auf  den  fol($«i)dcn  Schluss.  Vcrgl.  den  bar^c. 
Caicul,  Seite  S68  onlen. 
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Zusatz.  So  wie  ans  dem  Centralpunktc  Y  und  den  DnrchschniUs- 

punklon  A.  C  der  Tangenten  BC,  u.  s.w.  in  den  drei  Wendepunkten 
F,  G,  II  Ict/tcre  selbst  und  damit  der  Wendekreis  sich  ergeben,  weon 
man  in  das  Dreieck  ABC  ein  zweites  IKL  so  beschreibt,  dass  die  dorcb 
die  gegenüberliegenden  Ecken  beider  Dreiecke  zu  ziehenden  Hauplkretse 
sich,  in  V  schneiden,  indem  dann  F,  C,  II  die  Durchschnitte  der  gegen- 
überliegenden Seiten  sind :  so  können  ähnlicherweise,  nach  dem  Princip 
der  Dualiliil  (iiircli  .gegenseitiges  Vertauschen  von  Punkten  und  Haupl- 
kreison.  aus  dem  Wendekreise  und  den  drei  Tanyenlen  BC,  u.  s.w.  in 
den  W  endepunkten  die  Polaren  der  letzlern  und  damit  der  Centraipunkt  V 
gefunden  werden.  Man  besehreibe  niimlich  um  das  von  den  drei  Tangenten 
gebildete  Dreieck  ABC  ein  zweitos  STU  derf^estult,  dass  die  Durch- 
schnitte der  gogenilberliei^enden  Seiten  in  den  Wendekreis,  also  in  F,  G,  H 
fallen,  dass  inul  i  S,  T,  T  die  Durchschm'tte  von  ItG  mit  Cll .  \on  (.'// 
m\{  AF,  von  .1/  mi  BG  sind.  Denn  alsdann  werden  die  Haupikreise 
AS,  BT,  CV.  welche  die  gegenüberliegenden  Ecken  beide«  Dreiecke 
verbinden,  tlie  drei  sich  in  F schneidenden  Polaren  sein. 

Um  von  dieser  Consti  uction  eine  Anwenduui^'  zu  zeigen,  wollen  wir 
in  einer  Newton'schen  Parabel  mit  zwei  Wendepunkten  F  und  (i  Y\ii.  I  ö  ), 
indem  wn  letztere  selbst  uiid  U«  n  iregcusciligen  Durchsebnilt  C  der  an  sie 
zu  zi(^henden  Tangenten  als  geg(d}en  vorauss<»tzen,  die  drei  Polaren  und 
den  Ceniraljnmkl  zu  bestinmien  suchen.  Der  dritte  Wendepunkt  H  liegt  hier 
unendlich  entfernt  nach  einer  milFG  parallelen  Riehiung;  und  weil  auch 
die  an  H  zu  ziehende  Tangente  AB  unendlich  enlfi  rnt  ist  so  sindA  undB 
die  unendlich  entfernton  Punkte  der  Geraden  (IG  und  C  F.  Die  Linien 
AF,  BG,  CH  sind  daher  keine  andern,  als  die  durch  die  Ecken  des 
Dreiecks  FGC  mit  den  gegenüberliegenden  Seiten  de.<;.seIhon  zu  ziehenden 
Parallelen.  Hiermit  ergeben  Jiich  die  Punkle  S.  T,  U  als  die  gegonseitigen 
Duiclischnitte  dieser  Parallelen,  und  es  sind  alsdann  SA  und  TB,  d.  i. 
die  dnrch  S  mit  C  G  und  die  durch  T  mit  C  F  zu  ziehende  Parallele,  die 
Polaren  von  F  und  G,  und  der  g^enseilige  Durchschnitt  Y  derselben  ist 
der  Cenlralpunkl  der  Paiabcl. 

Weil  hiernach  F,  G,  C  die  Mittelpunkte  der  Seiten  des  Dieiecks 
STr  sind,  und  SUTV  ein  Parallelogranmi  ist,  so  sieiil  man  augenblirk- 
lich,  dass  U.  d.  i.  die  Polare  von  H  oder  die  Axe  der  Parabel,  den 
erhaltenen  (Iriiüaljmükt  V,  wie  gehöriir.  trclTen  muss,  und  dass  man 
letzteren  schon  dadurch  hatte  tindcu  komicn,  dass  man  F  G  in  D  halbiert 
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und  in  der  Verltti^ierung  von  DC  CV  =  2DC  gemacht  hätte,  worauf 
sieb  die  Polaren  von  F  und  G  als  die  durch  V  mit  CG  und  CF  paraUei 
zu  legenden  Geraden  eiigeben  hatten. 


§.  30. 

Den  in  den  zwei  letztoi  M^gcstdlten  Betnc^toogen  Uber  Lhuen 
der  drillen  Ordnung  legten  wir  die  Newton'ache  Parabel  zum  Grunde  und 
entwickelten  ans  der  symmetriscfaen  Lage  dieser  Curve  gdgea  eine  Axe, 
alao  aus  einer  Synunetrie  naeh  der  Zahl  Zwei,  dne  Reihe  von  SSIzen, 
in  denen  allen  sich  enie  Symmeirie  nach  der  Zahl  Drei  zu  erkeunen 
gBii.  Da  nun  der  aUgememe  Anadrudc  eines  Ponkles  der  KugelfUiche» 
-|>  yB  +  f  (?,  gleichfidb  nach  Drei  syaunetrisch  ist,  so  steht  zu  er- 
warten, dass  sich  die  Gleichung  emer  Linie  der  dritten  Ordnung  be- 
sonders einfiich  gestalten  werde,  und  dass  sich  aus  dieser  Gleichung 
die  bereite  gefundenen  EigenschaAen  und  noch  andere  mit  besonderer 
Leichtigkeit  werden  ablnlen  lassen,  wenn  wir  zu  den  drei  F. punkten 
im  Ausdrud»  drei  solche  wflUen,  welche  in  B^ug  auf  die  Curve  sym» 
metrisch  sind,  z.  B.  die  gegenseitigen  Durchachnitte  der  an  die  drei 
Wendepunkte  gelegten  Tangenten. 

Um  dieses  zu  bewericstelligen,  wollen  wir  vorher  zwei  der  drei 
Wendepunkte  zu  den  F.punkten  B  und  C  und  die  Tangenten  daselbet 
zu  den  F.kreisen  AB  und  AC  ndunen.  Soll  aba"  B  mit  einem  Wende- 
punkte und  AB  mit  dessen  Tangente  zusammenfallen,  so  müssen  nach 
§.24.  in  der  allgemeinen  Gleichuqg  der  Linie  die  Coefficienten  von 
y',  ^y*  und  null  sein;  und  ebenso  müssen,  weim  auch  nodi  C  und 
AC  mit  einem  W^epunkte  und  sdner  Tangente  coincidieren  sollen, 
die  Godficienlen  von  z\  xz*  und  verschwinden.  Unter  der  Voraus- 
setzung, dass  eine  Linie  der  dritten  Ordnung  wenigstens  zwei  Wende- 
punkte hat,  und  unter  der  Annahme,  dass  B  und  C  dieselben  smd,  und 
dass  die  Linie  daselbst  von  AB  n^id  AC  berohrt  vrird,  ist  demnach  die 
allgemeine  Gleichung  der  Linie: 

(a)  «»*  +  {mae  -1-  /y  + «»)  |f»  =  0, 
als  worauf  sich  die  Gleichung  (A)  m  g.    .  bei  Nullsetzung  der  ge- 
dachten Cofficiaiten  rednciert. 

Dass«  wie  wir  bereits  wissen,  die  Linie  ausser  den  zwei  in  ihr 
Torauflgesetzten  Wendepankt(»i  B  und  C  noch  einen  drhten  hat,  und 


Digitizcü  by  Google 


6m»  bb  GumDPouiBii  d»  Lihbh  raa  brittbii  OsDirinni.  49 


dass  dieser  mit  B  und  C  in  einem  Hauptkreise  liegt,  lässt  sich  auch  sehr 
leicht  aus  der  Gleichung  (n)  der  Linie  folgern.  Man  suche  zu  dem  Ende 
die  drei  Punkte  zu  bestiniiiieu ,  welche  der  durch  die  Gleichung 

(h)  mx  +  fy -\.  iz  —  0, 
ausf!;edrückte  Haupikreis  ( §.  20.  9}'  mit  der  Linie  (a'  gemein  hat.  Dieses 
wird  geschehen,  wenn  man  aus  [a]  und  /;  rmv  der  Verlinderlichen 
X,  y,  2,  es  sei  y,  eliminiert.  Denn  hiermit  findet  sich  eine  homogene 
Gleichung  des  dritten  Grades  zwischen  x  und  z,  d.  i.  eine  Gleichung  des 
dritten  Grades  für  das  Verhältnis  x:z,  und  die  drvi  hierauf?  folgenden 
Werthe  dieses  Verhältnisses,  verbunden  mit  den  damit  aus  {b)  flies.senden 
Werthcn  des  Verhältnisses  werden  uns  die  drei  gesuchten  Punkte 
kenneu  IcIulti. 

Es  iü%t  aber  aus  (a)  und  (6)  nach  Eliinuiatiun  von  y: 

x'  =  0. 

Die  drei  gesuchten  Werthe  des  Verhältnisses  x:z  sind  demnach 
einander  gleich,  jeder  —  0 ;  die  drei  hiermit  aus  (6)  folgenden  Werthe 
des  Verhältnisses  y :  z  sind  daher  ebenfalls  einander  gleich,  jeder  =1:  — f. 
Die  drei  gemeinsamen  Punkte  von  'a]  imd  (b]  sind  daher  mit  einander 
identisch,  jeder  E=  iß  —  fC.  Ms  \voraut  sich  der  allgemeine  Ausdruck 
tA  ^  i/B  -^zC  mit  den  gefundenen  Werthen  der  Verhältnisse  x:y:z 
reduciert;  d.  h.  der  Hauptkreis  (6)  berührt  die  Curve  a)  in  einem  in  den 
F.  kreis  BC  fallenden  und  daher  mit  den  zwei  vorausgesetzten  Wende- 
punkten B  und  C  in  eto^  Hauptkreise  Uegeadea  dritten  Wendepunkte 
=  iB—fC. 

i  31. 

Bt'ziehen  wir  jetzt  die  Punkte  der  Kugeinji«  hr  statt  auf  A,  B,  C, 
auf  irgend  drei  andere  nicht  in  einem  Hauptkreise  liegende  Punkte  der 
Fitohe  A^t  B^,  C^.  Alsdann  sind,  wenn  durch 

tA  -h  y  B  zC  und  tA^  +  uB^  +  vC, 
stets  ein  mul  derselbe  Punkt  ausgedrückt  wird,  die  Grössen  x,  y,  z,  und 
folglich  auch  das  Aggregat  mx  +  /"y  +  12,  welches  man  =  w  setze, 
homogene  Functionen  des  ersten  Gradef«-  von  /,  «,  v,  und  dieses  dergestalt, 
dass  die  Functionen  x,  y,  z,  w,  der  Reihe  nach  Null  gesetzt,  die  GliMchuugen 
der  Hauptkreise  BC,  CA,  AB,  (6  in  Bezug  auf  A^,  ß^,  C^  als  I'. punkte 
vorstellen  (§  ?0.  10' \  Nun  waren  im  vor.  S:!.  (iA,  AB  (6''  die  Tangenten 
der  Curve  in  ihren  drei  \\'endepunkten,  und  BC  war  der  Hauplkrei£, 
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in  YrMum  diew  drei  Ptankto  aeibil  Begen.  Diesat  mid  die  Gleichiing 
(a)  bervcksiohtieendt  zieli«a  wir,  daher  denSehhis: 

Bedeaten  «,  y,  s,  w  homogene  FunctiOBen  de«  ersten  Grades  der 
drei  Ve^mderiiehen  im  Avsdracln  eines  Panktes,  and  sind  bei  einer 
sphMrischen  liaie  der  dritten  Ordnnng,  welche  drei  Weadepnnkte  hal> 

y  =  0,  «  =  0,  ar=:0 
die  (^eicfaungen  der  in  diesen  drei  Punkten  die  Cvrve  bertthrendok  Baap^< 
kreise,  and  c  =  0 

die  Gleidmns  des  HmipIkreiseB,  in  welehflm  die  Punkte  selbsl  liegen, 
so  ist  das  Verhiltaiiss  , 

von  constanler  Grösse. 

Das  F.Dreiedc  ii,  S|  C, .  auf  welches  wir  zuletzt  jeden  Punld 
der  KugelflHcfae  bezogen  und  durch  Iii,  -f  uB^  -^vC^  ausdrOdEtan, 
woUen  wir  nun  der  schon  gedachten  Symmetrie  wegen  so  gelegt  an- 
nehmen, dass  die  Seiten  des  Dreiecks  mit  den  die  Curve  in  den 
drei  Wendepunkten  berührenden  Hauptkreisen  zusammenfallen.  Die 
Gleichungen  dieser  drei  Kreise  sind  alsdann:  ( =  0,  u  —  0,  v  =^  0, 
und  es  wird  folglich,  wenn  wir  noch  die  Glekshong  des  Hauptkreises, 
welcher  die  drei  Wendqionkte  enthUlt, 

a  0  c 

schreiben,  nnd  d  eine  Constante  bedeuten  lassen, 

(7  +  f  +  T)"="- 

die  allgemeine  Gleichung  der  Curve. 

Endlich  wollen  wir  zu  mehrerer  Vereinfachung  der  nachfbigaiden 
Rechnungen  stett  I, «, «  andere  Veränderliche  einfuhren,  wetehe  wiederum 
«,  y,  t  heissen  mögen,  so  dass  I  =  ««,  «  =  fry,  v  =  es.  fliemaeh, 
und  wenn  wv  noch  abcd  =  e  setzen,  ist 

(<)  (a?  +  y  +  »)*  =s  ««ys 
in  Veibindung  mit  dem  Ausdrucke 

(2)  axA  +  byB-^czC, 
WO  hei  Ä,  B,  C  die  jetzt  nicht  mehr  nöthigen  hidices  we^elassen 
worden,  die  allgemeine  Gleichung  einer  Linie  der  dritten  Ordnung, 
welche  drei  Wendeponkte  hat  und  in  diesen  von  den  Seiten  desF.dreiecki 
berührt  wird. 
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Letzteres  erhellet  aurh  iranz  leicht  aus  der  Gleichung  {\)  der  (lurve 
«5e)b<!t.  Denn  fUr  di*'  Punki*  welche  der  F.kreis  BC  mit  der  Curve  ge- 
mein hat,  ist  9  =  0.  Uiermit  reduciert  sich  die  Gleichiing;  auf 

+      =  0 

und  giebt  auf  solche  Weise  drei  nftchstfolgendfl  Punkte,  für  deren  jeden 
T  0  und  z=  —  y  ist,  also  einen  Wendepunkt,  welcher  zorXui- 
geote  bat.  zu  erkennen.  Der  Ausdruck  desselben  ist 

bB  —  cC, 

als»  m  welchen  sich  der  allereineine  Ausdruck  (2)  mit  den  Gleichungen 
X  ~  0  und  z  ~  —  y  zusammenzieht.  Und  da  mit  denseibai  zwei 
Gleichungen  auch  der  Gleichung 

(3)  T  +  y  +  «  =  0 
Genüge  geschieht,  so  ist  dieser  Wendepunkt  zugleich  in  dem  durch  (3) 
dargestditen  Haiqttkreise  enthalten.  —  Auf  analoge  Weise  zeigt  aioh, 
dass  cC  —  aA  und  aA  —  bB 

die  Wendepunkte  sind,  in  denen  die  Curve  von  CA  und  AB  berührt 
wird,  und  dass  jeder  von  ihnen  gleichfalls  im  Hauptkreise  (3)  li^gt,  dass 
folgUch  (3)  die  Gleichung  des  WendekraiBes  ist. 

§.  32. 

Mit  derselben  Leichtigkeit  lasaen  sich  nun  aoch  die  Übrigen  in  §.  88. 
entwickelten  Eigenschaften  der  Curve  aus  der  syunoetrischen  Gleichung  (1 ) 
ableiten.  Um  dieses  zu  zeigen,  bemerken  wir  zunächst,  dass  in  dieser 
(Eichung  die  drei  Verttnderlichen  x,  y,  t  beliebig  mit  einander  vertauscht 
werden  können,  und  dass  folglich,  wenn  ax'A  by'B  +  cz'C  em  Punkt 
der  Corve  ist,  auch  ax'A  bz'B  cy'C  ein  solcher  sein  muss.  Man 
nenne  erstem  Punkt  P\  letztem  P",  und  setze  daher 

Hieraus  folgt 

f'F--fP'  =  (y  -  z)  {bB-  cC), 
p'P'  +  f"P"  =r  %us'A  +  (y'  +  »')  {bB  +  cC). 
md  daher,  wenn  man  noch 

bB  —  eC  =  fF,  bB  4- eC  =  U  vod 
iiax'A  +  (y'+x')  il  qQ 
setzt,  wo  mithin  F  den  inBC  liegenden  Wendepunkt  und  / einen  andeten 
bestianmCea  Pünkt  dieses  F.kreises  bezeichnet: 

4* 
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p  F  +  p"P"  =  q  Q. 
Hierdus  ist  aber,  wie  in  §.  22.,  zu  schliessen,  dass  jede  durch  einen 
Wendepunkt  F  gehende  Sehne  P'  P"  in  F  und  in  ihrem  Durchschnitte  Q 
mit  einem  Ilauptkrcise  AI  von  bestimwter  Lage  harmonisch  gefheilt 
wild.  Dieser  Hauptkreis,  die  Polare  des  Wendepunk) gehl,  ubt  ieia- 
stimmend  iml  28.  2),  (hirch  den  DurchsLhniU  A  de  i  iaugenten  CA, 
Aß  in  den  beiden  andern  Wende[)unkten  und  liiUi  die  an  F  gelegte 
Tangente  BC  in/,  welches  daher  der  dem  F  conjugierte  Punkt  ist. 
Auch  ersielil  man  noch  aus  den  Ausdrücken  ftlr  F  und  /  durch  B,  C, 
dass  DC  in  F  und  /  harmonisch  geschnitten  w  irA  29). 

Analoges  gilt  in  üezug  auf  die  beiden  aiulern  Wendepunkte  und 
die  ihnen  conjugierten  Funkte.  Werden  daher,  wie  in  Fig.  1  4.,  worin 
die  Buchstaben  A,  B,  C,  i\  I  tlie  jetzt  ihnen  beigelegte  Bedeutung  haben, 
die  beiden  andern  Wendepunkte  mit  G  II  und  die  ihnen  conjugierten 
Punkte  mit  K,  L  bezeichnet,  so  hat  luaa  voUsiaiidit: 

JF=bIi  —  cC,  gG^cC  —  aA,  hll     aA  —  bB, 
W  \ii  ^iBJf  cC,  kK:=cC  +aA,  IL  =  aA  ^  bD. 
Es  folgt  iiieraus  weiter: 

fF-\-  gG  hH=0, 
d.h.  die  diti  Wendepunkte  liegen  in  einem  Ilauptkrcise ; 

//,  _  kK  —  fF,  iI  —  lL=gG,  hK  —  il^hlF 
d.h.  die  cüiijui^ierten  Punkte  zweier  Wendepunkte  liegen  uil  deui  dritten 
Wendepunkte  in  einem  Hauptkreise  (§.  28.  4]). 
Setzt  man  lerner  ' 
(öl  aA  ■\-  bB     cC  =  »V, 
so  wird         (6;  i'y-=aA+ i/  =  6ß  +  ife/r=f(;  +  /L, 
d.h.  die  drei  Polaren  AI,  BK,  CL  haben  einen  Punkt  V,  den  Centraipunkt 
der  Curve  i§.  28.  3; ),  gemein,  dessen  Ausdruck  daher  aA-^-bB-^-cC  ist. 
Die  Gleichungen  der  drei  Polaren  sind : 

y  =  2,  z  =  x,  x  —  y. 
Denn  mit  y  =  2  z.  B.  verwandelt  sich  der  allgemeine  Ausdruck  (2) 
eines  Punktes  der  Kugelflache  in  axA  +  z  {bB  +  cC),  d.i.  in  den  all- 
gemeinen Ausdruck  eines  Punktes,  welcher  mit  A  und  bB  cC  oder  / 
in  einem  Hauptkreise  liegt.  —  Uebrigens  folgt  auch  unmittelbar  aus 
diesen  Gleichungen,  dass  die  drei  Polaren  einen  Punkt  gemeinsam  halien. 
Denn  es  gescliiehl  diesen  Gleichungen  zugleich  Genüge,  wenn  man 
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x  z=y  —  z  scUl.  HienuiC  aber  rcduciert  sich  der  all^eiuoiae  Ausdruck  (2) 
auf      +  6ß  +  cC. 

Was  noch  die  in  der  Kiijur  mit  S,  T,  U  bezetcliaetea  Punkte  au- 
laogt,  so  hat  man  in  Foige  der  Gleichungen  (4) : 

gC.  +  hH      cC  —  hB,  mithin  hli  +  gG      cC  —  hU 
=  dem  i;oniein.seh:ifllichen  Punkte  S  der  Hauptkreise  UG  und  t/jf,  und 
wenn  man  daher  für  gG  oder  hll  aus  (i)  ihre  Werthe  setKt: 
S  ^  bB  -\-  cC  —  aA,  und  ehen  so 
T     cC  +  aA  —  bB,  V  ^  aA  ^  bB  —  cC. 
Weil  sich  diese  Ausdrtlcke  mit  neuer  Anwenduna;  von  (4)  auf 
S-il—aA,  T^kh  —  bB,  V     II.  —  cC 
reduzieren,  so  liegen  S,  T.  U  in  den  Polaren  AI.  BK,  GL  ((^.  20). 
Noch  folgt  aus  letzteren  Ausdrücken,  in  Verbindung  mit  (6),  dasr 
AISV,  BKTV,  CLVV 
drei  Systeme  harmonischer  Punkte  sind. 

Anmerkung.  Bei  dor  Jetzt  angestellten  Entwiclelung  von  Eigenschaften  der 
durch  die  nicjrlmng  des  dritten  Grades  (♦)  ausgedrückleti  Curve  wurde  von  dieser 
Gleicbung  mciits  anderes,  als  ihre  symmelriscbe  Bescbaffenbeil  oder  der  Umslaud  ia 
B«ti«ehl  gezogen,  dait  in  ibr  die  drei  Terlndefllolien  »,  s  beliebig  nil  einander  ver- 
lauscht  werden  kikmen.  DieeeliNO  Bigneeheflen  möwen  ftaigjieh  «ich  der  durch  irgena 
eine  andere  Gleichung  des  dritleti  Gr.idcs  in  Verbindung  mit  dem  Ausdrucke  (S}bestüninten 
Curve  zukommen,  d^ffem  nur  die  Gicirhung  bei  gegBDMitiger  Vertauflcbung  venor,  y,  Ji 
unverModert  bleibt,  wie  etwa  die  Gkichung 

«•  +  y'  +  = 

Bs  muH  deouMdi  andi  hier  ven  den  drei  in  dnen  Ibaplkreiie  liegenden  Pimkten 

bB  —  cC,  cC —  aA,  aA  —  bB,  die  man  wie  wrhin  F,  G,  H  nennp,  jeder  derselben, 
z.  B.  F,  die  Eigenschaft  besitzen,  dass  der  geometrische  Ort  des  vierten  harmonischen 
i^nkles  zu  den  zwei  Eadpunkteo  P',  P"  einer  dem  F  begegnenden  Sehne  uitd  zu  F  ein 
Hmplkreie  iet;  ee  nOseen  der  eenidi  dem  Fzogehörige  Hauptkreia  oder  die  Polare  Ton  F, 
wie  wir  ihn  vofbin  DanDten,  ond  die  Polaren  fon  G  und  B  tkih  einem  Punkte 
^  aA      b  B      cC  schneiden;  u.  s.w. 

Dabei  sind  F,  G,  H  hier  L>|fichfalls  die  drei  Wendepimkle  der  Curve.  Denn  für  F 
oder  bB  —  cC  sind  in  dem  allgemeinen  Ausdrucke  {t)  die  Veiünderlichen  x  =:  0  und 
a  =  —  y.  Wird  aber  in  einer  nach  x,  y,  s  symmetrischen  Gleichung  des  drillen  Grades 
»  =  •  geaetal,  ao  erliill  man  eine  naeh  y  und  *  aymnelrieebe  Gleichung  deeadben 
Gradea,  alao  eine  Oleiehnng  von  der  Form 

und  dieser  geschieht  Genüge  für  a  =  —  y.  Blilhin  ist  F  ein  Curvenpunkl.  l^t  nun  P' 
ein  dem  /^unendlich  naber  Curvenpunkl,  und  schneidet  ein  durch  F  und  P'  gelegter 
Baupikreis  die  Curve  nochmals  in  I*"  und  die  Palare  von  F  In  eo  aind  J»',  P",  Q 
vier  harmonische  Punkte,  und  es  muss  nach  der  Natur  der  hannonisclicn  Theilung,  und 
weil  f^dem/^ unendlich  nahe  iat, /^unendlich  nahe  in  derJlltte  awiacheu  P'  uodP^  liegen. 
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tbid  folglich  P',  F.  f"  drd  nldiitfolteiidt  in  dnon  Banplkraise  llageod«  Cnrvwi- 
pnnkto»  und  inNbiD  F  ein  WandepqiikL  »  Auf  gleidi«  Art  wird  duaelbe  flir  G  nnd  U 

bewiesen. 

Die  jetzigen  ¥,  G,  U  simJ  Ii  rnnrich  mit  den  YOrfain  eben  so  bezeichneten  Intakten 
ganz  identisch,  also  auch  die  j elzigen  drei  Polaren  mit  den  vorigeo,  und  der  jetzige 
Darchsclmitt  der  drei  Polaren  mit  dem  voriiin  so  genannten  Centralpunkte.  Nur  darin 
Andel  ein  Vnleitdkied  statt,  daie  bei  einer  Conre,  wdcbe  durah  eine  ven  (|]  w 
ediiedene  syrametrische  Gleichung  des  dritten  Grades  dargestellt  wird,  die  drei  Bmp^ 
krei.iiG  BC,  CA,  AB,  obüdion  oh>  pbenfalls  doTch  «fie  drei  Wendeponkt»  gebM,  die 
Curve  nicht  in  diesen  Punkten  berühren. 

Dese  P,  G,  U  stets  di«  drei  Wendepunkte  sind,  kann  übrigens  auch  aus  dem  leicht 
sa  bewelwpden  flelae  gefolgert  werden,  dies,  wenn  F  keiner  der  Wendepunkte,  eoft- 
dem  irgend  ein  anderer  Punld  einer  Linie  der  dritten  Ordnung  ia^  der  geonelrtoclie 
Ort  des  wie  vorhin  aus  F  zu  bealinunendan  Pimklee  Q  eine  Linie  der  swelteo  Ordnung« 
nicht  mehr  der  ersten  isL 

§.  33. 

Der  allgemeine  Ausdmcdi  (3)  enies  Pünkles  geht  in  den  Ausdnidc 
(5)  des  Gentraltmnkliis  V  aber  tOf  m  =  tf,=  %,  Letsterer  wird  daher 
ein  Punkt  der  Curve  selbst  sein,  wenn  Ihre  Gleichung  (4),  sobald  man 
«s=lf=s  setzt,  befriedigt  wird.  Wie  msn  angenbUddich  wahrainunl» 
geschieht  dies  nur  dann,  wenn  die  Gooslante  s  =  3*  ist.  Die  Gleichung 
Usst  sich  alsdann  schreiben: 

ffl  U(«+3f +  «)]•  — oder  f  («+3f +  «)  =  ^ifi 
nnd  druckt  somit  aus,  dtos  das  arithmetische  und  das  geometrische  Mittel 
«wischen  dP,  y,  s  einander  gleich  sind,  —  wihrend  die  allgemeinere 
Gleichung  (4)  zu  erkennen  giebt,  dass  diese  beiden  9littel  überhaupt 
in  einem  constanten  Verhältnisse,  =  ^ :  3,  zu  einander  stehen. 

Es  Usst  sich  aber  in  jenem  specialen  Falle  d«r  Gleidiuog  noch 
eme  andere  merkwttfdige  Fonn  geben.  Man  se^  ni  dem  Ende 

*  =  /»*.  y  =  ?*. « =  r*. 

Hierdurdi  wird  die  Gleichung  (7) 

(8)  |>>  +  9»  +  r»-.3/)gr  =  0. 

und  der  Ausdruck  {%),  auf  welchen  sie  zu  beiieheo  ist: 

(9)  opM  +  hq^B  }  cr»C. 
Es  ist  aber 

(10)    +    -  [p  +  9)'  +  '^pq  ip-^q)^  0. 

und  CS  geschieht  daher  derCleichung  (8)  Genüge,  wenn  man  r  =  —  {p+q) 
setzt.  ^Ihin  ist  p  +  jji  +  r  ein  Factor  der  linken  Seile  von  (8),  und  luaa 
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kann  folglich  die  Gleichung  (7)  ak  das  Ergebniss  der  RationalisieruBg 
von  p  ^  q  ^  r  =  0,  d.  i.  von 

aasehen.  Diese  letztere  Gleichung,  verbunden  mit  dem  Ausdrucke  (S), 
mimte  daher  die  Curve,  bei  welcher  0  =  27  ist,  ebenfalls  darstellen. 
Allein  merk>vUrdiger  Weise  ist  alsdann  der  Centraipunkt  nicht  mehr  OA 
zur  Curve  gehöriger  Punkt,  indem  der  GleiGhung  {M)  durch  x=sy=s.% 
nicht  mehr  Genüge  geschieht.  Der  Grund  hiervoii  kann  kein  anderer 
sein,  als  dass  bei  der  gedachten  Rationahsierung  zn  f^q^r  ein  Faclor 
hinzutritt,  welcher  eben  jenen  Punkt  ausdrückt. 

In  der  Thal  hat  man  eben  so,  wie  (40),  die  idenlische  Gleichong 
(p  +  f)*  +  r»— (p  +  j  +  r)«  +  3(ji  +  j  +  r)  (p  +  g)r  =  0. 
Addierl  man  hienn  die  Gleichong  (10),  10  k<fmmt: 
p»+g«+r»-^a|»jr— (j»+g+f)[(j»+g  +  r)»— 3(gr+rp+|»g)]=:0. 

Hiennit  aber  redndert  sieh  die  Curvengleiehnng  (S)  aof 
(12)  (p  +  ,  +  r)  ((,  -  r)«  +  (r  -  p}«  +  (p  -  qf]  ^  0. 

Auf  solche  Weise  ist  die  linke  Seite  von  (8)  in  zwei  Factoren  zer- 
Icjs;!,  von  denen  der  eingeklammerte  nur  dann  Null  wird,  wenn  p  =  q  =  r 
und  folglich  x  —  y  =  z  ist,  d.  h,  für  den  Ccntralpunkt  V;  und  es  muss 
folglich  der  andere  Factor  p  +  g  +  wenn  man  ihn  null  setzt,  alle 
übrigen  Punkte  dvi  Curve  geben. 

Uro  noch  zu  zeigen,  dass  Vi  in  i>ri|j<  rier  Punkt  der  Curve  ist,  setze 
man  die  Exponenten  der  Verhältnisse  p  :  r  und  q  :  r  resp.  ==  t  und  u, 
wodurch  die  homogene  Gleichung  (1 2)  sich  verwandelt  in 

(42*)  (1  +/  +  «)[(1  —  0'+(1  —«)»+(<—«)']  =«• 
Für  V  ist  alsdann  jede  der  beiden  Grössen  /  und  u  —  1 ;  für  jeden 
andern  Punkt  der  KugclflUche,  welcher  dem  V  sehr  nahe  liegt,  sind 
folglich  /  und  u  sehr  nahe  =  1 .  Man  sieht  aber  augenblicklich ,  dass 
mit  Werthen  von  t  und  u,  welche  von  1  sehr  wenig  unterschieden  sind, 
die  Gleichung  (12*)  nicht  befriedigt  wird,  und  dass  daher  kein  in  un- 
mitlelbarer  Nahe  von  V  liegender  Punkt  der  Curve  angehören  kann. 

Die  Gleichung  (1 2)  in  Verbindung  mit  dem  Ausdrucke  (9),  oder  (7) 
in  Verbindung  mit  (2),  gehört  demnach  einer  Linie  der  dritten  Ordnung 
an,  welche  einen  isolierten  Punkt  hat.  Von  (7)  aber  unterscheidet  sich 
die  noch  einfinchere  Gleiohung  (II)  bloss  dadurch,  dass  der  isolierte 
Punhl  in  ihr  nfoht  mil  begriflSen  ist. 
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§•  34. 

Die  im  voriycti  anjL^estellte  Betrachtung  des  speciellcn  Falles, 
wenn  in  der  allgeineinen  Gleichung  {i)  die  Constanle  e  den  Werth  3^  hat, 
kann  zur  Erforschung  der  Natur  dcf  durch  [V.  selbst  aiist;e drückten 
Curven  von  Nutzen  sein.  In  der  liial  wiiA  diese  Gleichung  durch  Ein- 
ftlbrung  von  p,  q,  r  statt  x,  y,  z: 

[\*)      4     4.  r«  —  Y~e.  pqft 
oder,  wenn  wir  r'e  =  34-/"  setzen  : 

+  ^'  +  r'  —  3p^r  =  fpqr, 
wofUr  nach  vor.  §.  auch  geschrieben  werden  kann: 

f=Hf^  [(»-r)'  +  (f-J.)' +  (!.-«)']. 
oder  mii  Anwen^ing  der  Exponeotan  i  und  m  : 

f=  ^Vtu'  [«-<)• +  («-«)• +  («-")']■ 

Betrachten  wir  nun  die  Constante  f  zunächst  als  eine  durch  diese 
Gleichung  bestimmte  Function  der  Veränderlichen  t  und  u,  so  ist,  so 
lange  /  sowohl,  als  u,  positiv  ist,  auch  f  positiv,  den  Fall  ausgenommen, 
wo  /  ^1  und  u  1 ,  und  wo  f=  0  wird.  Mithin  isi  f  für  t  =  u=  i, 
d.  i.  für  p  —  q  r,  ein  Minimum,  =:0,  Es  wird  daher  auch  die  Grösse 
r'e,  =  3  +  /,  wenn  wir  sie  als  eine  durch  (1  *)  bestimmte  FuDClion  der 
YerhaJtiiisse  p  :  q  :  r,  oder  ais  eine  durch  (1),  d.  i.  durch 

r«  = 


bestimmte  Function  derVerfaUHnisse  s:ff:z  betrachten,  im  erstem  Falle 
Itor  p  =  9  =  r,  im  letztem  fklr  « y  =  s  ein  Minimum,  =  3,  sein. 
Bs  wird  folglich,  wenn  wir  noch  Y'e  =  Z:ff  setzen,  die  Function 

(13)  j  = 


bei  derselben  Gleichheit  zwischen  x,  y,  z  ein  Maximum,  =  1,  sein. 

§.  35. 

Weil  für  jeden  bestimmten  Punkt  derKngelflnche,  see^jA +  +  c:G', 
die  zwei  Verhältnisse  x:y:z  bestimmte  Wcrthe  haben,  so  wird  jedem 
bestimmten  Punkte  der  Flache  ein  bestimmter  \\  erth  der  Function  g  im 
vor.  §.,  und  nicht  mehr  als  einer,  zugehören,  und  alle  Punkte,  für  welche 
g  einen  und  denselben  Werth  =  g'  hat,  werden  eine  Linie  der  dritten 
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Ordnung  bilden,  von  welcher  die  Zahi  die  Characteristik  beissea 
mag,  und  deren  Gleichung 

ist.  Indem  w  daher  dem  §  nach  nnd  nach  alle  möglichen  oonslanten 
Werthe  beilegen,  wird  sich  die  ganze  KugelflUche  mit  ünien  der  dritten 
Ordnnng  flbeniehen»  der«i  jede  die  PonkleF,  G,  ff  oder  (B^-cC,  u.  s.w. 
SU  Wendeponklen  hat  und  daselbst  von  den  F. kreisen  BC.CA^  AB 
berührt  wird.  Ausser  den  drei  Wendepunkten  werden  aber  keine  xwei 
dieser  Corven  einen  Punkt  mit  etnaader  gemein  haben,  indem  sonst  die 
Fmiction g  ttkc dieselben  Werthe der  Verhältnisse  s:y  und  y  :  s  ver- 
schiedene  Werthe  haben  mOsste. 

Um  mm  den  Lauf  dieser  die  Kngelflttche  bedeckenden  Linien  und 
damit  die  Form,  wetehe  die  durch  (13)  ausgedruckte  Linie  filr  irgend 
enien  gegebenen  Werth  von  $  hat,  naher  kennen  zu  lernen,  haben  wir 
uns  vorher  eine  vngdUhre  KennCniss  des  Werlhes  zu  verschaffen,  wd- 
cber  der  Ftaaction  g  tllr  jeden  Pnnkt  der  Flache  ehuehi  zukommt.  Werde 
deshalb,  wie  in  g.  29.,  angenonmien,  dass  die  drei  F.  punkte  A,  B,  C  in 
einerlei  Halfle  der  dorch  den  Wendekreis  FGB  getheilten  Kugelflacbe 
liegen.  Indem  wir  ans  den  Wendekreis  horizontal  denken,  wollen  wir 
die  Hallle,  welche  A^B^C  enthalt,  als  die  obere  betrachten. 

lede  der  befaleo  Hälften  wird  darch  die  drei  F.kreise  in  vier  Drei- 
ecke und  drei  Vierecke  zerlegt.  Angenommen,  dass  in  den  obem  Halflen 
dteser  Kreise  ihre  Durchschnitte  mit  einander  und  mit  dem  Wendekreise 

in  den  Ordnungen  ,  ^  «„ 

^       F'BCF,  GCAG,  H'ABE 

aufeinander  folgen  ( Fig.  16.},  sind  die  sidien  Figuren  der  obem  Halb- 
kogel ABC,  AGH\  BEK  CFG\ 

BCG'B,  CAH%  ABFG; 
worans  die  sieben  Figoren  der  uitem  Halbkugel  sich  eiigeben,  wenn 
man  die  nicht  aocentuierten  Buchstaben  mit  den  gleichnamigen  accenr 
tuierten,  und  umgdtehrt,  vmlanscht. 

Nun  folgt  aus        (B  ^  cC  (g.  32.)  nach  §.  SO.  5.: 
e:h:=:z^wmBF:wi  FC,     sin  FB  ;  sin  FC. 

Ersichtlk^  aber  haben  unter  der  gemachten  Voraussetzung,  dass 
A,  B,  C  auf  einerlei  Seite  des  Wendekreises  li^ien,  die  Sinus  der  nadi 
eineriei  Sinne  zu  rechnenden  BOgen  FB  und  FC  einerlei  Zewhen, 
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folglich  auch  h  und  c;  und  gleicher  Weite  et^jebl  «ich,  diss  auch  n 

mit  b  und  c  eineriei  Zeichen  hat. 

Setzen  wir  noch,  dass  das  gemeinschaftfiche  Zeichen  von  a,  b,  c 
das  positive  ist,  und  dass  daher  die  Zeichen  von  as,by,  cz  resp.  einerlei 
mit  denen  von  x,  y,  z  sind.  Entere  drei  Grossen  können  aber  (§.  SO.  6.) 
als  die  Coordinaten  des  durch  axA^byB-^-czC  ausgedrückten  Punktes 
betrachtet  werden,  wenn  man  als  positiv  gerichtete  Axen  derselben 
die  vom  Mittelpunkte  der  Kugel  aus  nach  A,  B,  C  gezogenen  Geraden 
nimmt.  Hiemach  ist  die  Goordinate  ax,  folglich  auch  x  selbst,  Null, 
positiv  oder  negativ,  jenachdem  der  Punkt  axA  +  . . .  entweder  im 
F. kreise  BC,  oder  mit  A  auf  einer  und  derselben  Seite  dieses  Kreises, 
oder  auf  der  entgegengesetzten  Seite  liegt.  Analoges  gilt  für  y  und  z  in 
Bezug  auf  die  F.  kreise  CA  und  A  B.  Endlich  ist  die  Summe  x  -f  y  «f  s 
null  fUr  alle  Punkte  des  Wendekreises  FGH  (§.31.  (3)),  positiv  für 
A,  B,  C  einzeln  und  daher  auch  für  alle  Punkte  der  obem  Ualbkugel- 
fläche,  nejs^ativ  für  alle  Punkte  der  untern. 

Mit  Huckblick  auf  die  Gleichung  (1 3)  folgt  hieraus  weiter,  dass  die 
Function  g  für  jeden  Punkt  eines  der  drei  F.  kreise  null,  und  fUr  jeden 
Punkt  des  Wendekreises  unendlich  gross  ist;  doch  sind  hiervon  die 
Durchschnitte  des  letztern  Kreises  mit  den  drei  erstem  oder  die  Wende- 
punkte auszunehmen,  für  welclio  g  jeden  beliebigen  Werth  haben  kann. 
Da  ferner  beim  Durchj^ange  durch  einen  dieser  vier  Kreise,  dafern  er 
nicht  durch  einen  Wendepunkt  geschieht ,  immer  nur  Eine  der  vier 
Grössen  x,  y,  x  y  +  z,  und  folglich  auch  g,  das  Zeichen  wechselt, 
so  hat  für  je  zwei  der  vierzehn  von  den  vier  Kreisen  gebildeten  Figuren, 
welche  eine  Seite  gemein  haben,  die  Function  g  entgegengesetzte  Zeichen, 
Nun  ist  nach  (icai  Obigen  für  jeden  innerhalb  des  Dreiet  li»  ABC  ge- 
legenen PuikkL  jede  der  vier  Grössen  x,...,  also  auch  g,  positiv.  Mithin 
ist,  wie  der  erste  Ülick  auf  die  Figur  lehrt,  für  jeden  innerhalb  eines 
der  Dreiecke  (Vierecke)  liegenden  Punkt  die  Function  g  positiv  (negativ). 
Nachstdem  hat  g  innerhalb  des  Dreiecks  ABC,  so  wie  innerhalb  des 
Gegendreiecks  A'B'C,  seinen  grrtssten  Werth  =  1  für  x  —  34.), 
d.i.  im  Centraljuiiikte,  uinl  nimmt  von  da  nach  allen  Seiten  bis  zum  Peri- 
meter des  Dreiecks  bis  auf  Null  ab.  In  den  übrigen  Drei-  und  Vierecken 
hat  weder  ein  Maximum,  noch  ein  ftimiinuiii  sUitt.  Im  Dreiecke  AGW 
wachst  g  von  den  Seiten  AG  und  AH'  an,  wo  es  null  ist,  ins  Positive, 
bis  es  in  GH'  unendlich  gross  wird;  im  Vierecke  FCAW  wttchst  g  von 
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den  Seiten  FC,  CA ,  A  H\  wo  es  oull  ist,  ins  I^iegative  und  wird  in  U'F 
anendlich  gross;  u.  s.  w. 

g.  36. 

Nadi  dieseo  ErOiieruDgen  über  die  Werthet  welche  die  Fuikction  $ 
für  die  verachiedeiiea  Ponkte  der  KugeifUfche  hat,  haben  wir  uns  yod 
der  Curve,  welche  die  eiiieni  bestinunten  Werthe  von  g  zugehürigen  Punkte 
in  tkik  Cust,  und  von  weicher  wir  bereits  wisseo,  dass  sie  die  Durch- 
achnitte  des  Wendekreises  mit  den  F.  kreisen  zu  Wendepunkten  hal  und 
daselbst  von  den  F.  kreisen  lierohrt  wird,  folgende  Vorstellung  zn  machen. 

Fitr  einoi  bestimmten  positiven  (negativen)  Werth  von  g  windet  sich 
dte  Curve  sddangenftrmig  dun^  die  «bwe^seted  an  der  obem  und  untern 
Seite  des  Wendekreises  Gegenden  sechs  Dreiecke  (Vierecke)  nnd  sehliesst 
fidi  bei  ihren  sechs  Dnrdigängen  durch  den  WendekreiB  den  in  die 
F.la«ise  Menden  Settm  der  Drei-  oder  Vierecke  an.  Udmhaupt 
nähert  sie  sich  diesen  Saften  desto  mehr,  je  kleiner  $  seinem  absoluten 
Werthe  nach  ist;  sie  nähert  sich  dagegen  desto  mehr  dem  Wendekreise, 
je  grosser  der  absohile  Werth  von  f  ist,  ud  fiült  flir  ein  unendlich 
grosses  g  mit  dem  Wendekreise  zusammen. 

Fur  einen  Werth  von  g,  welcher  positiv  und  kleiner  als  i  ist,  treten 
zu  der  einfachen  durch  die  sechs  Dreiecke  am  Wendekreise  fortgeheuden 
Curve  noch  zwei  isolierte  innerlialh  der  Dreiecke  ABC  und  ABC  be- 
griffene und  die  in  ihnen  liegenden  Ccatralpunkte  Fund  V  umschliessende 
Curven,  als  Zwillingscurve,  hinzu.  Je  mehr  dieses  positive  9  an  1  heran- 
wächst, desto  mehr  verengem  sich  die  zwei  Curven,  bis  sie  zuletzt  fUr 
^  =  1  in  y  und  V  verschwinden.  Je  mehr  es  hingegen  abnimmt,  desto 
mehr  nähern  sie  sich  den  Perimetern  der  sie  um&chliessendea  Dreiecke 
ABC  und  ABC. 

Für  g  =  0  rcduciert  sich  die  ganze  Curve  auf  das  System  der  drei 
F.  kreise,  welches  man  sich,  jenachdem  man  g  aus  dem  Positiven,  oder 
aus  dem  Negativen  in  Null  übergegangen  annimmt,  entweder  als  die 
einfache  gebrochene  Curve 

GAErBTCGAUnFCG 
mit  den  zwei  Dreierken  ABC  und  AB  C,  als  Zwillingscurve,  —  oder 
als  die  einfache  gebrochene  Curve 

GAB  FCAUBC  GABFCA  IIB  CG 
allein  vorzustellen  hat.  Die  erstere  einfache  Curve  bildet  mit  dem  Wende- 
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kr(>isc  die  sechs  an  ihm  liegeüdcn  Dreu?cke,  und  die  letztere  mit  dem- 
selben Krei.«!C  die  sechs  an  ihn  ifrenzenden  Vierecke. 

Während  also  g  von  Null  an.  so'i  es  nach  der  positiven,  oder  nadi 
der  negativen  Seite  hin,  bis  in  das  Unendliche  sielig  wachst,  verwandelt 
sich  das  System  der  drei  Hauptkreise  BC,  CA,  Ah  alluiabli«;  in  den 
einziij;en  Hauptkreis  FGH,  und  es  hat  nach  dem  Voninslehenden  keine 
Schwieriii;keii,  den  (ioppelten  Weg  ZU  verfolgen,  auf  welchem  diese  Um- 
wandlung vor  sich  geht. 


§  37. 

Die  bisher  betrachtete  Gli k  Imng  (1 3),  oder  die  damit  identische  (i) 
in  §.  31.,  lübst  sich  noch  als  eme  sehr  einfache  Relation  zwischen  so- 
genannten Doppelschnillsvcrhältnissen  darstellen.  —  Sei  5  ein  Curven- 
punkt,  für  welche»  im  allgemeinen  Ausdrucke  (2)  die  Verhallnisse  x:y:z 
die  speciellen  Werüie  x':  y':  z'  haben,  und  daher 

sS  =  ax'A  +  by'B  +  cz'C. 
Hiernach  ist  der  allgemeine  Ausdruck  eines  Punktes,  welcher  mit 
S  und  A  ID  einem  Hauptkreise  liegt, 

auA  -j-  s S ,  =  a  iu     x' )  A     by'B  +  cz'C, 
wenn  es  frei  steht,  dem  V  erhältnisse  von  u  zu  <  oder  x\  u.  s.  w.  jeden 
beliebigen  Werth  beizulegen. 

Setzt  man  u—  —  x\  so  reduciert  sich  der  Ausdruck  auf  by  JS  <  z  C, 
also  auf  den  Ausdruck  einrs  l'unktes,  weiclier  zugleich  im  Ilauptkreise 
DC  liegt:  und  es  ist  daher,  wenn  man  den  gemeinsamen  Punkt  der 
Hauptkreise  HA  und  HC  mit  P  (Fig.  il.)  bezeichnet: 
P  =  by'B  +  cz'C  =  —  ax'A  +  sS. 
Ferner  ist  für  jeden  Punkt  axA  ■\'  byB  czC  der  Kugelftache, 
welcher  zugleich  im  Wendekreise  F Gl?  liegt,  x-^y  ^z  =  0  (%  31.}. 
Da  nun  für  irgend  welchen  Punkt  des  Hauptkreises  SA  sich  x  :  y  :  z 
wie  u  +  x':  y':  z  verhallen,  so  ist  für  den  gemeinsamen  Punkt  von 
«SA  und  FGII,  welcher  T  heisse: 

u     x'  i-  y      z'  =  0,  und  folglich 
T,  =  auA  -1-«S,  =  —  a  'x'  +  y'  -f.  z'>  A  -}-  sS. 
Es  folgt  aber  aus  dieser  Formel  für  T  und  aus  der  vorhergehenden 
für  Px  sin  S  T  :  sin  TA  =  —  a  {x  +  y'  +  »')  ;  #, 

sin  S  P  ;  sin  PA  —  —  ax': «. 
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in  memem  baryceotrischen  Gakol  (§.  483.)  habe  ich  bei  vier  ni 
einer  Geraden  liegenden  Punkten  S,  T,  P  d^  Verimllmss  xwiseben 
den  VerbüllnisRen,  nach  welchen  die  Linie  SA  das  einemal  in  T  und  dag 
anderemal  in  P  geschnitten  wird,  d.  i.  das  Verhftitniss 

:  durch  (SATP) 

ausgedrückt  Wenn  wir  daher  anatoger  Weise  hei  vier  in  einem  Haupt- 
kreise Jiegeaden  Punkten  S,  A,T,P  das  YerhAllniBs 

sin  ST       sin  SP    ,     ,  .  ^,  ,  ^  •»» 


ausdrucken,  so  kannnt: 

{SATP)  =  ^  , 

Eben  so  findet  sich ,  wenn  Q  und  U  die  Durch srlniiUi^  dos  Haupt- 
kreisee  Sfi  nni  den  HsuiptknMson  CA  und  FGH,  und  wenn  it  und  V 
die  Durchschnitte  von  SC  uul  Ali  und  f  GU  bezeichnen: 

{8BÜQ)  =  ''■^y,'^'''  mid  {SCYR)  =  . 

y  s 

Hiemiil  aber  verwandelt  sich  die  Gleichung  (1)  in: 
{SATP}  {SBUQ)  {SCVR)  =  e. 

%  38. 

Die  jetzt  erlialtene  Gleicluuig  fui  eine  sphlhigche  Linie  der  dritten 
Ordnung  mit  drei  Wendepunkten  gilt  in  unveränderter  Form  auch  für 
jode  ebene  Linie  derselben  Ordnung  uml  mit  derselben  Zaiil  Min  Wende- 
punkten. Denn  betrachten  wir,  wie  es  immer  gestattet  ist.  die  letztere 
Linie  als  Centralprojection  der  erstem  uud  bezeichnen  die  den  Punkten 
A. .  F..  S,  P..T .  rmrli  der  Bedeutung  nach  entsprechenden  Punkte  in 
der  Projeclion  niii  A . .  F. .  S,  P. .  T . . ,  so  sind,  weil  S,  4 ,  T,  P  in  einem 
Hauptkreise  hegen ,  S,  A ,  T,  P  in  gerader  Linie,  und  nach  §.  25.  An- 
merk.  ist  (SA  TP)  =  (SATP) ,  u.  s.  w. ;  folglich 

[1]  (SATP)  (SBUQ)  (SCVR)  r:^  ff. 

Die  hierdurch  dargestellte  Grundeigenschafl  der  ebenen  Linien 
dritter  Ordnung,  welche  drei  Wendepunkte  hnlmi,  litsst  sich,  wenn  wir 
noch,  mehrerer  Pr.lrision  willen,  die  Gerade,  in  welcher  die  Wende- 
punkte liegen,  die  Wendelinie,  uud  das  von  den  drei  an  die  Wende- 
puiikip  gelegten  T.'in!,'rnion  gebildete  Dreieck  vorzugsweise  das  Tan- 
gentendreieck nennen ,  lulgeudergestalt  in  Worte  fassen : 
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DasProdvct  aus  den  drei  D.rerhiltnitten,  nach  weW 
chen  die  von  einem  beliebigenCnrirenpuBkle  tn  den  Ecken 
des  Tangentendreieeks  gesogenen  geraden  Linien 
(SA»  SB,  SC)  von  der  Wendelinie  (in  T,  U.Y)  nnd  von  den 
den  Ecken  gegenttberliegenden  Seiten  des  Dreiecks  (in 
1*.Q>E)  gesclinitten  werden,  ist  von  eonstanter Grosse (=0). 

g.  S9. 

Die  GleichuBg  (I  ]  Air  eine  Linie  der  dritten  Ordnung  mit  drei  Wende- 
punkten  gewinnt  fltr  den  FaN,  wenn  die  Ebene,  auf  weldie  man  die 
spbiriscbe  Linie  projideit,  parallel  mit  dem  WendekreiBe  angenommen 
wird,  eine  besonders  eiofiu;lie  GesUdt.  Weil  nimlicli  alsdami  die  Wende- 
Knie  nnd  IblgMch  auch  die  in  ihr  endiallenen  Punkte  T,  U,V  unendlich  ent- 
lant  sind,  so  wird  das  Verhallaiss  ST :  TA=  —  I,  und  damit  das  D.ver- 

baltniss       rcATP\  — H  IL  

töAif)  —  xA  '  PA  "~      SP  —  PS 

ABC 

=  dem  Vcrhailiiiss  der  Dreiecksflttchen  ,  und  eben  so 

wobei  noch  zu  erinnern,  dass  je  swei  dieser  Flächen  mit  einerlei  oder 
entgegengesetzten  Zeichen  zunehmen  sind,  jenachdem  der  durch  die 
Aufeinanderfolge  der  Ecken  eines  Dreiecks  aasgedrttckte  Sinn,  nadi 
welchem  man  sich  den  Perimeter  desselben  beschrieben  zu  denken  hat, 
bei  beiden  Flächen  der  nttmUche,  oder  der  eine  dem  andern  entgegen- 
gesetzt ist.  Hiemach  ist  ABC  =  BCA  =  CAB  =  — GBA  =  —  AGB 
=  —  B  A  C ;  CS  haben  femer,  wenn  S  innerhalb  des  Pwinmters  von  ABC 
hegt«  die  Flächen  ABC  und  SBC  einerlei  Zeichen,  n.  s.w. 
Die  Gleichung  [i]  geht  auf  solche  Weise  Uber  in 

 ABC»  _ 

SBC.  SCA.  SAB 

oder,  wenn  wir  statt  e  die  Gharacteristik  g  (§.  35.)  gebrauchea,  in 


3/SBC.  SCA.  SAB 

1^1  ABC  =^ 

Es  ist  demnach  bei  einer  Linie  der  dritten  Ordnung  mit  drei  Wende- 
punkten, wenn  diese  unendlicb  enüsnit  liegen,  das  ProdncC  ans  den 
FItfchen  der  drei  Dreiecke,  wetehe  einen  Punkt  S  derCwve  sur . 
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schaftlichen  Ecke  und  die  Seiten  des  Yon  den  drei  (jetzt  asymptotischen) 
Tangenten  in  den  Wendepunkten  gebildeten  Dreiecks  AßC  zu  gegen- 
llberliegenden  Seiten  haben,  von  constanter  Grösse.  Es  ist  folglich 
tthnlichenveise,  wie  bei  einer  Hyperbel  der  zweiten  Ordnung,  auch  das 
ProdttCl  aus  den  Abständen  eines  C  u  r  v  e  n  p  u n k  tes  von 
den  drei  Asymptoten  von  constautcr  Grosse. 

§.  40. 

Die  in  §.  3i>  uud  §.  36  in  Bezug  auf  die  Curvengleichung  (13)  ange- 
stellte Betrachtung  liisst  sich  auch  bei  der  zuletzt  erhaltenen  Gleichung  [2] 
in  Anwendung  bringen.  Indem  wn  n;inilich  A,  B,  C  als  drei  gegebene 
Punkte  einer  Ebene  ansehen  kommt  jedem  Punkte  S  der  Ebene  ein 
durch  [%]  bestiiünikir  Zahlenwerlh  ^  zu,  dergestaU,  dass  alle  Funkle, 
für  welche  g  einen  und  denselben  Werth  y  hat,  in  einer  Linie  der  dritten 
Ordnung  liegen,  deren  Cluiia*  teristik  g'  ist,  und  welche  drei  unendlich 
entfernte  Wendepunkte  und  daselbst  die  veriangerlen  Seiten  des  Drei- 
ecks ABC  zu  asymptotischen  Tangenten  hat. 

Um  uns  von  den  verschiedenen  Werthen,  weiche  g  für  versi  Inf dene 
Orte  von  S  erhalt,  einen  übersichtlichen  Begriff  zu  verschallen,  dürfen 
wir  nur  erwäg'  n,  d;iss  nach  dem,  was  im  vor.  §.  üb(M  die  Vorzeichen 
der  Dreiecksflachen  liemerkt  worden,  jede  der  drPi  Flachen  SBC,  SCA, 
SAB  einerlei  Zeichen  mit  ABC  hat,  wenn  S  inneriialb  dieses  Dreiecks 
liegt,  dass  die  Fläche  SBC  ihr  Zeichen  durch  Null  wechselt,  wenn  S 
durch  die  Seite  B  C  oder  deren  Verlängerung  geht,  dass  der  absolute 
Werth  von  SBC  der  Entfernung  des  S  von  BC  proportional  ist,  und 
dass  Analoges  \  un  den  Flüchen  SCA  und  SAB  gilt.  Hiernach  und  der 
Gleichung  [2]  gemäss  ist  die  Zahl  g  positiv,  wenn  S  innerhalb  ABC 
ftllt,  und  iindert  ihr  Zeichen  durch  rSuii,  so  ofl  als  S  von  der  einen  Seite 
einer  der  drei  ins  Unendliche  verlängert  zu  denkenden  Linien  BC,  CA, 
AB  auf  die  andere  tritt.  Es  wird  aber  die  Ebene  durch  diese  drei 
Liriu  n  m  sieben  Theile  zerlegt  (Fig.  48  ),  von  denen  der  eine,  das  Drei- 
eck A  B  C  selbst,  endlich,  die  sechs  tlbri^en  unendlich  gross  sind.  Von 
dreien  dieser  letztem  hat  jeder  mit  dem  endlichen  Dreieck  eine  Seite 
genicm,  und  in  diesen  ist  daher  negativ;  sie  entsprechen  auf  der  Kugel 
den  an  den  Wendekreis  grenzenden  Vierecken  (§.  35.).  In  den  drei 
übrigen  Theilen,  welche,  zwischen  den  vorigen  liegend,  an  die  Ecken 
des  Dreiecks  stossen  und  den  an  den  Wendekreis  grenzenden  Dreiecken 
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entsprecheB,  ist  g  positiv.  lo  diesen  sechs  iioMidliclien  Tliei]«i  kann  die 
Zahl  g  ihrem  absolaleo  Werthe  nach  tiber  alle  Grenzen  wachsen;  da- 
gegen kann  sie  im  endlicheii  Dreiecke,  wo  sie  positiv  ist,  die  Einheit  nicht 
ttberschreiten  und  erreicht  diesen  grOssten  Werth  im  Ifittel-  odo* Schwer- 
punkte des  Dreiecks. 

Noch  grossere  Anschaulichkeit  gewinnt  dtoseBelmchloDg,  wenn  man 
sich  auf  der  Ebene  ABC,  welche  «  genannt  werde,  in  jedem  ihror  Punkte  S 
ein  Perpendikel  «ridilet  denkt,  dessen  Liinge  nach  einer  voriier  festge- 
seCsten  Linieneinheit  durch  das  dem  S  zugehörige  g  aosgedrttckt'  wird. 
Die  Endpunkte  dieser  Perpendikel  werden  eine  krumme  Fläche  biMen, 
und  der  Sdmitt  dieser  FIttche  mit  einer  der  t  parallekm  und  von  t  um  ^ 
entfernten  Ebene  «' ,  oder  viefanehr  die  rechtwinklige  Pkvjection  dieses 
Schnittes  auf  «,  wird  die  obengedachle  Linie  der  dritten  Ordnung  sein, 
welche  g'  zur  Gharaclerisük  hat. 

Aulangend  die  Form  dieser  krummen  Flicfae,  so  ist  zuerst  Uar,  dass 
die  ras  Unendliche  veriangerien  drei  Geraden  BG,  CA,  AB  in  der  FUlche 
selbst  liegen  und  diese  eben  so,  wie  die  Ebene  «,  m  sieben  Theile  theilen. 
Denken  wir  uns  ferner  die  Ebene  9  hornontal  und  die  Perpendikel,  je- 
nadidem  g  positiv  oder  negativ  ist,  nach  oben  oder  unten  zu  getragen, 
so  erhebt  sich  der  vom  Perimeter  des  Dreiecks  begrenzte  Thefl  der  Fluche 
Uber  am  meisten,  um  die  Linieneinheit,  tIber  der  Milte  des  Dreiecks* 
Von  den  sechs  tlbrigen  unmdüdien  Theilen  liegen  die  an  die  Seiten  des 
Dreiecks  groBzenden  unterhalb  t ,  und  die  an  die  Ecken  desselben  stossen- 
den  oberiialb  t\  beidmiei  Theile  aber  eolfemoi  sidi  von  t  um  desto  mehr 
—  Uber  alle  Grenzen  — ,  je  weiter  sie  vom  Dreiecke  seihst  und  von 
den  verlängerten  Seiten  desselben  abli^en. 

Eine  mit «  parallele  Ebene  •  wird  hi«iiach,  jenachdem  sie  unter- 
halb oder  oberhalb  « ist,  die  drei  erstem  oder  die  drei  letztem  unend* 
liehen  Theile  der  Fliehe  und  zwar  in  hyporbelartigen  Curven  schneulen, 
von  denen  die  drei  Geraden  BC, ...  die  Asymptoten  sind.  Der  oberhalb 
des  endlichen  Dreieck  liegmite  Theil  der  FUlche  wird  aber  v<m  einer 
oberhalb  liegenden  Ebene  «'  nur  dann  und  zwar  in  einer  geschlossenen 
Corvo  geschnitten,  wenn  der  Abstand  g'  der  von  9  kleiner  als  I  ist;, 
ist  9'  =  4,  so  wird  dieser  Theil  in  seinem  Uber  dem  Hittelpunkto  des 
Dreiecks  liegenden  Punkte  von  «  bertthrt.  Ftlr  ^'=0  reducieit  skdi 
die  Curve  auf  das  System  der  drei  Geraden  BC,...,  und  Ihr  g'=  od 
fällt  sie  in  das  Unendliche.  —  Die  Uebereinstimmung  aller  dieser  FttUe 
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mit  den  auf  dar  Kugel  statt  findenden  und  in  §.  36.  erörterten  Fallen 
springt  in  die  Augen. 

§. 

Dass  eine  sphärische  Linie  der  dritten  Ordnung  mit  droi  Wende- 
punkten ausser  der  einfachen  Curve  noch  eine  Zwilling.scurvc  hat,  wenn 
ihre  Characteristik  g  zwischen  0  und  1  f.illt,  also  e>27  ist.  «nd  dass  die 
Zwillingscurvc  für^  =  1  odor  e  -  21  sich  in  einen  isolicrfen  Punkt  vor- 
wandelt,  dies  Iftsst  sicli  auch  leicht  aus  der  lieli  achtiina'  der  Scheitel  oder 
der  Durchschnitte  der  Linie  mit  den  Polaren  ihrer  Wendepunkte  folgern. 

Die  Gleichung  der  Polare  des  Wendepunktes  //  ist  t  ~  y 
Diese,  verbunden  mit  der  Gleichung  der  Linie  (1),  giebl  für  die  i,'(^mein- 
sanien  Punkte  der  l'ol  ire  und  der  Linie  oder  die  in  die  Polare  von  H 
faileudeu  Scheitel :  ^ix  -{-  z;'  -  ex'z,  oder  wenn  man  z:  s=:p  setzt: 

(P)  [2  +  p}' ^-^  ep. 

Ist  dalier  p  eine  Wurzel  dieser  cubischen  Gleichung,  so  verhalten 
sich  für  einen  jener  Scheitel  x:y  :z=  i  :  4  :p\  und  er  selbst  hat  den 
Ausdruck  (p')  aA     bR  p'cC. 

Da  mm  jede  der  drei  Polaren  die  einfache  Curve  der  Linie  in  emem 
Punkte  und  die  Zvviliingscurve,  iails  (iiesc  vorhanden  ist,  in  zwei  Punkten 
sciitifidet,  die,  wenn  die  Zwillinarscurve  sich  immer  mehr  verengert,  zu- 
letzt in  einen  isolierten  Punk!  /u^ainmengehen,  so  wird  die  Linie  entweder 
bloss  aus  einer  einfachen  Curve  hesfehen,  oder  noch  mit  emer  Zwiliinifs- 
curve,  oder  i»jit  einem  isolierten  Punkte  bnaleitet  sein,  jenachdem  von 
den  drei  Wurzeln  der  Gleichung  [p],  (nktr  der  Gleichung 

7*  —  +  ic  —  0, 
wenn  man  2+/)  — 7  setzt,  entweder  nur  eine  reell,  oder  alle  drei  reell 
und  verschieden,  oder  zwei  der  drei  reellen  einander  gleich  sind.  Leber- 
einstimmend mit  dem  scIi  hi  inerkten  tritt  aber  bei  letzterer  Cricichung 
nach  einer  bekannten  Regel  der  erste,  zweite,  oder  dritte  Fall  ein,  je- 
nachdem e  —  27  negativ,  positiv,  oder  null  ist. 

Zusätze,  a.  Ist  e  — 27,  und  hat  folglich  die  Linie  einen  isoUcrten 
Punkt,  so  reduciert  sich  {p)  auf 

(p-^iMp  +  8)  =  o. 

Fttr  den  isolierten  l'nnkl  selbst  ist  daher  f  ^  1.  und  für  den  in  die 
Polare  \(m  II  fallendetj  Scheitel  R  Flg.  1  4.1  /j  —  —  8.  Zufolge  {p  ]  ist 
demnach  ersteier  Punkt  ^  a.l  4-  -f  cC,  d.  i.  der  Cenlralpunkt  V 
(§.  28.  7.],  letzterer  --aA-{-bB  —  ÜcC. 
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6.  Für  den  Durduchiiitt  L  der  Polare  von  IT  mit  der  ao  ^  gelegten 
Tangenle  lutteD  wir  in  §.  32.  I£  =  al  +  hB,  wodareh 
F s  iL  +  c(7  und  R^iL^%eC 

wird.  Da  femer  die  Gleichungen  dieser  Polare  mid  des  WenddEreiaes 
X      y  und  x  +  y  +  z  =  0  sind,  so  verhalt  sich  ftlr  den  Durchschnitt 

beifler  Kroiso  mit  einander,  welcher  D  hcisse,  a;:y:z=1  :1  :  —  2, 
und  es  ist  folglich 

D=:aA^  bli  —  %cC—  IL  —  2cC. 
Aus  diesen  Ausdi  in  kt  u  für  F,  H  und  D  durch  L  und  C  ergeben  sich 
tthnlicherweise,  wie  in  §.  37. ,  die  D.verliältuisijo 

{CL  VD)  =  —  2,  {CL  VR)  =  —  8, 
wovon  die  erstere  Gleichung  bei  allen  Wertlien  von  e,  die  letztere  nur 
für  e      27  gilt. 

Die  nliialu  hen  zwei  Gleicliuny*  [i  hulica  auih  noch  slall,  wonn  nutn 
unter  C,  L,  V,  D,  Ii  die  Projectioncn  diei^er  Punkte  aul  ir  f.;<'Mil  s  nie  tbene 
versteht.  Fällt  dabei  L  in  unendliche  Entferuung,  wie  dies  unter  Anderem 
bei  den  Newton  s(  lim  ['aialn  hi  geschieht,  wo  die  Tangente  ALU  an 
dem  einen  Wendepuulite  //  unendlich  entfernt  ist,  und  darmi  die  beiden 
andern  F  und  G  eine  symmetrische  Lage  erhalten ,  t>o  wird 

<"''^'  =  -^^-§^  =  w'  («'^i«)  =  w- 

also  VC  =  2  CD  (^'.  29.)  rr_  8  CR  und  VC  .  CR  RD  =  8:1:3. 

c.  Bezeichnet  demnach  N  den  Scheitel  einer  N.Parabel .  (]  den 
gemeinsamen  Durclischoitt  der  an  die  symmetrischen  Weudejmiikl.'  der 
Parabel  i^*  1«  ^ten  Tangenten  und  D  den  mit  C  und  N  in  derAxe  lie^;  iiden 
Mittelpunkt  \on  FG,  so  ist  bei  der  Parabola  punctata  (Kig.  8.) 
CN  —  i  CD.  Dagegen  ist  bei  der  jtarabola  cum  ovali  ;Fig.  7.) 
CN  <  J  CD,  wie  sogleich  daraus  erhelle  t,  dass  die  Characleristik  g  einer 
solchen  Parabel  zwi.schen  0  und  1  l^ilt,  wilhrend  für  die  punctata 
^  ==  1  ist,  und  dass  nach  der  ßetrachtungsweise  in  §§.  35.  und  36.  von 
je  zwei  zu  demselben  System  von  Wendepunkten  und  Tangenten  an 
denselben  gehörigen  und  auf  einerlei  Seite  dieser  Tangenten  liegendea 
Linien  die  den  Tangenten  nühere  Linie  die  kleinere  Charactenatik  hak  — 
Aua  ahnlichem  Grunde  ist  bei  der  parabola  pura,  wn  ^  entweder 
grösser  als  1 ,  oder  negativ  ist,  C  N  >  ]  C  D ;  für  ^  >  1  fallt  C  N  zwischen 
{  C  D  und  C  D  (Fig.  9.  a.) :  für  g<0  ist  CN>CD  (Fig.  9.  b.}.  Für  g=  oo 
(folg.  §.)  istCN  =  CD;  C  liegt  dann  im  Unendlichen,  d.h.  die  Tangenten 
in  F  und  G  aiod  einander  parallel  (Fig.  49.). 
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^  42. 

Bei  einer  Linie  der  (hiftrn  Ordnung  mit  drei  Wendepunkten  kann 
noch  der  besondere  Kail  eintreten,  dass  die  drei  an  die  Wendepunkte 
gelegten  Tangenten  sich  in  einem  Punkte  schneiden.  Die  Gleichung 
einer  solchen  Linie  wird  sich  am  einfachsten  mittelst  des  in  §.  3'! .  er- 
haltenen aUgemeinen  Satzes  ergeben.  Heissen  nümlich,  wie  bisher, 
F,  G,  H  (Fig.  i  9.)  die  drei  Wendepunkte,  zwischen  welchen,  aJs  drei 
Ponkleii  eines  Hauptkreises,  eine  Gleichung  von  der  Form 

/•F  +  ^C  +  hH  =  0 
bestelil;  bezeichnet  C  den  Darchsclmitt  der  an  F  und  G  gelegten  Tan- 
genten, und  wird  in  Bezug  auf  FCC,  aU  F.dreieck,  der  allgemeine 
Ausdruck  eines  Punktes  der  Kugelfläche 

fxF-{-  gyG-^-  czC 
gesetzt:  so  ist  die  Gleichung  des  Wendekreises  7=0,  und  die  Gleichungen 
der  Tangenten  FC,  GC  an  F,G  sind  y  =  0,  x  =  0.  Die  Gleichung 
der  an  if  zu  legenden  Tangente,  welche  jetzt  gleichfalls  den  Punkt  C 
tnsffiEn  sott,  ist  x     y  denn  damit  reduciert  sich  der  allgemeine 

Ansdrucic  eines  Punktes  auf  fxF  +  gsG  +  czC,  =  —  hxH  -f  es C, 
dl  i.  auf  den  Ausdruck  jedes  beliebigen  n^t  H  und  €  in  einem  Hanpl- 
kreise  liegenden  Punktes.  Nach  g.  31 .  ist  daher  die  Gleichung  der  Unie : 

f':ffy       y)  =  einer  conslanten  Grosse, 
welche  wir       setzen  wollen;  oder  noch  endlicher,  wenn  wir  i s  statt  s 
schieiben:  {a)»*=Sff{x — y), 

und  der  zugehörige  Ausdruck  wird:  fsF-^^gifG+eitC,  oder  wenn  wnr 
ei^k  Selzen:  {ß)  /xF+ yy  G  +  kt  C, 

Zusätze.  «.Die  Cliaracteristik  der  linie,  bei  welcher  sich  die 
Tangente  an  den  drei  Wendepunkten  in  einem  Punkte  schneiden,  ist 
als  unendlich  gross  anzusehen.  Dies  erhellet  sogleich  aus  dem  in  §.  37. 
durch  D.verfaaltni$se  ausgedruckten  Werthe  von  e.  Denn  wenn  die  drei 
Punkte  A,  B,  C,  in  denen  sich  die  Tangenten  daselbst  schneiden,  in  einen 
einzigen  zusunmengehen,  so  follen  mit  diesem  Punkte  auch  die  dortigen 
P,  Q,  R  zusammen.  Hierdurch  aber  wird  jedes  der  drei  D.verbllltnisse 
{SATP),  {SBUQ),  [SCVR)  =0,  folglich  auch  «  =  0.  und  die 
Charecteristik  =  3  :      =  oe . 

b.  Die  Polare  von  H  trifft  den  Centralpunkl  C  und  schneidet  die 
durch  H  gehende  Sehne  FG  in  einem  Punkte  /,  weteher  nach  §.  22.  der 
vierte  harmonische  Punkt  zu  F,  G,  Ä,  und  daher  =  fF  —  gG  ist,  weil 
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H~  (F  gG.  Nehmen  wir  jetzt  H  ihh!  .1  st;itl  F  und  ß,  zu  F.piinkten, 
80  dass  F  dreierk  von  dem  W  endeLit  ise  ilJ,  von  der  Polare  6V  dos 
Wendepunktes und  von  der  an  gelegten  Tangente /fC  gebildet  wu  d. 
Weil  [F  gG  ~  —  hH,  und  weil  \nu  j  F  —  gG  —  iJ  setzen  künnen, 
so  wird  %fF  —  iJ  —  hH ,  'igG  —  iJ  —  hH,  und  damit  der  Aus- 
druck [{i)       x[iJ  —  hH) — y  iJ  ■^hH'i     tkzC,  d.i. 

(y)  ipJ-^hijH-i-kzC, 
wenn  Wir  noch  x  —  y  —  ?p  und  —  x  —  y  =  2 5  setzen.  Hiermit  aber 
vervvaudeit  sich  die  Gleichunt^  a)  der  Linie  in 

c.  Scldiisshch  wollen  wir  noch  diese  sphärische  Curve  auf  eine  mit 
dem  F.  kreise  HC  parallele  Ebene  projicieren  und  die  Gleichung  dieser 
Projection  zu  be.siunmen  suchen.  Heissen  J,  H,  C  die  Projectionen  von 
J,  H,  C  so  liegen  H  und  G  unendlich  eutfernl.  und  es  verhalten  sich, 
wenn  J  zum  Aniungspunkte  und  die  Geraden  JH  und  JC  zu  den  Axen 
der  Cuordinaten  y  und  x  genommen  werden,  die  CoeflicieiUen  im  Aufr* 
drucke  (y)  ip  :  hq  :  kz  -  c  :  y  :  x, 

wo,  wenn  0  den  Mittelpunkt  der  Kugel  bezeichnet,  c  ™  OJ  ist  (§.  24.). 
Die  hieraus  folgenden  Verhaltnisswertlie  von  p,  q,  z  in  subfitiUiieri, 
ergicbt  sich  als  die  gesuchte  Gleichung  der  Projectioa: 

eine  Gleichung,  die,  wie  zu  erwarten  stand,  einer  parabola  pura 
(§.  26.;  angehört.  Für  den  Scheitel  der  Purabel  ist  x  —  0  und  y-^O; 
ftlr  die  zwei  symmetrischen  Wendepunkte  F  und  G,  als  die  Projet  tionen 
von  F  und  G,  ist  jr  -  -  0  und  y  —  +  b,  und  die  in  ihnen  au  die  Curve 
gelegten  Tangenten  FC  und  GC  sind  mit  JC,  d.  i.  mit  der  Axe  der 
Paral>el,  parallel. 

Von  den  Linien  der  driti<  ii  Onlinin^,  welche  Knoten  ^  oder 

Spitzen  haben. 

8.  43. 

Es  bleiben  uns  noch  die  sphärischen  Linien  der  dritten  Ordnung 
zu  betrachten  übrig,  bei  welchen  zwei  der  drei  Wendepunkte  zu  einem 
Knoten,  oder  einer  Spitze  zusammengegangen  sind.  Wir  kehren  deshalb 
zu  der  Gleichung 

[C)  /*y*z  +  flx' +  Asx' +  y 2-.C  +  c«*  =  0 
in  ^.  23.  zurück,  welche,  auf  den  Ausdruck  xA    yB    zC  bezogen. 


Dlgitized  by  Googl 


♦ 

OMR  MB  Gbordpquibii  bhi  LmiiR  im  DRiniii  OMRime.  69 


eine  Curve  darstellt,  bei  welcher  B  ein  Wendepunkt,  A  B  die  an  den- 
selben goloate  Tangente  und  CA  seine  Vohnv.  ist.  Wurde  in  (C)  die  Va- 
riable z  (  onviant  gesetrl,  so  ergab  sich  (§.  24.)  die  Projection  dor  CKirve 
auf  cinu  mit  dem  F. kreise  AB  parallele  Ebene;  und  wenn  diesor  ebenen 
Corvo  statt  der  zwei  andern  Wendepunkte  ein  Knoten  zukommen  sollte, 
so  musste  in  ihrer  Gleichung  das  Aggregat  der  mit  y  nicht  behafteten 
Glieder  in  Bezug  auf  .t  einen  rein  quadratischen  Factor  enthalten  26.). 
Es  wird  ilaiier  vergl.  §.  5.)  auch  die  durch  iC)  ausgedrückte  sphärische 
Curve  nur  dann  einen  Knoten  haben,  wenn  {C'j  sich  auf  die  Form 

y*Z  =  a  (x  —  ßz]  [x  —  yz)* 
redueieren  iHsst.  Wie  indessrii  s  hon  aus  §.  26.  bekannt  is(,  reicht  diese 
eine  Bedingung  noch  nicht  hm.   Kuhren  wir  nämlich  statt  x  eine  andere 
Vcran  liTÜche  x^t  =  ^  —      <     "J^d  setzen  y  —  ß  =  dt  so  wird  die 
Gleictumi::  (a^  y* z  —  ax  -  [x ^ 8z) , 

und  der  zugehörige  Ausdniek  "wird:  (x, -f ^  +  +  oder 
wenn  Mfir      +  C  =  ( ,  C,  setzen: 

[ß)  x^A  +  yli-^c^zC^. 

Nun  gesrhielil  rlor  Gleichung  (a'  Genüge  für  ,r,  0  und  y  0, 
und  es  ist  folglich  6  ,  ein  Curvenpunkt.  Ist  aber  sein  kirin,  und  mithin 
sehr  nahe  y  *=  a  rfx  ,^  so  kann  die  Gleichung  nur  dann  befriedigt  werden, 
wenn  das  Produet  ad  positiv;  nicht,  wenn  es  negativ  ist.  Im  letztem  Falle 
ist  daher  €j  ein  isolierter  Punkt.  Im  erstem  setze  man  =  Ftlr  ein 
sehr  kleines;  x,  Nvird  alsdann  |/  —  +  e-r, .  welches  die  Gleichungen  zweier 
Hauptkreise  sind,  deren  jeder  durch  C^  und  einen  dem  C^  sehr  nahe  lie- 
genden Curvenpunkt  geht,  also  die  Gleichungen  zweier  die  Curve  in  Cj 
berüiiieniien  Hauplkreise.  Mtthui  nmss  dann      eui  Knoten  sein. 

Die  Gleichung  für  eine  sphärische  Linie  der  dritten  Ordnung  mit 
einem  Knoten  ist  demnach 

und  {ß)  der  zugehörige  Ausdruck;  oder,  wenn  wir 

s.  =      und  z  = 
■       e  «»  ■ 

Betzen,  y*»,  =«2^  4'^«*'i*     Gleichtmg.  und     A'^f/B'^-j  c,«,  C^ 

der  Ausdruck ;  oder  endlich,  wenn  wir  \  :  e  :     v'-  =  a  :  b  :  c  setzen 

e 

und  die  nicht  mehr  nöthigen  Indices  weglassen: 

(y)  ff*%  s  «*  -1-       die  Gleichung  und 
{i)  axA  +  h}fB  '\-ttC  der  Aiudrack. 
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Hierbei  ist  C  der  Knoton,  B  der  noch  übrige  Wendepunkt,  AB  die 
Tanf?pn»e  an  B  und  AC  die  Polare  von  B.  —  Da  die  beiden  andern 
Wendepunkte  jetzt  in  C  vereinigt  sind,  ao  verü  itl  iiier  der  Hauptkreis  BG 
die  Stelle  des  Wendekreises. 

Zusatz.  Wie  aus  dem  Vorigen  umuiUelbar  folgt,  sind  y  —  x  und 
y~  —    die  Gleichungen  der  die  Curve  in  C  berührenden  Haupikreise, 
und  daher  die  Durchschnilk'  der  lelztem  mit  dem  F.kreiise  AB,  dessen 
Gleichung  «  =  0  ist,  =  aA  +  hli  und  aA  —  hB.  Bezeichnen  wir  da- 
her diese  Durchschnitte  mti  D  und  E  (Fig.  20.),  so  köniuMi  \^ir  setzen: 
—  %dD  =  öA  +  hB,  —  %eE  =  aA  —  hB,  woraus 
aA  =  ~~  dB  —  eE,  hB  —  ^  dD  +  eE  folgt; 
und  der  Ausdruck  [d]  wird,  wenn  wir  D  und  E  statt  A  und  B  zu  F.punkten 
wählen :         —  X  dl)  +  eE)  —  y  [dB  —  eJ^)  +  cz C, 
o<ler,  wenn  wir    +  y  =  —  «,  x  —  y  =  —  v  seteen  und  i  statt  i 
schreiben:  ctC  ^  duD evE. 

0ie  Gleichung  (/ )  verwandelt  sich  damit  in 

'"•=(—)• 

d.  h.  das  geometrische  Mittel  zwischen  I,  »  ist  dem  anthmeliscbea 
«wisrhen  «  und  v  gleich.  (Vergl.  §.  33.). 

Das  F.dreieck  wird  hierbei  von  der  Tangente  am  Wendepunkte  B 
und  den  zwei  Tangenten  am  Knoten  C  gebildet.  In  Bezug  auf  dasselbe 
ist  der  Wendepunkt  ^dD  —  eE,  und  dessen  Polare  der  durch  C  und 
dB  -^«E  zu  legrade  Hauptkreia.  Ein  Punkt  dieses  Hauptkreises  ist 
«C  -f  aK,  welcher  L  hetase.  FOr  ihn  ist  I  =  «  =  v;  mid  di 
Olli  dieser  Gleichheit  der  Vefinderlichea  der  Gurvengleichung  GenOgB 
geschieht,  so  ist  Ii  der  nodunaüge  Durchschnitt  der  dorcb  C  fanden 
Polare  mit  der  Curve,  also  der  Scheitel  der  Curve.  Saas  letztere  voa 
dem  durch  L  und  B  gelegten  Hauptkreiae  in  L  bertthrt  wird,  ist  schmi 
in  g.  S9.  bemerkt  worden. 

§.  4*. 

In  dem  noch  spedelleren  Falle,  wenn  in  der  Gleichung  (C)  der 
von  y  freie  Theil  rein  cnbiach,  und  daher  in  («)  der  Coefficient  ^=0  ist, 
hat  nach  §.  SB.  und  mit  Anwendung  derselben  Schloasweise,  wie  bp 
vor.       die  sphärische  Linie  der  dritten  Ordnung  eine  S|Ntie. 
Gleichung  ,  einer  aolchen  Linie  ist  daher 

lf*z  =       verbunden  mit  dem  Ausdracke  «A  -|>     4-  sC. 
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Bestimmen  wir  noch  drei  Constanleu  a,  b,  c  so,  dass  6^c  =  aa', 
so  verwandelt  sich  die  Gldchang  in 

ir*  » 

und  es  wird  oonmehr,  wenn  wir  in  der  Gleichung  und  iiu  Ausdrucke 
üx,  by,  cz  statt  x,  y,  z  schreibeD, 

die  ersten?  y'i  =  «c*.  der  lelztcre  axA  +  byB  +  czC 
iin  in[    (iie  Spitze  und.  wie  \oihin,  Ä  der  Wendepunkt,  CA  seine 
Pnlai.  und  AB  die  an  ilin  gelegte  Tangente;  aA^bli-\-cC  ist  aber  ein 
Punkt  der  Gurve,  weil  mit  x  =  y  =  2  die  Gleichung  befriedigt  wird. 

Von  der  GolltneKtiowTeniraiidtidMft  ebener  und  sphiriseher  Figuren. 

§.  45. 

Der  Hauptzweck  dieser  Abhandhing  sollte  die  Eintheitung  der 
ebenen  Linien  der  dritten  Ordnung  nach  dem  Princip  der  CoHineation 
sein.  Weil  alle  einander  collinearen  ebenen  Linien,  und  wo  nicht  sie 
4»elb8l,  döch  ihnen  afline  Linien,  als  ('entralprojecliuuen  einer  und  der- 
selben sphärischen  Linie  belrachU^t  w  erden  künnen,  so  untersuchten  wir 
zunächst  die  verschiedenen  Foimeu  und  die  daran  sich  knüpfenden 
Eigenschaften  der  sphärischen  Linien  der  drillen  Ordnung.  Nachdem 
diese  GegensUinde  zur  Genüge,  wie  ich  hoffen  darf,  erörtert  word«»», 
wende  ich  micli  ji  l/.l  /,u  dem  Versuche  einer  Eintheihmg  selbst,  dem  ich 
nof'h  fnl^*  Ilde  (iie  CoHineation  ebener  und  sphärischer  fi^reu  über- 
haupt betreffende  Satze  voraus^rlicn 

V\  Wenn  allen  Punkten  einer  Khene  die  Punkte  einer  andern  Ebene 
dergcblall  entsprechen,  dass  von  je  drei  i'unkten  der  einen  Ebene, 
welche  in  einer  Geraden  In  i^«  n.  die  entsprechenden  der  andern  eben- 
falls in  einer  Geraden  be^i  itTi  11  .sind,  so  .sagt  man,  dass  die  Punkte  bei- 
der Ebenen  sicli  n.u  Ii  dem  deselze  f!<T  CoHineation  enlsprechen, 
und  nennt  je  zun  I  11/uren  der  einen  und  der  andern  Ebene,  welche 
durcii  entsprechende  I'unkte  bestimmt  sind    einander  collinear. 

2)  Sollen  die  Punkte  zweier  Ebenen  nach  dem  Gesetze  der  Col- 
lineation  auf  oinandor  liezogen  werden,  so  kann  man  die  vier  ersten 
Paare  sich  entsprechender  Punkte,  sie  heissen  A  und  A,,  B  umi  C 
und  C,,  T)  und  D,,  nach  Willkuhr  annehmen,  nur  dass  keine  du m  der 
vier  Punkte  der  einen  oder  der  andern  Ebene  in  einer  Geraden  liegen. 
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Der  jedem  fimftea  PonIcSe  S  der  eiiieD  Ebene  entqurecliende  Pttnkt  $^ 
der  aadem  hA  dann  voUkommen  beetinunl. 

Die  Bestimmung  des  Punktes  wu  den  gegebenen  A..  D,  . .  D ^ 
und  S  kann  unter  andern  dadurch  beweriistelligt  werden,  daas  man,  was 
immer  magUdi  ist  (Bar.  Caki.  g.  1(30.).  die  beiden  Ebenen  in  eine  aotehe 
Lage  gegen  einander  bringt,  dass  sich  die  vierGeraden AA^,  BB,,  CC^. 
DD|  in  einem  Punkte  X  schneiden.  Der  Punkt  wird  alsdann  der 
Durchschnitt  der  Ebene  A,  B^  mit  der  Geraden  XS  sein.  Denn  es 
iät  von  selbst  klar,  dass  bei  eniem  solchen  Entsprechen  der  Punkte  beider 
Ebenen  drei  Punkte  der  dnen  jederzeit  in  einer  Geraden  liegen,  wenn 
die  ihnen  entsprechenden  der  andern  in  einer  Geraden  sind. 

Zwei  Ebenen,  deren  Punkte  einander  collinear  entsprechen,  können 
demnach  immer  in  eine  penspectivische  Lage,  d.  i,  in  eine  solche  ge- 
bracht werden,  bei  welcher  alle  die  Geraden,  welche  einander  ent- 
sprechende Punkte  verbinden,  sich  in  einem  Piinkic  .schneiden. 

3)  Sind  r,  G,  H,  J  vier  Punkte  der  einen  KLeue,  ^,  Gj,  11,  J,  die 
ihnen  entsprechenden  in  der  andern,  und  liegen  die  vier  erstem,  also 
aueii  die  vier  letztern.  in  einer  Geraden,  so  sind,  weil  bei  der  per- 
gpeclivischen  Lage  der  beiden  Ebenen  die  \ier  Geraden  FF,,  GG,, 
Hll,,  JJ,  in  einer  Ebene  liegen  und  sich  in  einem  Punkte  schneiden, 
nach  einem  bekannten  und  bereits  in  §.  38.  angewendeten  Satze  die 
D.verhallniäse 

(FGHJ)  und  (F,  G,  H,  J,)  einander  gleich. 

4)  Eben  so.  w  ie  die  Punkte  zweier  Ebenen,  kann  man  auch  flie  Punkte 
zweier  Kugelfliichen  in  oolhneaie  Heziohung  setzen,  indem  nian  nSlmlich 
alle  Punkte  der  ein(>n  rUiclie  denen  der  andern  dertie.-^laU  tnlsprecheu 
liisst,  dass  je  dreien  Punkten  der  einen  Flache,  welche  in  einem  Haupt- 
kreise  liegen,  drei  in  einem  Hauptkreise  liegend(»  l'inikie  der  andern 
Flachcentsprechen.  Man  gewahrt  aug<^nbhcklich,  da-  wenn  die  Punkte 
beider  Flächen  in  dieser  Beziehung  zu  einander  st(  h* n  «Iii-  (  entral- 
projectionen  dieser  Punkte  auf  zwei  beliebig  gelegte  l^bcnen  einander 
collinear  sind,  und  dass  umgekehrt,  w  enn  man  die  PnnUe  zweier  Ebenen 
sich  collinear  entsprechen  liissf.  man  durch  Projeclion  derselben  auf  zwei 
Kugclflachen  zu  jedem  I*nnl  t(  der  einen  Flüche  einen  ihm  nach  diim 
Gesetze  der  sphärischen  Colimeation  enl^preehenden  in  der  anüim  pHiült. 
Beides  aus  dem  einlachen  Grunde,  weil,  wenn  drei  Punkte  emer  Kugel- 
fljirlie  in  einem  Hauptkreise  liegen,  die  Ontralprojectionen  derselben  auf 
eine  Ebene  in  einer  Geraden  sind ,  und  umgekehrt. 
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%)  Es  folgt  hieraus  leicht  weiter,  dass,  wenn  die  Puakti  zweier 
Kugeltliichen  einander  entsprechend  sfeset/t  werden  sollen,  eben  so,  wie 
vorhin  bei  zwei  Ebenen,  vier  Punkte  der  einen  Fliiehe  ond  die  vier  ihnen 
entsprechen  sollenden  der  andern  beliebig  genommen  werden  können, 
dafern  nur  keine  drei,  weder  der  vier  erstem,  noch  der  vier  letztem, 
in  einem  Uauptkreise  liegen;  und  dass  hiermit  fllr  jeden  Punkt  der  einen 
Flttche  der  entsprechende  in  der  andern  volikonimen  beslimuit  ist. 

6)  Sind  jP,  G,  Ii,  J  viel  in  i ■Irwin  TJauptknMse  lieuende  Punkte  der 
einen  Flache,  F, ,  (r^  II ^  J ^  liir  ilmtMi  niillincai'  ciitsjucciicndi 'U  uiul 
daher  gleichfalls  lu  i  laem  Haupikreise  iiegcudea  Punkte  der  andern 
Flache,  so  sind  die  sphärischen  D. Verhältnisse 

[FGHJ]  und  (F^G^nj^) 
einander  gleich.  Denn  bezeichnen  F,  G,  II,  J  die  Projcclioncn  der  vier 
erstem  Punkte  auf  eine  Ebene,  und  Fj,  G,,  H,,  Jj  die  Projeclionea  der 
vier  letztem  auf  eine  zweite  Ebene,  so  ist  (§.  25.  Anmerk.) 

(FGHJ)  ^  FGHJ)  und  (F,  C,  H,/,)  ^-  iF,  G^  J,). 
Weil  aber  die  Punkte  beider  Ebenen,  wp1<  in  Pi i  j -( tirtiü  n  sich 
entsprechender  Punkte  rier  beiden  Kugelflachen  sind,  sich  nach  dem  Ge- 
setze der  Collineation  entsprechen,  so  ist 

(FGHJ)  ^  fF,  G,  H,  J,);  folglich  u.  s.  w. 

7)  Der  eben  bewiesene  Satz  gilt,  wie  von  selbst  einleuchtet,  auch 
umgekehrt.  Hat  man  n.'imlich  die  Punkte  zweier  Kugelfliichen  in  col- 
lineare  Bezieiiung  gebracht,  und  entsprechen  dabei  drei  in  einem  Uaupt- 
kreise liegende  Punkte  F,  G,  H  der  einen  Flüche  den  Punkten  Fj ,  .  //^ 
der  andern,  welche  daher  ebenfalls  in  einem  Uauptkreise  liegen  werden, 
60  werden  zwei  in  denselben  zwei  Kreisen  liegende  Punkte  J  und  ein- 
ander entsprechende  sein,  wenn  (FGHJ)  —  fF,  G,  //,  ist. 

8)  Werden  vier  Punkte  A,  B,  C  und  M,  =  oA  +  +  cC,  einer 
Kugelflache,  von  denen  keine  drei  in  einem  Hauptkreise  liegen,  vier  be- 
liebigen, nur  derselben  Bedingong  unterworfenen  Punkten  A^,B^,C^  und 
Jf  j,  =  a^A^  +  b^  B^  -f-  c,  C,,  einer  zweiten  Kugclfläche  coUinear  ent- 
sprechend gesetzt,  80  entsprechen  sich  nach  diesem  Gesetz  auch  die  Ponkle 

S  =  axA^^'bfB^^ezC^UidS^s^^^xA^J^'b^yB^  +Ci«C, 
beider  Flüchen. 

Beweis.  Zu  Folge  der  Ausdrücke  fUrM  und  S  kann  man  schreiben: 

oA-^bB     cC      mM  und  axA  +  byB  +  czC  =  sS. 
Man  eetse  hieroach  bB    cC  —  mit  —  ttA  =  J  und 
byB  -f  czC  =  «5  —  ü9A  =  P. 
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Rb  nod  daher  /  mid  P  die  Ptaokte  des  Htuplkreises  BC,  welche  er 
mit  den  HaapOcreweii  MA  und  SA  gemeia  hat  (Fig.  21 .),  und  es  veriidt 
sich  sin  B/      e     sin  HJ*       et    . ,  , 

Eben  so  findet  sich,  wenn  K  und  Q  die  Dnrchscbnille  des  Haupft- 
iüreises  CA  mit  JTJB  und  SB 


Babenfemer  auf  der  zweiten  KogelOache  die  Punkte IT,,  Oi 
dieselbe  Bedeutung,  wie  die  gleichnamigen  auf  der  ersten,  so  dass  /, 
den  Durchschnitt  von  mit  M^A^  u.s.w.  auaifallcfct,  so  ist  auf 
gieicbe  Weise 

{B,  C,  J,  /»,)  =      und  (C,  A,  K,  0.)  =  ^ ' 
{BCJP)  =  {B^C^J^P^)  und  {CAKQ)  =  [C,A^E,Q^), 

Nach  derYoranssetsung  und  nach  der  gemachten  Construction  ent- 
sprechen aber  den  Punkten  die  Punkte  ,  K^. 
Zu  Folge  der  zwei  letaterhaltenen  Gleichungen  entspredien  sich  daher 
auch  die  Punkte  P  und  P,,  so  wie  Q  und  Oi«  mithin  sind  auch  die 
Durchschnitte  von  ilP  mit  HO  und  von  iljP,  mitB^  Q,,  d.h.  5  und  5^, 
eniander  entsprechende  Punkte. 

9)  Sind  die  vier  Punkte  A,  B,  C  und  Jf,  =  ai  -|.  +  cC,  einer 
Kugelflitche,  also  auch  die  Verhältnisse  a :  b  und  b :  c,  gegeben,  sind  aber 
nicht  die  Verhältnisse  «  :  y  und  y  :  z  einzeln,  sondern  eine  Gleichung 
zwischen  ihnen  oder  eine  homogene  Gleichung  zwischen  x,  y,  z  gegeben, 
und  ist  daher  der  Ort  von  S,  ~  axA  byB  czC,  eine  sphärische 
Curve,  so  sind  diese  Curve  und  die  mit  derselben  Gleichung  in  Bezug 
auf  den  Ausdrück  a^xA^  +c,jC,  construierle  CurAe  nach 

vorigem  Salze  einander  collinear.  Es  entsprechen  sich  nünilich  je  zwei 
Punkte  der  einen  und  der  andern  Curve,  für  welche  x,  y,  z  in  den  näm- 
lichen Verhältnissen  zu  einander  stehen.  Nächstdem  sind  noch  A,  B,  C,  M 
und  A^,  B^,  C,,  Afj  emander  entsprechende  Punkte,  m<^en  sie  zu  den 
Curvcn  selbst  gehören,  oder  nicht. 

Zwei  Curven,  die  mit  zwei  nicht  identischen  Gleichungen,  die  eine 
m  ßezug  auf  den  Ausdruck  axA-\-...,  die  andere  in  Bezug  auf  n  ^xA^ 
4* ... ,  construiert  worden,  sind  emaoder  nicht  coUinear,  wenigälens  nicht 
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dergestalt,  dass  dabei  deo  Pnnkten  A,  B,  C  und  aA  4- . . .  die  Punkte 
A,,  Ä,,  C,  und  fl,  A,  +  ...  entsprachen.  Deshalb,  und  woil  durch  An- 
nahme anderer  F.  punkte  die  Ordnung,  zu  welcher  eine  Curve  gehört, 
nicht  geändert  wird,  können  zwei  Curven,  welche  von  verschiedeiia' 
Ordnung  sind,  auf  keine  Weise  einander  collinear  sein. 

1  O  l  Bedeute  (iC,  y,  z)  eine  homogene  Function  von  x,  y,  a.  Die  durch 
die  Gleichung  [x,  y,  z]  —  0 

und  den  Ausdruck  a  x  A    -\-hy  B    -\-czL  l>e8timmtG  Curve  iieisiie  /, 

»       «!  ^^-l, y^i  4-c,  zC,     „  „  „ 

».  M         j^Ä, +o,yA, +c,zC,     „        „  ,. 

Hiemach  sirul  /  und  /,  zwei  einander  collineare  Curven,  und  es 
entsprechen  dabei  den  Punkten  A,  B,  C  und  aA  +  6ß  +  cC,  Jtf,  die 
Punkt«  A,,  Äi,  C,  und  ai  A( +6,  Bi +c^  C,,  =  Jf,.  Desgleichen  sind 
l  und  einander  collinear  und  dabei  A,  B,  C,  M  und  B^,  A,,  C|,  Jf| 
entsprechende  Punkte.  Im  Allgemeinen  werden  nun  die  ebenfalls 
einander  ollmearcn  Curven  ij  und  vciii  einander  verschieden  sein. 
Nehmen  wu  aber  an,  dass  (x,  y,  s)  eine  nach  x  und  f/  symmetrische 
Function  ist,  so  können  wir  als  Gleichung  für  /,  auch  schreiben :  (y,  x,  i) 
=  0;  und  diese  Gleichung,  verbunden  mit  dem  Ausdrucke  «lyAi 
+  b^xB^  +  c,2C,  ftir  giebt  eine  mit  /,  ganz  identische  Curve.  Ist 
daher  die  Function  (ar,  y,  z)  nach  x  und  y  symmetrisch,  so  sind  die  Curven 
l  und  /|  auch  dergestalt  in  coUinearer  Beziehung,  dass  A,  B,  C,  If  und 
fij,  A,,  Ci.  >f ,  einander  entsprechen. 

Wenn  folgli(^h  fx,  y,  z)  eine  nach  y.  t  zugleich  symmetrische 
Function  ist,  so  knnm  n  die  Curven  /  und  /,  auf  sechs  verschiedene 
Arten  einander  entsprechend  gesetzt  werden,  indem  man  alsdann  den 
Punkten  A,  B,  C  die  Punkte  4,,  i?,,  C,,  letztere  in  jeder  beliebigen 
Folge  genommen,  entsprechen  lil>^^li  kann.  Dabei  aber  entspricht 
stets  dem  M,  weil  die  Coe(ricieni<  n  a^,  b^»  Ci  resp.  mit  den  Punkten 
A|,  £|,  C,  stets  verbanden  bleiben. 

Von  der  CoUioeatiousverwandtscbaft  zwisehen  Linien  der  drittra 

Ordnung. 

§.  40. 

•  Alit  Hülfe  des  Voranstehenden  wird  es  nun  keine  Schwierigkeit 
haben,  die  Bedingungen  zu  bestimmen,  unter  denen  zwei  sphärische 
Linien  der  dritten  Ordnung  einander  collinear  sind,  sobald  wir  nur  noch 
die  leicht  erweisUchen  SMze  berttcksiobtigen,  dass  bei  zwei  einander 
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GolÜnearaD  sphiriichen  (oder  ebeneD)  GarvMi  jedom  Wendepuiikte, 
Knoten,  oder  Spiltt  der  einen  Cnrve  ein  gleicliartiger  mericwUrdiger 
Ftaikt  in  der  andern  entspricht,  und  dass  zwei  an  zwei  einander  entr* 
sprechende  Punkte  beider  €ur?en  gelegte  BerOhraneBlireiae  steh  fßiMr 
ftlis  «ktaprecfaen.  Yergl.  §.  5. 

Wenn  demnach  von  zwei  einander  ooiUnearen  Linien  der  dritten 
Ordnung  die  eine  drei  Wendepunkte  hat,  so  müssen  der  andern  gleicb- 
falls  drei  Wendepunkte  zukommen.  Da  die  auf  den  Aoadmck  tsA  4* 
byB-\-czC  sich  beziehende  Gleichung  einer  solchen  Linie,  den  in  §.  42. 
betrachteten  Fall  ausgenommen,  immer  auf  die  Form  Yxyz  = 
gebracht  werden  kann  (§.  35.),  so  sind  je  zwei  solcher  Linien,  wenn  sie 
einerlei  Characteristik  g  und  damit  eine  gemeinschaftliche  Gleichung 
haben,  einander  collincar.  HaLei  entsprichl  der  Cenlralpunkl  cA  +  6ß 
+  cC  der  einen  dem  Centralpunkie  der  ;indem,  und,  wie  gehörig,  die 
Punkte  bB  —  cC,  cü  —  oA,  aA  —  bii.  1  i  die  Wendepunkte  %.  31.) 
der  einen,  den  Wendepunkten  der  andern,  die  K. kreise  B€,  CA,  AB, 
d.  i.  die  an  die  Wendepunkte  der  einen  Linie  gelegten  Bertlhningskreise, 
denselben  Kreisen  bei  der  andern,  «.  s.  w.  Weil  übrigens  die  Gleichung 
nach  a?,  y,  *  symmetrisch  ist,  so  kann  man  die  Punkte  A,  B,  C  Ij(  i  der 
einen  Linie  den  gleichnamigen  Punkten  bei  der  andern,  oder,  was 
auf  dasselbe  hinauskommt .  die  drei  Wendepunkte  der  einen  den  drei 
Wendepunkten  der  andern,  in  jeder  beliebigen  Folge  entsprechend 
setzen,  und  es  sind  daher  die  beiden  Linien  auf  sechs  verschiedene 
Arten  einander  collinear. 

Da  ferner,  wenn  zwei  Linien,  deren  jede  drei  Wendepunkte  hat. 
einander  colline^ir  sein  sollen,  die  Wendepunkt f  der  einen  und  die  der 
andern,  also  ati<  h  die  beid<»rseit.s  von  den  Tangenten  in  fJen  Wende- 
punkten iTPhfldeten  Dreiecke  {ABC  nnd  X,  ß,  einander  entsprechen 
nni>>rn  so  können  die  Linien,  \\enn  sie  verschiedene  CharacterisUken 
hiihiMi  1111(1  folglidi  ihre  auf  jene  Orpiecke  bezogenen  Gleichuogea  nicht 
identisch  .sind,  auch  nicht  einander  collinear  <ein. 

Zwei  Linien  der  dritten  Ordnung,  deren  jede  drei  Wendepunkte 
hat.  sind  daher  nur  dann  und  dann  immer,  und  z>var  auf  sec?is<  riei 
Wei.sc,  einander  collinear.  wenn  ihre  C.haracteristiken  einander  gleich 
sind.  Insbosond<'re  sind  es  daher  ;i!!e  die  Linien ,  welche  eine  Cha- 
racteristik —  1  und  damit  einen  isoUertcn  Punkt  haben  f!^'.  3G.V 

Das  jetzt  von  IJnien  mit  drei  Wendepunkten  im  Allgemeinen  tie- 
sagte  gilt  aber  auch  fllr      specieiiea  in  §.  4S.  erörterten  fall,  wenn  die 
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an  die  drei  Wendepunkte  F,  G,  //  gelegten  i  aiiis'fnten  sich  in  einem 
Punkte  C  schneiden.  Denn  die  auf  den  Ausdruck  fxF  +  gyG  kzC 
sich  beziehende  Gleichung  einer  solchen  Linie,  z^  =  Ty  t  —  y),  ist  frei 
von  einer  erst  noch  zu  bestimmenden  Constaute ;  mithin  sind  alle  diese 
Linien  einander  coIIuk  ar  verwandt.  Und  da.  wie  aus  42.  crliellet.  die- 
selbe Gleichiiiijy;  hervorijeht,  wenn  statt  F  und  G  ein  anderes  Paar  Wende- 
punkte zu  F.  punkten  genommen  wird,  jio  kouiien  auch  je  zwei  dieser  Linien 
auf  sechs  venschiedene  Arten  •■inaiidi  i  i Ktlinear  aosQt/.l  weiden.  Endlich 
lülgl  unnitüt  Uiar  aus  dem  Priucip  der  Coiiineaiion,  dass  keine  dieser  Linien 
einer  andern,  bei  welcher  die  Tangenten  in  den  drei  Wendepunkten  sich 
nicht  in  einem  Punkte  sdmeiilen,  colUnear  sein  kann. 

Was  die  mit  einein  Knoten  versehenen  Linien  der  dritten  Ordnung 
anlangt,  so  sind  diese  insgesanimt  einander  collinear,  weil  in  ihrer  auf 
den  Ausdnick  ctC  ^  du  D-{-evE  bezogenen  Gleichung  Htuv  =  {u^vf 
(§.  43.)  keine  erst  n  k  h  zu  bestimmende  Constante  vorkommt. 

Weil  die  GleichuMi;  nach  tt  «nd  V  syninietriscli  ist,  ><  i  kctunen  je  zwei 
dieser  Linn  ii  auf  doppctu  \\  eise  auf  einander  bezogen  werden.  Hat  man 
nSmlich  die  eine  Linie  riut  den  vier  Punkten  C,  D.  E  und  L.  =  cC  -{-dB 
+  eE,  und  die  andt  n'  mit  den  vier  ihnen  resp.  entsprechenden  C,,  A),, 
und  /v,  construiert,  so  kann  man  auch  E^  dem  D  und  D^  dem  E 
entsprechend  setzen;  d.  h.  die  zwei  Tangenten  CD  und  CE  am  Kndten 
C  der  einen  Linie  können  willktlhrlich  den  zwei  Tangenten  am  Knoten 
der  and«  IM  entsprechend  gesetzt  werden.  Je  zwei  solcher  Linien  kOnnea 
aber  nicht  noch  auf  eine  dritte  Art  einander  collinear  sein,  weil  der 
Knoten  6' und  der  Wen(l<"|iunkf  B  der  einen  Linie  «nd  die  dun  h  diese 
Punkte  an  die  Linie  gol*  irini  T;iiij.,N'ii!on  CD  und  CE,  BBE  und  ÜL 
denselben  Sttlcken  bei  der  aiMlrm  entspret  lien  niUssen. 

Eben  so,  wie  alle  Linien,  welche  einen  Knoten  haben,  sind 
endlich  auch  je  zwei  mit  einer  Spitze  verseliene  Linien  einander 
collinear;  denn  in  ihrer  auf  den  Atisdruck  axA  -f  hyB  +  czC  sich 
beziehenden  Gleichung  t/'s  =  \%.  44.)  ist  keine  willkührliche 
Constante  cntlialten.  Dabei  entsprechen  der  Spitze  C,  dem  Wende- 
punkle  B  und  dem  Durchschnitte  A  der  an  C  und  B  t^elegten  Tangenten 
der  einen  Linie  die  gleichnamigen  Stücke  bei  d<  i  cunlt  ni.  Je  zwei  sol- 
cher Linien  können  aber  auf  unendhch  viele  Arten  einander  collinear 
gesetzt  werden;  denn  der  Punkt  cA  +  6ß  cC  ist  ein  beliebiger  Punkt 
der  einen  Linie,  und  für  den  ihm  entsprechenden  a,  A,  -^h^B^  +€, 
kann  man  jcNlen  beliebigen  Punkt  der  andern  wabJen. 
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§.  47- 

Sind  zwei  sphärische  Linien  einander  collinear,  so  sind  es  auch  die 
Centralprojectionen  derselben  auf  Ebenen,  und  umgekehrt:  sind  zwei 
ebene  Linien  einander  coHine^r.  m  sind  (\s  aiicli  ihre  .sphärischen  Pro- 
jectionen.  Alles,  was  im  vor.  §.  aber  die  collineare  Beziehung  zwischen 
sphärischen  Linien  der  dritten  Ordnung  bemerkt  worden .  niuss  mithin 
wörtlich  auch  bei  den  ebenen  dieser  Ordnung  gelten.  Jenachdem  daher 
von  zwei  solchen  Linien  die  eine  drei  Wendepunkte,  oder  siail  zweier 
derselben  einen  Knoten,  oder  eine  Spitze  hat,  muss  auch  die  andere, 
wenn  sie  der  erstem  colhuear  heisson  soll,  im  ersten  Falle  drei  Wende- 
punkte, im  zweiten  einen  Knoten,  im  dritten  eine  Spitze  haben.  lui 
zweiten  und  (inllcu  braucht  ktune  andei\M'ilige  Bedingung  erfüllt  zu 
worden.  Im  ersten  Falle  dagegen  muss  noch,  jenachdem  sich  die  Tan- 
genten an  den  drei  Wendepunkten  der  einen  Linie  in  einem  Punkte 
schneiiien,  oder  nicht,  das  eine,  oder  das  andere  bei  der  entsprechen 
sollenden  Linie  geschehen;  nmi  wenn  beiderseits  die  drei  Tangenten 
sich  nicht  in  einem  Punkte  schneiden,  so  muss  noch  die  Characteristik 
der  einen  Linie  der  Characteristik  der  andern  j-lci  Ii  sein. 

In  §.  40.  construierten  wir  eine  kruiiunr  lluche,  welche  die  Eigien- 
schafl  besass,  dass  jeder  Schnitt  derselben  mit  einer  Ebene,  welche 
einer  gewissen  (liundebene  parallel  war,  eine  Linie  der  dritten  Ordnung 
mit  drei  unendlich  entfernten  Wendepunkten  und  mit  einer  dem  Ab- 
stände (j'  der  schneidenden  Ebene  von  der  Gnmdehene  firoj^orlionalen 
rharac((  I  istik  i^;ib.  Diese  Flüche  kann  daher  ais  die  HcfnUsentantm  aller 
ebetu  n  Linien  der  dritten  Ordnung  mit  drei  Wendepunkten  angesehen 
werden,  indem  jede  dieser  Linien  einem  gewissen  mit  der  Gnindebene 
paraiielen  Schnitte  der  Fläche  collinear  ist. 

Selbst  dir  l.iiue,  bei  welcher  die  Tangenleu  der  drei  WerKli  pnnkto 
sich  in  riiHMii  Punkte  treffen,  kann  man  als  einen  Si  limtt  (lit  scr  Madie 
betra(  ti  Doim  je  grösser  der  Absland  g  der  sc  h neidenden  Ebene  von 
der  <jnHuU  i)<  III-  n;u'h  der  einen  (>(](  r  der  .andern  Seite  ist,  desto  mehr 
liegen  die  dem  » :t  nli  aljmnkte  nächsten  Punkte  der  drei  hyperbolischen 
Cur\en  des  Schnilles  vom  Centralpunkte  entfernt;  desto  mehr  ver- 
schwindet also  das  von  den  Asymptoten  der  auf  dki  Grundebene  recht- 
winklig projicierten  drei  (Kurven  gebildete  und  den  Centraipunkt  als 
Mittelpunkt  enthaltende  endliche  Dreieck  gegen  die  Curven  selbst,  wie  ein 
blosser  Punkti  so  dass  bei  einem  unendlich  grossen  g  der  äcbniu  sieb  als 
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eine  der  in  §.  42.  betrathtelen  Linien,  nur  in  unendlicher  Vergrössening, 
ansehen  Iftsst.  Anch  stiuimt  damit  die  dortt£ro  Bemerkung  Uberein,  dass 
die  Characteristik  {g}  einer  fioichen  Linie  »"ft'MÜ^'dh  ffosB  ttt* 

BSntlieUvag  der  L»imi  der  drltteB  Ofdauni^  in  Gattniigett. 

^.  48. 

Der  in  §  2.  ßeni;i(  htori  HcsiuDmung  zu  Folge  sollten  die  I^iniAn  der 
dritten  Ordnung  nach  dem  Priiicip  der  CoUineation  in  Gattingeo  ver~ 
theift  werden,  so  dass  je  zwei  dieser  Linien,  jenachdem  sie  einander 
coilioear,  oder  nicht  collinear  sind,  zu  einerlei  Gattung,  oder  ai  yef 
schiedenen  gehörten.  Eine  Gattung  würden  hiemach  die  Linien,  welche 
einen  Knoten  haben,  ausmachen ;  eine  zweüe  Gattung  die  mit  einer  Spitsse 
versehenen  Linien.  Die  übrigen  Gattungen  würden  alle  mit  drn  Woide- 
punklen  versehenen  Linien  enthalten.  Die  Anzahl  dieser  Gattnngen  aber 
wOrde  unendlich  groas  sein,  da  jeder  Characteristik  eine  besondere 
Gattoog  entspräche»  und  die  GhaFScteristik  jeden  beliebigen  positiven 
oder  negativen,  nrti«nialea  oder  iirationalen  Zahlenwerth  halben  und 
selbst  unendlich  gross  sehi  kann. 

Wenn  nun  auch  durch  Angabe  der  Characteristik  etwas  der  Linie 
Bigenihiiniliches  ausgedruckt  wird,  und  sie  dabei  noch  unsllhUg  vei^ 
aehiedene  Fonnen  haben  kann,  so  wOrde  doch  ebe  aofehe  Unterscheidung, 
wo  der  Uebeigang  von  einer  Gattung  snr  andern  nach  dem  Gosels  der 
Stetigst  dnrdi  unendfich  viele  andere  g^schihe,  nicfat  eine  Ctassilicalicni 
au  nennen  sein.  Unter  diesen  Umstünden,  und  wenn  wir  die  ColKneation 
als  oberates  Eintbeilungsprincip  nicht  an%dien  wölk»,  schdnl  es  am 
angeoiessensten,  fip<gende  Bestimmung  Uber  die  Bintfieilung  in  Gattungen 
festzusetzen:  dtas  je  zwei  Linien  zu  verschiedeoen  Gattungen  gerechnet 
werden,  w»m  sich,  ohne  erst  eine  Uessuiig  vorzunehmen,  eiliennen  lasst, 
daas  sie  einander  nicht  collinear  smd.  Ibnn  man  aber  ohne  vorher  an- 
gestellte Messung  dieses  nicht  «itennen,  so  zahle  man  sie  zu  einerlei 
Gattung. 

Dieses  festgesetzt,  werden  nach  §.  36,  die  Linien,  welche  drei 
Wendepunkte  haben,  in  fünf  Gattungen  zerfallen.  Legen  wir  nämlich, 
zunächst  nur  die  sphärischen  Linien  berUcksicliligend,  an  die  Wende- 
punkte einer  solchen  drei  Bertthningskreise,  und  nehmen  ftlrs  Erste  an, 
dass  sich  dieselben  nicht  in  einem  Punkte  schneideD.  Durch  sie  und 
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dorch  den  Wendekreis  wird  die  Kugelflllebe  in  adit  Dreiecke  mid 
secbs  Vierecke  serlegt,  von  denen  die  sechfi  lelilera  und  sechs  der  «cht 
erstem  an  den  Wendekreis  grenzen  (§.  35 ). 

Zu  der  ersten  Gattung  rechne  man  nun  alle  diejenigen  Linien, 
welche  bloss  aus  einer  sich  durch  die  am  Wendekreise  liegenden  sechs 
Dreiecke  windenden  Curve  bestehen.  Die  Charakteristik  g  jeder  dieser 
Linien  ist  grosser  als  1  und  von  endlicher  Grosse. 

KoBomt  zu  einer  atao  geformten  Curve  ein  isolierter  Punkt  hinzu, 
so  rechne  man  dte  Linie  zur  zweiten  Gattung;  tür  ae  iai  g  =  i. 

Bei  Linien  der  dritten  Gattung  hat  sich  der  isolierte  Punkt  zu 
einer  isolierten  Curve  erweitert,  und  es  fällt  g  zwischen  1  und  0.  — 
Aus  §.  36.  wissen  wir,  dass  sowohl  jener  Punkt  und  sein  Gegenpunkt, 
als  diese  Ciure  und  ihre  Gegencurve,  stets  in  den  zwei  nicht  an  den 
Wendekreis  grenzenden  Gegendreiecken  zu  suchen  sind. 

Die  vierte  Galtung  umfasst  alle  die  Linien,  welche  aus  einer  sich 
durch  die  sechs  Vierecke  ziehenden  Curve  bestehen.  Für  diese  Linien 
iial  g  eiueu  nt'fj;ativen  endlichen  Werth. 

Die  fünfte  (Haltung  wini  von  den  Linien  gebildet,  bei  welchen 
die  an  die  drei  Wendepunkte  gelegten  Tangenten  sich  in  einem  Punkte 
schneiden,  und  wo  g  uncndhch  gross  ist. 

Von  diesen  fUnf  Gattungen  kann  man  die  zweite  und  die  fünfte 
auch  bloss  als  Uebei^ngsgattungen  betrachten;  die  zweite  als  den 
Uebergang  von  der  cr.sten  zur  dritten ;  die  fünfte  als  den  L'ehergang  von 
der  vierten  zur  ersten  Gattung,  da  das  unendlit  h  f/iosse  q  bei  der  fünften 
ebensowohl  positiv  als  negativ  genoniinen  werden  kann.  —  Den  hier 
nicht  mit  gerechneten  Lebergang  von  der  dritten  zur  vierten  Gattung 
bildet  ein  System  von  dr(>i  llauptkreisen,  als  in  welches  sich  die  Linie 
flu*  y  ~  0  verwandelt,    js^.  IJG.j 

Zu  diesen  fiinf  Gattungen  von  Linien  imi  diei  Wendepunkten  kom- 
men als  sechste  und  siebente  Gattung  der  Inbegriü'  aller  der 
Linien ,  bei  welchen  an  die  Stelle  zweier  der  drei  Wendepunkte  das 
einemal  ein  Knoten,  das  anderemal  eine  Spitze  getreten  ist. 

§.  49. 

Anf  gleiche  Art,  wie  dit  spljarischon  müssen  nun  auch  die  ebenen 
Liuien  der  dritten  Ordnung  in  .sieben  Gattm-t  n  zcrfalieu.  und  es  wird 
leicht  sein,  die  Merkmale  anzugeben,  an  denen  jede  Gattung  einzeln 
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erkannt  wird.  H;U  nämlich  die  r.n  Ihmii  tlifilcndt'  T-inie  nur  oinen  Wemle- 
punkt  und  stall  der  l)Oi»lt  ii  andern  einen  Knoten,  oder  t  ine  Spitze,  so 
ceh«rt  sie  im  erstem  Falle  zur  sechsten,  im  letztern  znr  sielienten 
(jattiinu.  Hat  sie  datregen  drei  Wendepunkte,  so  le.Lre  man  an  diese 
PunkU'  (lr(M  Tanijenten.  Schneiden  sich  dieselben  in  eineiu  Punk((\  so 
ist  die  Linie  zur  filnn<'n  (latlung  zu  rechnen.  Im  ent^?egens:espl/.ten  Falle 
wird  die  Ehene  von  den  drei  Tangenten  und  von  der  die  drei  Wende- 
j)unk(o  verhindenden  Geraden  im  Allgemeinen,  d.  Ii.  wenn  keine  zwei 
dieser  vier  Geraden  einander  parallel  sind,  in  zwei  en  lli*  lu»  Dreiecke, 
ein  endliches  Viereck  und  aelit  unendliche  Theile  zeiiegl  (Fig.  22.). 
Wird  diese  Figur  auf  die  Kugel  projieiert,  so  gehen  die  zwei  ebenen 
Dreieeke  zw  ei  sphärische  Dreiecke  und  das  ebene  \  iereck  ein  sphärisches 
Viereck ;  den  acht  unendlichen  Theilen  aber  enlsjjiecheu  auf  der  Kugel 
abwechselnd  Drei  nnd  \'ierecke,  so  dass  an  die  Seiten  der  Dreiecke 
bloss  Vierecke,  unii  umgekehrt,  grenzen*'.  Da  nun  eine  sjihtlrische 
Linie  der  vierten  Gattung  sich  durch  alle  Vierecke  windet,  so  w  ird  zu 
derselben  (jaiiimg  auch  die  ebene  Linie  zu  zahlen  sein  wenn  ein  Theil 
derselben  innerhalb  des  endlichen  Vierecks  enthalfen  i.^l  I mdct  sich  im 
Viere«  ke  nicht.«  von  der  Linie  vor.  so  gehört  sie  zu  einer  der  drei  ersten 
Gattungen,  und  /war  /  u  zweiten,  wenn  sie  einen  isolierten  Punkt  hat; 
in  Ermangelung  <iesselben  zur  ersten,  oder  driüen  Gattung.  Um  luerdber 
zu  entscheiden,  untersuche  man  auf  die  in  ^.  14  angegebene  W  eise,  ob 
die  Linie  aus  einer  einzigen  Curve  beslelil.  udrr  aus  zweien  zusammen- 
gesetzt ist.  Denn  im  erstem  Falle  ist  sie  eine  Linie  der  ersten,  im  letz- 
tem der  dritten  Gattung. 

Ein  anderes  Verfahren,  um  die  erste  und  die  dritte  («attung  von 
einander  zu  unterscheiden,  ist  folgendes.  Man  sehe  zu.  ob  die  ebene 
Linie  eine  Cur\'e.  sie  lieisse  X,  enthalt,  welche,  sich  ununterbrochen 
(durch  mit  4-  bezeichnete  also  dreieckige  Räume)  fortziehend,  zwei  nach 
entgegengesetzten  Kichtungcn  sich  erstreckeiule  unendliche  Aeste  hat. 
Beim  Dasein  einer  solchen  Curve  unterscheidet  sich  nun  eine  I>inii-  ii  r 
ersten  Gattung  von  einer  der  dritten  dadurch,  dass  erstere  aus  ).  allein 
besieht.  Ist  aber  eine  Curve,  wie  A,  nicht  vorhanden,  so  zeichnet  .sich  die 
dritte  GattuDg  vor  der  ersten  dadurch  aus,  dass  sich  im  ihr  eine  end- 


*)  In  der  Figiir  sind  die  den  sphririsdien  Drei-  und  Vierecken  enliprechenden 
Wumc  resp.  mit  -f"  tim!   —  hpzoirlnml. 
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liebe  in  sich  zarUcklaufende  Curve  vorfindet.  —  Der  Gmnd  hiervon  ist, 
dass  sieb  die  nur  mit  Einem  Fnare  unenditcber  Aeste  versebene  Curve  l 
auf  die  Kugel  als  eine  einftiche  Corvo  projieiert,  die  vom  Hauptkreise  p 
(§.  }  3.),  weleher  mit  der  Ebene  von  X  parallel  ist,  nur  in  Einem  Ptmkte 
geschnitten  wird,  und  dass,  wenn  eine  Curve,  vrie  X,  fehlt,  der  Hanpt- 
kreis  p  mit  der  einrieben  zur  sphärischen  Projection  der  Linie  geboren« 
den  Curve  drei  Punkte  gemein  haben  muss  und  lolglidi  nicht  auch  noch 
die  ZwillingBCurve,  dafem  diese  vorbanden  ist,  treffen  kann. 

Es  wären  jetst  noch  die  Modificationen  hinzuzufbgen,*  welche  die 
voranstebenden  R^ieh  erleidra.  wenn  einer  oder  etliche  der  merkwür- 
digen Funkle  der  Linm  oder  eine  der  dmh  diese  Punkte  bestimmten 
Geraden  in  die  Unendlichkeit  rücken.  Da  aber  die  Entwickelung  dieser 
Modificationen  durchaus  Iratne  Sdiwierig^t  hat,  so  genüge  es,  den  Blick 
noch  einmal  auf  die  fUnf  Newton*achen  Parabefai,  als  ein  hieilier  gebfiriges 
Beispiel,  zu  lenken  und  zu  bemerken,  daas  die  parabola  pura,  je- 
nachdem  die  an  ihre  zwei  symmetrischen  Wendepunkte  gelegten  Tan- 
genten nach  dem  Scheitel  zu  eonveigieien,  oder  diveigieren,  oder  mit 
einander  parallel  sind,  eine  Linie  der  ersten,  oder  vierten,  oder  fiinften 
Gattung  reprflsentirC,  wibrend  die  vier  ubrigen  Parabehi  als  Stell' 
Vertreterinnen  der  vier  ttbrigen  Gattungen  sich  betracbten  lassen. 

Noch  weniger  kann  hier  die  Entwickelung  der  verschiedenen  Arten 
von  Linien,  welche  zu  jeder  der  sieben  Gattungen  geboren,  eine  Stelle 
finden.  Ich  bemerke  nur  in  dieser  Hinsicht,  dass  auf  der  Kugel  die  ver- 
schiedenen zu  einer  und  derselben  Gattung  gehörenden  Arien  skdi  durdi 
die  Lage  unterscheiden,  welche  der  mit  der  Projectionseb^  parallele 
Haoptkreis  gegen  die  die  Galtung  rcprUsentirende  sphärische  Lnie  hat, 
und  daas  man  sieh  daher  schon  dadurch  emen  ungefilbren  Begriff  von 
den  Formen  der  verscbfedenen  Arten  derselben  Gattung  verschaffoi  kann, 
dass  man  eine  Kugel  mit  der  darauf  verzeidmeten  die  Gattung  vor^ 
stellenden  Linie  in  weiter  Entfernung  aus  verschieden  Geskhtspimkten 
betrachtet  und  dabei  steh  jedesmal  die  den  scheinbaren  Rand  der  Kugel 
treffenden  Linientheile  in  unendHcbe  Aeste  verwandelt  denkt. 


Bcriehtlgviis.  SaitoSS«  ZaUeS:  aiobt  malir  GflaSgs  feMUdit.  JlSm  «tw  Atom; 

weni(2slens  so  lan^«^  nfctit ,  nts  man  von  den  Cubikwanelll  tut  te,  tr»  *  blOM  die  rMlIcn 
WerUie  berücksicbtiyt.  Der  Unind  hiervon  u.  s.  w. 


Digitized  by  Google 


Digitized  by  Google 


P.  A.  HANSEN 


L 

ALLGEMEINE  AUFLÖSUNG 

»MBS 

BüLlüBlGtiN  SYSTEMS 
VON 

LINEAWSGHEN  GLElCHLiM;EN. 

U. 

» 

liB£R  DIE 

ENTWICKELÜNG  DER  GRÖSSE 

(1  —  2«Ä  +  i^-* 
NACH  DEN  POTENZEN  VON  o. 


Abhaiull.  d.  K.  S.  Cm.  A.  WiuniM-h.  I.  7 

Digitized  by  Google 


I. 


ALLGEMEINE  AUFLÖSUNG  EINES  BELIEBIGEN  SYSTIvMS  VON 
LLNEARISCHEN  GLEICHUNGEN. 

Die  Auflösung  eines  b('Iioi)igcn  Systems  von  linearischen  Gleichungen 
ist  langst  i<(^i>;f^l)on  und  wird  in  fast  allen  LohrhliHiom  vorgetragen;  allein 
das  Verfahren,  well  ht  s  man  dalür  i'ntwick(>lt,  wird  unüborsichtlicli,  sobald 
die  Zahl  der  UnbekamUcn  utwas  gross  ist.  und  vor  licri  fast  srlion  bei  drei, 
untl  \i(?lmelir  noch  bei  vier  oder  mehr  Unbekiinnten  .seine  Anwendbar- 
keit ;  dies  Verfahren  verlangt  überdies  für  jede  grossere  Anzahl  von  Un- 
bekannten die  besonder»'  Conslrurtion  der  anzuwendenden  Formeln. 
Bezeichnet  man  die  geriebenen  Gleichungen,  wie  folgt: 
fljr  -f  bx'     etf.  +  f/  =  0 
a'x  +  b'x  +  etc.  +  I/'  =  0 
etc.  etc. 
dann  ist  bekanntb'ch  fUr  zwei  Unbekannte  und  eben  so  viele  Gleicbongen- 
der  Nenner  der  Ausdrucke  der  Unbekannten  = 

ab'  —  ba' 

und  hieraus  kann  man  nicht  unmittelbar  den  Nenner  der  Unbekannten 
berechnen,  wenn  man  deren  drei  und  eben  so  viele  Gleichungen  hat, 
sonilern  man  mnss  im  Voraus  die  Goeflicienten  der  dritten  Unbekannten 
und  die  der  ersten  und  zweiten  Unbekannten  in  der  dritten  Gleichung 
\^rmittelst  gewisser  Versetzungen  in  den  obigen  Amdruck  einfithren,  und 
dadurch  die  folgende  Form  construieren : 

c  — oac  •{•aco  — bca  +  coo  — cba 
welche  nun  der  Nenner  ist.  Diese  Formel  kann  man  eben  so  wenig  un- 
mittelbar anwenden,  wenn  vier  oder  mehr  Unbekannte  durch  eben  so 
viele  Gleichungen  gegeben  sind,  sondern  muss  immer  von  Neuem  die 
aOEUWendende  Formel  aus  der  ntichsl  vorhergehenden,  fUr  die  um  King 
geringere  Anzahl  von  Unbekannten  geltenden,  ableiten. 

Dieser  Umstand ,  so  wie  die  oben  erwähnte  Untibersichtlichkeit  die- 
ser Formeln  für  eine  grössere  Anzahl  von  Unbekannten  hat  veranlass 
dass  man  sich  in  der  Praxis  selten  oder  ni^  derselben  bedient,  aondeni, 

7* 
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wenn  das  goiicbono  System  von  Gleichungen  mclit  etwa  nälierungsweisc 
aufgelöst  Nvcrdcn  kann,  auf  mechanische  Weise  eine  Unbekannte  nach  der 
andern  elinimit  it. 

Es  schien  mir  daher  nützlich  ein  Verfallen  zu  siithen,  wi  lthcs 
gWiSisere  Uehers^iclit  arewUhrl  wie  jenes,  und  nicht  ftlr  jed(»  Anzalil  \oii 
Lnbek;iniü('i\  erst  die  l>cs(tmlt're  Construction  der  anzuwcndcmi^'n  For- 
meln Verlangl,  sondern  die  fUr  einige  wenige  Unbekannte  vollständig 
ausgeschriebenen  l  'oruieln  ohne  WtMleres  auf  jede  grass(>rn  Anzahl  der- 
selben anzuwtMiden  gcslallel.  Ich  Tand  Itald  die  Auflfisung.  die  in  den 
folgenden  BliiUmi  eniliallen  ist,  und  die  die  Eigenschailen  besitzt,  die  ich 
so  eben  als  wdnschenswerth  angeführt  habe.  Diese  Auflösung  ist  der- 
jenigen analog,  weklie  Galss  schon  vor  Jahren  für  das  specielle  System 
von  linearisrhen  Gleichungen  gngohen  hat.  a»if  w clrhos  man  hei  der  An- 
wendung dei-  Methode  der  kleül.^UM^  Qunthale  hingeführt  watl,  und  ihe 
sieh  nun  als  ein  s|)eeieller  Fall  dieser  für  jedes  System  von  üneariiRhen 
(ileichangen  gültigen  daistelli.  Diese  Aulldsiing  zerfkllt  durch  eine 
Aendenmg,  die  man  mit  einigen  der  Hiilfsgi  s  n  vornehmen  kann,  in 
zwei,  die  in  der  Anwendung  sich  merklich  \  ()n  einander  unterscheiden. 
Die  erste  derselben  ist  die  allgemeinere,  indem  sie  nicht  nur  tlie  Werilie 
der  Unbekannten,  sondern  auch  die  Coeffic  ienl(>n  der  unbestijiiniten  Auf- 
lösung (!xpticite  giebt.  Die  zweite  emphehlt  sich  dureli  ktitvere  Rech- 
nung wie  die  erste,  wenn  es  sich  bloss  »im  die  iMimlleiung  dt  i  Werlhe 
der  Unbekannten  hiindelt,  giebt  j<Mloch  auch  di(^  ('oeflirienten  der  uube- 
slimnUtMi  AulUisung  durrli  eine  Rechmmg,  die  nicht  hingef  ist  wie  die, 
welche  die  erste  Auflösung  im  für  verlangt,  wenn  man  alle  auszuführenden 
Rechnungen  in  Betracht  zieht. 

Nach  der  Ableitung  dieser  beiden  Auflösungen  berücksichtige  ich  ddn 
Fall,  wo  alle  Gleichungen  des  gegei)enen  Systems  von  Gleichungen  nicht 
von  einander  unabhängig  sind  und  wo  man  also  die  Werthe  der  liid»e- 
kannten  nicht  berechnen  kann.  Icli  gebe  das  Kennzeichen  Iii'  für  an.  und 
zeige,  wie  man  (he  Bedingungsgieichung  selbst,  die  dann  zwischen  den 
gegebenen  Gleichungen  noth wendig  statt  finden  muss,  auf  eine  einfadio 
All  direct  erhalten  kann.  Hiefur  zeigt  sich  die  erste  Auflösung  etwas  ein- 
facher wie  die  zw  eite.  indem  gewis.se  darin  ohnehin  vorkommende  11  Ulfs - 
grössen  zugleich  die  Coeflic  ienten  dieser  Bedingungsgleichung  sind. 

Endlich  habe  ich  die  Anw  endung  der  Auflösung  und  die  bemerkens- 
werthen  Einzelheiten,  die  dabei  vorkommen,  durch  Beispiele  eriAuteit. 
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i. 


{ad)  ar  +  [ab]  x'  +  [ac]  x  +  {ad)     +  etc.  +  9  =  0 
ihn)  X  +  [hh]  X  Ar  (bc)  x  +  (W)  jT  +  etc.  +  fl'  =  0 
(ca)  X  +  [cb)  X  +  (cc)  x"  +  {cd)  X*  +  etc.  +  f  =  0  j-  (1) 
+      «'  +  (de)  »  +  {dd)    +  etc.  +  ^-'  =  0 
etc.  etc. 
eiD  bei iebqscs  System  von  linearischen  Gleicbungen,  in  welchen    s\  etc 
die  unbekaimten  Grössen  bedeuten,  und  die  Coefficienten  (aa),  (ab),  (bo), 
etc.  von  einander  unabhängig  sind.  Man  multtpliciere  die  erste  Gleichung 
mit  der  unbestiDunten  Grösse  «,  und  addiere  sie  hierauf  zur  zweiten. 
Hierdurch  entsteht 

[(<ia)a+(^]«+[(fl6)a+(66)]x'+ [{a<;)  a+ (6c}]x  +  [(oi/) « 

+  [?«  +  !/']  =0- 


Setzra  wir  nun 

(«1)  «  +  {ba)  == 

0 

(si)  a  +  (M)  = 

ibb,i) 

{te)  a  +  (Äc)  -- 

{bcA) 

{ad)a  +  {bd)^ 

etc. 

+  =0' 

so  ergiebt  sich 

(66,1)  X  +  (6c,1)     +  (6<i,l)     +  elc.  +  Q  =  0, 
in  welcher  x  eliminiert  ist. 

Multiplicioron  wir  femer  die  erste  Gleichung  mit die  zweite  mit  fi\ 
und  addieren  beide  hierauf  zur  dritten,  so  bekommen  wir,  wenn  wir 

(aa)  a  +  {ba)  ß'  +  (ca)  =  0 
(6a)  a  +  (66)     +  {c!>]  =  0 
(ca)  a'  +  (6c)     +  (cc)  =  (cc,2) 
{da)a+(W)^  +  («<)  =  («<.«) 

setzen, 

(cc,2)  x"  +  (c<i,i}  x"  +  etc.  +  0"  =  0 . 

wo  X  und  x  eliminiert  sind.  Durch  Fortsetzung  dieses  VeHahrens  er- 
giebt sich  femer 


(3) 
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(aa)  tt"  +  iba  ß'  +  'cn"  y  +  [da)  —  0 
{ab)  a  +  M)  ß  +  [cbj  y  +  idb)  =  0 
{ac)  a  +  (k-)  /J"  +  (cc)  /  +  (de)  =  0 
(4)  {  M)a  +         + (dd)  =  (£W.3) 

etc. 

q»  ■\-qß     +9y     +7  =v 
((W,3)  a?"  +  etc.    +0"  =0 
und  80  fort,  bis  alle  vorgegebenen  Gleichangtti  erschöpft  sind.  Das  ur- 
spronglichc  System  von  lüiearischcn  Gleichuiigen  wird  also  durch  dieses 
Verfalircu  in  foIjL'endes  vei*wandcll: 

(m)  X  +  [ab]  X  +  [ac\  x  +  [ad]     +  etc.  +  9  =  0 

(66,1)  X  +  (k,l)  X  +  (6<i,1)  x"  +  etc.  +  0  =0 
(cc»2)  «'  +  (c(i,2)     +  etc.  +  0"  =  0 
(d(i,d)«''  +  etc.  +  (r=0 
etc. 

wo  in  jeder  nachfolgenden  Gleichung  immer  eine  i)nh(  krmntc  Grösse 
weniger  vorkommt,  wie  in  der  vorhergehenden,  60  dass  die  letzte  der* 
selben  nur  Kine  Unbekannte  enthalt. 

Diese  Gleichungen  haben  demnach  dieselbe  Form,  welche  Gauss 
zuerst  dem  specielicn  System  von  h'nearischen  Gleichungen,  auf  welches 
die  Methode  der  Ideinstcn  Quadrate  hinfuhrt,  gegeben  hat.  Gleichwie  in 
diesem  Falle  kann  man  in  dem  hier  behandelten  allgemeineren  die  vor- 
stehenden Gleichungen  weiter  enlwickelo  und  volistttndig  auflösen. 

Die  eben  entwickelten  Gleichongen  zeigen«  dass  man  jedenfalls 
setzen  kann: 


(S) 


etc. 

wo  Ä,  A',  etc.,  ß',  etc.  unbe.stiininle  Grössen  sind.  Substituieren  wir  nun 
diese  Werlhe  der  Unbekannten  in  dio  vorheriyehenden  Glpirhun^pn  so 
bekommen  wir  identische  Gleichungen,  «lie  in  eben  so  viele  z<  [l.iil n 
wie  nnl)estimmte  Grössen  vorhanden  sind,  und  alüo  diese  bojitiniiuen. 
Wir  Ol  li;» Itcn  dadurch  die  folgenden  Gleichungen,  aus  welchen  ^.  A  ,  etc., 
U ,  etc.  beblmunt  werden  miläsen. 
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(oa)  A  +  [ah)  =  0 


{bb,\]  B'^{bc,\)=Q 
(m)  A'  +  {ab)  B'  +  (ac)      +  (ai)  ^  0 

(W.1)B'  +  {6c,1)C"  +  (W,1}  =  0 

 (cc,2)  C  +        =  0 

 etc.   

Diese  Gleichungen  sind  denen,  von  welchen  wir  aoag^jangeD  sind, 
ahDiich,  und  die  Unbekannten  habesi  dieselben  Coefficienten,  nur  ist  die 
Zabl  aller  Unbekannten  hier  snccessrre  von  unten  an  gerecbnet,  inuner 
um  Eins  kleiner,  und  die  bekannten  Glieder  sind  die  Goeffidenlen  der 
zuletzt  wegge&Uenen  Unbekannten.  Wir  können  hier  ebenAJls  setzen: 


(«,«) 


und  dbeaso  fllr  die  andern  der  vorsldienden  Systeme  von  Gleicbungen. 
Die  Substitution  dieser  Gleidiungen  giebt  zur  Bestimmung  von  G,  G\  B 

die  folgenden  Gleichungen: 
(gg)  G  +  [ab)  —  0 
(<iö)  G'+  (o6)         iac)  =  0 


welche  mit  den,  dem  System  für  A.' ,  B".  C,  vonuigcheoden  obigen 
Systemen  identisch  sind.  Hierdurch  wird  al&o  otienbar,  dass 

G  =  A,  G'  =  K,  H'  =  B\  etc. 
und  wir  haben  daher  sofort  zor  Bestimmung  von     A\  etc.,  B,  die 
folgenden  Ansdrttcke : 

—  loa) 


(66,1) 


(hd,i) 
(66,1)" 


^  + 
+ 


A' 


_{cd.i)_ 

(oc,i) 

[cdJl 
[oeA 


etc. 


(«) 
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wddie  wiederam  den  AoBdillcken  (5)  zurBeaUimnang  der  UnbekannteD 
selbst  analog  sind. 

2. 

Um  durch  Anwendung  der  Ausdrucke  (6)  und  (5)  die  Werthe  der 
Unbekannten  berechnen  za  ktfnnen,  müssen  durch  Httlfe  der  Ausdrücke 
(2).  (3),  (4),  etc.  die  Coeffidenfen  (66«4),  {be,i),  etc.  (ce»2},  etc.  (T.  etc. 
berechnet  werden.  Hier  zeigt  sich  ein  wesentlicher  Unterechied  zwischen 
der  vorli^imiden  Aufgabe  und  der  Auflösung  des  spedelten  Systems 
von  Gleichungen,  worauf  die  Methode  der  kleinsten  Quadrate  filhrt. 
Wir  haben  hier,  zufolge  der  Ausdrucke  (2),  (3),  (4),  etc.  die  folgenden 
Systeme  von  linearischen  Gleichungen  aofkulüsen: 
(aa)  a  +  {ba)  =  0 

(iMi)a +(i«]iS' -(-(«»)  =  0 

{ab)  a  ■!■  [bb]     4-  jcb)  =  0 

(M)  «-  +  (te)     +  («)  /  +       =  0 
{ab)  «•+  [bb)  /f  +  (cft)  /  +  (Ä)  =  0 
jue)       jbe)       («)  f  ^■  (&)  =  0 
etc. 

tlie  sich  von  dem  urspriiiiglichcn  System  darin  imtcrsclioiden,  dass  die 
Cocfficicntcn,  die  dort  in  horizontaler  Reihe  stehen,  sich  hier  in  verlicalcr 
befinden,  und  umgekehrt.  Bei  der  Auflösung  der  Gleichungen,  die 
die  Methüde  der  kleinsten  Quiidrate  gicbt,  haben  im  Gegcnlheil  die  den 
vorstehenden  correspondirendcn  Ilülfsgleichungcn  die  nämliche  Form 
wie  die  gegebenen,  welches  man  leicht  erkennt,  wenn  man  (6tt)  =  [ab]^ 
etc.  macht. 

3. 

Um  die  Auflösung  der  eben  angefahrten  Gleichungen  zu  bewcrk- 
stelhgen,  woikni  wir  im  Allgemeinen  ein  System  von  Gleichungen  be- 
trachten, in  welchem  die  CoefTicienten  der  horizontalen  Reihen  denen 
der  verticalen  im  ursprUngHchen  System,  und  umgekehrt,  gleich  sind, 
und  dieses  System  in  Bezug  auf  das  ursprüngUche  das  reciproke  System 
nennen.  Sei  daher  das  reciproke  System  das  folgende: 

[aa)  y  +  [ha]  y  +  (ca)  y  +  [da]  y"  +  etc.  +  r  =  0 

(ab)  y  +  (66)  y  +  (c6)  y  +  {db)  y  "  +  etc.  +  r'  =  0 
(!')   \  {ac)  y  +  (6c)  y'  +  Ux)  y  +  [de)  y"  +  etc.  +  r"  =  0 

\adj  y  +  {bdj  y  +  [cd]  y"  +  {dd)  y  +  etc.  +  r'  =  0 
etc.  etc. 
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Zar  Aaflösung  dieses  Systems  haben  wir  dem  Vorhergehenden  zu 
Folge,  wenn  wir  die  bctroffeaden  Verwandlungeo  vomehmeii,  die 
genden  Gleichungen; 

{ad)      +  iab]  ~  0 


(6a)  +  ihb)  =  (t6,4) 
[cd]  «,  +  [ch]  =  [ch,\) 
[dai  a,  +  {db)  =  \db,\) 

etc. 

ra, +  r'  =Ä' 

[aa]  a;  +  [ah)      +  {ac)  =  0 
{ba)  «;  +  [hh)  /r,  +  (6c)  =  0 
[ca]  «i  +  (c6)  /?;  +  (cc)  _  (cc,2) 
(da)  «;  +  (d6)  ßf,  +  (de)  =  (dc,2) 
etc. 

(flü)  a,"  +  [ah)  ß;  +  {flf^  yl  +  [ad)  ==  0 
(^  a;  +  (66)  ^,  +  (6t;  yl  +  {bd)=0 
H  <+(<*)  Ä  +  (ce)  K  +  («<)  =0 

(di) «{  +  (Ä)  Ä  +      +  (da)  =  (ä;3) 

etc. 


u.  8.W.  Femer 


+  =jr. 


loa 


^  —  M  +  THfiT 
^1  —  -MIT 


(oaj 


+ 
+ 


(de.*) 

jdc.i) 
{cc.%) 


etc. 


AT 


(3') 


(6') 


» ~~  "Wir 


IT 


C;'  +  etc. 

+  etc. 
etc. 


(S") 
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4. 

Bevor  ich  weiter  gehe,  mache  ich  darauf  aufmerksam,  dass  ich  im 
vorhergehenden  Artikel  Grup[)OQ  von  Grössen,  die  äusserlich  von  den 
correspondirenden  in  Art.  1.  verschieden  sind,  dieselben  abkürzenden 
Bezeichnungen  :bbA),  (cc,2),  {dd,Z),  etc.  gegcbi n  h  ihc.  Es  ist  daher  zu 
beweisen,  dass  diese  in  derThat  identisch  sind.  r\ehuien  wir  die  beiden 
Ausdrucke  für  (</rf,3!  vor;  diese  erfordern,  dass 

(da)  a;  +  [db)  ir;  +  {de)     ={ad)a  +  [bd]  ßT  +  {cd)  { 
sei.  Um  zu  zeigen ,  dass  diese  Gleiclning  in  der  Tbat  in  allen  FJilleu 
ijUill  fimlel.,  sub.stituiere  ich  die  Werthe  von  [da),  [db),  {de),  welche  sich 
aus  den  drei  er.sion  Gleichungen  (4),  so  wie  die  von  (a<<),  (M),  cd),  welche 
sich  aus  den  droi  ersten  Gleichungen  (4')  ergeben. 

Hierdurch  entsteht  ohne  Weitere.s : 

(aa)  a  aj  +  [ha]  ß"       +  (cfl)  / 

+  («^ «  Ä  +  m  ß"  Ä  +  w  / 

+  («)  «  f\  +  [hc)  ß"  y\  +  {ee)  /  y\  ^ 
(M)  «4*  a  +  (o*)  ßla   +  (oc)  a 

welches  0  =:  0  ist.  Eben  so  beweist  man  die  Identität  der  obrigen 
Aasdrttcke»  welche  mit  demselben  Zeichen  beseicfanet  worden  sind. 

5. 

Aus  dem  Vorhergehenden  ergiebt  sich  nun,  dass  man,  um  zur  Auf- 
lösung des  ursprüngliclien  Systems  von  n  Laliekannten  zu  gelangen, 
eine  Heiin  von  reciproken  .Sj.stemen  auflösen  muss,  von  wolchon  das 
ausgedeimleste  n —  t  Unbekannte  enüiiilt.  Um  diese  auf/ulnsm.  umss 
man  eine  Reihe  von  ursfirtlngüchen  Systemen  auilüsen,  vou  welchen  das 
ausgedehnteste  n  —  2  Lnl)ekanc»lc  cnlliiilt.  Dann  wieder  eine  Reihe  von 
reciproken  Syst(Mncn ,  von  welchen  das  ausgedehnteste  n  —  3  Uivbe- 
kannte  enthalt,  imd  s  o  fort,  bis  man  endlich  auf  Eine  urspriingln  lu'  und 
Eine  recijpruke  (  .Irn  hang  kommt,  nUmlich  auf  die  beiden  Gleichungen 
{aa,  a  +  [ba)  ~  0  und  {aa)  a,  +  lab)  —  0. 

Man  kann  daher  mit  diesen  anfangen  und  succcssivc  zu  den  aus- 
gedehnteren Systemen  aufsteigen,  wodurch  man  endlich  die  vollständig 
ausgeführte  Auflösung  des  vorgegebenen  Systems  erhält.  Vermöge  der 
Relationen,  die  zvrischen  den  Unbekannten  der  aufKoidsenden  Systeme 
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statt  finden,  reducicrt  sich  iiit;se  Arboif  sehr,  und  lührt  daraufhin,  dass 
man  erst  dio  heidori  vorstehenden  SysU'me  \on  Einer  Cnbekannten,  dann 
zwei  Systeme  von  zwei  Unbekannten,  und  so  fort,  bis  endlich  zwei 
Systeme  von  n  —  1  Unbekannten  aufzulösen  hal,  welche  letztere  als- 
dann unmittelbar  die  Auflösung  des  vorgcgebcoeo  Systems  geben.  Bs 
eatbalten  ferner  in  dieseii  Reiben  von  Systemen  immer  die  vorhergehen- 
den die  Vorbereitoo^n  xnr  Auflösung  der  beiden  znnttchst  folgenden. 

6. 

Gehen  wir,  um  dieses  zu  zeigen,  zu  den  Gleichungen  (2)  zurück. 

Die  erste  dieser  giebt   

•  —  -(ii) 

und  wenn  «  hieraas  berechnet  wonlen  ist,  geben  die  übrigen  Glei'* 
chongen  (S)  die  Coeffidenten 

(66.1).  (6c,  1},  {bd,i),  elc.  (y. 
die  Gldcfauugen  (6  )  geben  ferner  zu  erkennen,  dass 

il)  =  a 

ist  Wir  kommen  nim  ta  den  Gleichungen  (3).  Hier  haben  wir  zuvörderst 
ein  reciprokes  System  tod  zwei  Unbdumnten  aufzulösen.  Wir  müssen 
also  in  der  im  Art.  3.  gegebenen  aligemeinen  Auflösung  eines  reciproken 
Systems  die  Unbekannten  und  die  Zahl  der  Gleichungen  auf  di(?  beiden 
ersten  lieschrUukcn,  und  diese  sowohl  wie  die  bukaunten  Glieder  den 
Gleichungen  (3)  gemäss  ab^iulern.  Wir  müssen  daher  in  (ä  ) 

resp.  für  y,  y',  r,  r 
setzen.  Hierdurch  uud  durch  Zuziehung  der  Gleichungen  (2  )  erhallen 

»vir  «    W 

(H  «,  +  {bb)  = 

JT  =  (w)  «,  +  (c6)  =  (c6,4) 
und  endlich,  wegen  A^^a, 

^    

worauf  die  übrigen  Gleichungen  (3) 

(cc,2),  {cd,2'i  etc.  Q" 
geben.  Durch  die  Gleichungen  (6')  und  (6)  erkennt  man  ferner,  dass 

A\  =  a  \      =       A  =  «, 
iät.  Wir  gehen  jetzt  zu  den  Gleichungen  (4)  Uber.  Um  das  in  diesen  enl- 
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haltenc  rcciproke  System  von  drei  Unbekanalen  auizulösen,  büUcu  wir 
in  die  allgemeine  Auflösung  des  Art.  3. 

a  .       /,  'da\  [db],  (de) 
rcsp.  für  jf,  y\  y\  r,  r ,  r. 
Hierdurch  bekommen  wir  aus  (2')  und  (3') 
IT  ^{da,  «,  +  (db)      =(d6,  l) 
jr     (cto)  «i  +  (ii6)Ä  +  (de)  =(dc.2) 
und  hiennit  aus  (5'} 

P    — ^ 

Um  die  AasdrUcke  für  und  die  hier  gebmuchl  iverdeo,  xu 
finden,  mlissra  wir  ons  an  das  ursiHltng^fiche  System  halten«  irad  darin 
nur  s  und  s\  so  wie  die  beiden  ersten  Gleichung^  beibehalten.  "Wir 
mossen  also  in  diesem  System,  in  Folge  der  beiden  ersten  Gleichmigen 

(3')  Sf,  q,  q 

resp.  in  «4,  ^j,  (oc),  (6c) 
verwandebi.  ffiermit  eiigiebt  sich 

C  =  (oc)  «  +  (6c)  =  [hc,\) 

nnd 

«  —  "irw  +  -\bb7)  «I 

ft  —  -(W.O* 
Wir  erkennen  femer  durch  die  Gleichungen  (6)  und  (6'},  dass 

a;  =  «";  B;  =  /y;  c;'  =  /;  a'  =  o;;  ir  =  Ä 

ist.  D!(>-e  IdenliQcienniL'en  kOnnen  ohne  Grenze  fortgesetzt  werden, 
und  wir  gelangen  dadurch  zur  ausgeführten  Auflösung  eines  beliebigen 
Systems  von  liiKarischen  Gleichungen.  Die  bereite  abgeleiteten  Aus» 
drücke  geben  durch  ihre  rogefanlissige  Form  schon  zu  erkennen,  wie  alle 
folgoaden  zusammengesetzt  sein  mttssen,  und  wir  können  daher  jetzt 
schon,  wenn  wir  sie  in  der  Folge»  wie  sie  zur  Anwendung  kommen,  hin- 
schreiben, daraus  die  für  jede  beliebige  Anzahl  von  Unbekannten  erlbi^ 
derlichen  Ausdrücke  ableiten, 

7. 

Es  ergiebt  sich  soinil  durcli  die  vorhci^ehenden  Ableitungen ,  dass 
man,  um  das  unter  (1)  au%cstclltG  beliebige  System  von  lioearischea 
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Gleichungen  vollständig  au(zui<te^,  die  Berechnung  der  folgendeo  Aus- 
drücke auszuführen  bat: 


(60) 


—  (oa) 


(a6)«+(66)  =  {66,<) 
(«c)«+(frc)  =(6c,1) 
(«ii}o  +  (6(fj  =  (6d,i) 
etc. 

qa-^q    =  Q' 


*    (<»)     I  tCPi^f 

•"-(••)'»"  -(».♦) 

p  —  -(»,<) 

(of)  a'  +  (6c)     +  fa:;  —  [cd] 

ete. 

r/a'  +  q'ß"      -\-  q     =  Q' 


(cM) 


(6a)a,+(W)  =  (66,1) 
(ca)  o,  4  (cÄ)  =  (c6.1) 
[da]  u^  +  [db)=[db,\) 
etc. 


H  «;  +  (c6)  /?;  +  [cc)  =  (cc,2) 

(^)«i+(i<6)Ä  +  (ifc)  =  (rfc.2) 
etc. 


r  = 


a  + 
+ 


-  («,2] 

 (*r,9) 

—  (CC.8)' 


elc. 


1  —  -(>•)  + 

^  =  -Ml) 

yi  = 


(ed.«) 


etc. 


n.  8.W.  bis  zur  Abtbeilung,  in  welcberder  Index  der  Grössen  rechter  Hand 
=  11  —  4  ist,  wenn  die  Zahl  dar  ttabdnnitten  n  genannt  wird.  Hierauf 
hat  man 


X  = 


^  =  '=^  ^  +  ^ihr     + -zitiSir  «i"  +  etc. 


+  elc. 
etc. 


Diese  Ausdrucke  geben  zu  erkennen,  dass  die  Endfornieln  fui  die 
I  nbokannten  denen  ftir  die  Hulfsgrössen  a,,  aj.  elc.  analog  sind, 
und  Uass  diese  Ictztereu  endlich  in  die  Ljabekaimten  seU}st  übergehen. 
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Hai  man  nämlich  nur  7.\\  r\  ük>ichiingen  mit  eben  so  vielen  ünlMikanaten, 
so  erbftlt  noian  die  Werliie  dieser,  wenn  inan 

macht,  und  in  den  obigen  Ausdrücken  für  diese  Uuii^rössea 

(\  flir  (oc) 
und  Q  für  (6c,1) 

subsUUlieri.  Sind  drei  Gleichungen  mit  drei  Unbekannten  gegeben,  so 
wird  «II  =  jp 

wenn  man  in  die  betreffenden  Ausdrucke 

f  für  {ad) 
Q  Air  (M»1) 
<f  für  (tdS) 

subsUtoiert,  u.  s.  f.  für  mehr  Gleichungen  and  Unbekannte. 

Für  die  Grossen  etc.  enthalt  die  vorstehende  AufhSsnug 

doppelte  Ausdrucke,  von  wetehen  man,  strenge  g«KNmnen,  nur  die  einen 
anzuwenden  braucht,  berechnet  man  ab^  beide  Ausdrücke  einer  jeden 
dieser  Grossen,  so  eiMt  man  eine  schtttzbare  Controlle  Uber  die  Rich- 
tigkeit der  vorhagehmiten  Rechnung. 

Ich  bemerke  ferner,  dass  in  der  vorstehenden  Auflösung  eines  be- 
liebigen Systems  von  Unearischen  Gleichungen  die  Gaussische  Auflösung 
des  in  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  vorkommenden  Systems  von 
Unearischen  Gleichungen  als  qiecidler  Fall  enthalten  ist.  Hadil  man 
nämlich  [ba]  =  {ah),  etc.,  so  sidit  man  ohne  Weiteres,  dass  die  Grossen 
der  zweiten  Gohunne  mit  denen  der  ersten  identisch  werden,  und  diese 
werdtti  alsdann  mit  den  Hulfsgrössen  identisch,  weldie  in  der  genannten 
Ganssischen  Auflösung  vorkommen,  obgleich  in  der  Süsseren  Form  eine 
kleine  Verschiedenheit  statt  findet,  die  darin  besteht,  dass  Gauss  die 
Grüsscu  (cc,2),  {crf,2),  etc.  (rf<i,3).  etc.  von  den  Grü&sen  (6c,  1),  (6rf.1),  etc. 
{cdji),  etc.  abhängig  gemacht  hat,  wülireud  ütatl  dessen  hier  diese  Grössen 
in  Function  der  Coefficienten  (6c),  (6(i),  etc.  (ctfj,  etc.  der  gegebenen 
Glciciiungen  dargoslelit  sind. 

8. 

Es  trin\  sich  zuweilen,  dass  man  ein  vorgegebenes  System  von 
linearischen  Gleichungen  unbestimmt  auflösen  muss,  sei  es,  um  den 
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Einfluss  der  einzelnen  bekaniücn  Cliodpr  auf  dieWerth  '  Unbekannten 
zu  cnnessen,  oder  aus  andern  Ursachen.  Dk  unbestinunle  Aufliisuns 
ergiebt  sich  fast  uiiinitfelbar  aus  der  vorstt  hnulon  bestimoitMn  indem 
die  darin  vorkommenden  Hülfsgrüssen  o,  ß\  etc.  a, ,  a, ,  ß\,  etc. 
die  Coefficienten  der  uobestimmtcn  Auflösung  auf  eine  einfac  he  Weise 
bilden  helfen.  Die  Berechnung  der  Q\  Q",  etc.  o-pnannten  Grössen  wird 
nun  uberflüssig  und  braucht  also  nicht  ausgeführt  zu  werden.  Die  Sub- 
stitution der  vorstehenden  Ausdrücke  dieser  Grüssen  in  die  Ausdrücke 
(Är  S|     C4c.  giebt  sogleich 

«  j  +  (AB)  q'  +  [AC)  q'  +  (AD)  q"  +  etc. 

^  =^(JU)  9  +  {BB)  q'  +  (0C)  q'  +  {BD)  q"  +  etc. 

«•  =  (CA)  g  +  (CJJ)    +  (CC)    +  (CD)    +  etc. 

«r  =  (l>A)  9  +  (IM»)  g'  +  (DC)  g*  +  (DD)  g^  +  etc. 
etc.  etc. 

wo 


(DA)=  +etc. 
etc.  etc. 

W  =  ::qiS5ir««+^^*i+  -infey  oj  +  etc. 

etc.  etc. 

W  =  3rra-Ä  +  ^iiy  Ä  +  etc. 

elc.  etc. 
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{AD)  =  iTfdi.aT  + 

elc.  elc. 

wodurch  die  unbesliiiimte  Auflösung  ausgoAdirl  ist.  Wenn  man  kt  dioneii 
Ausdrücken  die  Bedingungon 

a  =rr  a,  ;  a  =  ttj  ;  ß  —  ß^  ;  etc 
cinfluhrl,  die,  wie  man  gesehen  hat,  unmittelbare  Folge  der  Be- 
dingungen [ba]  ~  {ab),  cte.  sind,  so  ergebe  sieb  sofort  die  Gaussischen 
Ausdrucke  für  die  Gewichte  der  Unbekannten,  bei  Anwendung  auf  die 
Metltodc  der  Ucinsten  Quadrate. 

9. 

Die  im'Vorhergehenden  enthaltene  Auflösung  unserer  An^gidie  ist 
80  allgemein  wie  möglich,  indem  sie  die  ausgeführte  unbestinmite 
AaflOsung  des  gegebenen  Systems  von  Gleichungen  endilllt.  Will  man 
aber  von  dieser  letzteren  absehen«  nnd  nur  die  bestimmte  Auflösung 
haben,  dann  lassen  sich  die  Ausdrücke  des  Art.  7.  noch  vereinfiichen. 
Ihn  kaiia  uumlich  alsdann  statt  der  HtllfägrOssen  a,  ß\  etc.  0|,  a^, 
etc.,  deren  Ausdrucke  zum  grösseren  Theil  ans  mehreren  Gliedem  be- 
stehen, andere  einAlhren,  die  durch  eingliederigu  Ausdrücke  gilben 
werden,  und  deren  logarithmische  Beredinung  daher  wen^  Muhe 
erfordert 

Wir  konnten  die  nun  zu  entwickelnden  Ausdrucke  mit  wenig  Muhe 
aus  denen  des  Art  7.  eihallen,  allein  da  ihre  dtrecte  Ableitung  aus  den 
!<(  gebenen  Gleichungen  auch  wmiig  Arbeit  verursacht,  und  kurzer  ist 
wie  die  obige  Ableitung  der  allgemeineren  Ausdrücke  des  Art.  7.,  so 
will  ich  wieder  von  dem  gegebenen  System  von  Gleichungen  ausgehen, 
und  (iiesc  hier  zu  mehrerer  Deutlichkeil  wiederholen. 

{ad)  X  +  {ab)  x  +  [ac,  x"  +  [ad]  x"  +  elc.  +  ^  =  0 
{ba]  X  +  (66)  X  +  {6c)  x'  +  {bd)  x""  +  etc.  +  9'  =  0 
(co)  X  +  (c6)  X  +  {cc]  x"  +  {cd^  x"  +  etc.  +  9"  =  0 
((ia)  X  +  {db)  x  +  x"  +  \<id)  x  +  elc.  +  =  0 
etc.  etc. 
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MulUpliciercn  wir  hier  die  erste  Gleichung  mit  ßy  und  addieren  sie 
zur  zweiten;  mulUpliciercn  wir  ferner  die  erste  mit  y,  und  addieren  sie 
zur  drillen;  multiph'cieren  wir  femer  die  erste  mitd,  und  addieren  sie 
zur  vierttm,  u.  s.  f.,  bis  alle  gegebenen  Gleicliuogeil  ersclnipR  sind. 
Setzen  wir  nun  in  jeder  der  so  erhaltenen  Gleichungen  den  (^ui  llicienten 
von  X  gleich  NuU ,  so  ergeben  sich  zur  Bestinunung  der  unbestimmten 
Factoren  ß,    d  etc.  folgende  Gleichungen : 

(flfl)  ß  +  (6a)  ^  0 

[aa)  Y  +  (cfl)  =  0 

etc. 

Fuhren  wir  ausserdem  die  folgenden  Hlüfsgrüsscn  ein : 
{ab)  ß  +  (65)  =  ;66, 1 ) ;  {ab)  y  +  (c6)  =  (c6, 1 ) ;  («6)  d'\-{dh)^  {db,  1 ; ; 
[ac]  ß  +  (6c)  =  (6c,  1 ) ;  (flc)  y  +  (cc)  —{cc,i);[ac)d'\-  {de)  =  {de,  1 ) ;  cic. 
(«dJ/?+(W)  =  (6d,<);  {ad)r-^icd)=z{ed,i)i  («i)d+(<W)=(iW.<); 
etc.  etc.  etc. 

qß^q'  =        ;  qr    +      = «    ;  qd    +  q"  = 
SO  erfialten  wir  folgende  Gleichungen  ohne  s: 

(66,4) «'  +  {bc^)  «  +  (hd,i)  aT  +  etc.  +  C  =  0 
»•  +  [ce^i]  x'  +  {cd,i)  x"  +  elc.  +     =  0 
(d6,l} »'  +  (ifc,4)  aT  +  {dd,i)  x'  +  etc.  +  0;,=  0 
etc.  etc. 
deren  Anzahl  n  —  4  ist«  wenn  das  g^ebene  System  aus  n  Gleichungen 
besteht. 

Moltiplicieren  wir  nun  die  erste  dieser  Gleichungen  mit  der  unbe- 
stimmten Grösse  ^,1),  und  addieren  de  zur  zweiten;  multiplideren  wir 
femer  die  erste  mit  (^«4),  und  addieren  sie  zur  dritten;  u.  s.w.,  so 
ergeben  sich,  nachdem  man 

(W,l)(y.4)  +  (c6,4)=0 
(M,4){d.1)+(c»,1)  =  0 
etc. 

gemacht,  und 

{bc^)  (y.l)  +        =  M;  (6c,4)  (SA)  +  (<fc,4)  =  (<fc,2); 

(W)  M +      =  (««.8)1      (A4) +  = 

etc.  etc. 

g^tzt  hat, 

MmaU.  4.  X.  S.  Cm.  4.  WbMMifc.  I.  8 

•  •  *•  .* 

«•     •   •  • 
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(cd)  x'  +  (frf.2)  t"  +  etc.  +  0"  =  0 
etc. 

die  weder  c  noch  enthalten,  und  deren  Amnlil  n  —  2  ist.  Dnreh 
Fortsotenng  dieses  Verfahrens  erbldt  man  ferner 

{cc,2)  (a.2)  +  (dc,2)  ^  0 
etc. 

(«l.2)(4>.2)  +  (<M.t)  — (da.8); 
etc. 

(r(a,2)  +  oj=(r; 

(iU,3)    +  etc.  +  (T  =  0 

clc. 

u.  s.  w. ,  bis  man  sniletzl  auf  Eine  Gleichung  mit  Einer  Unl)ekannten 
Iconunt  Hiermit  haben  wir  die  verlangte  AufKisung  schon  erhalten. 

10. 

Durch  eingebe  SubsUlntion  der  Werthe  von  (ee,i),  {cd,i)t  eto.  (dbj), 
(di,1),  etc.  etc.  in  die  betreffenden  Ausdrucke  können  wir  diese  Grössen 
eliminieren,  und  dadurch  die  Zahl  der  ähnlich  benichneten  Grössen  auf 
die  möglichst  geringe  reducieren.  Es  ergeben  sich  somit  fittr  die  be- 
stimmte Auflösung  eines  i)eliel)igen  Systems  von  linearischen  Gleichungen 
folgradc  zu  berechnende  Furmeln«  die  die  zweite  Aoflösung  ausmachen. 

(ab)  ß  +  [bb]  =  {bb,\) 

(oc)  ß  +  [bc]  =  [bei ) ;  (ofc)  y  +  {cb)  =  {cbj) 

{adjß  +  {bdj  =  {bi,i);  +  {dh)  =  (d»,l) 

etc.  etc. 

(ri)  =  d^;',l- ;(<>.')  =  -_!::;;!-;  etc. 

(ac)  y  +  '  hcX\        +  [cc]  —  (cc,2) 

(od)/  +  l6d.1)       +  H  =  (c(<,2);  (oc]  d  +  (6c.1)  (^,1)  +  (äc)  —  (Jc.2) 
etc.  etc. 

(^8)  =        ;  etc. 

etc. 

Q"m-¥  q'=(r 

etc. 


.      a         ^  ■  ■  " 

•  vi  -  •  " 
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*  —  -  {«!)    *  +  ^Ti«)  *  +  _{««)   «  +  eic.  + 


•  'rd.i]     «  ,     »_    i  (T 

»r=«ic.  + 

etc. 

Man  erkennt  leicht,  dass  alle  mit  zwei  Buchstaben  und  einer  an- 
gehilngten  Zahl,  so  wie  Q\  Q",  etc.  bezeichneten  Grössen  mit  den 
gleichbezeichneten  Grössen  der  ersten  Auflösung  identisch  sind.  Man 
siefit  femer,  wie  im  Ali.  9.  angezeigt  wurde,  dass  die  in  der  ersten  Auf- 
lösung mit  a,  a,  ß\  etc.  a,,  o^,  ß'^,  etc.  bezeichneten  Hulfsgrössen,  hier 
durch  ß,  etc.  (f  J),  etc.  ersetzt  sind,  die  durch  lauter  eingliedrige 
Ausdrttdce  gegebeo  sind.  Wenn  man  in  den  Formeln  der  vorstehenden 
Auflösung  die  Bedingung^  =  (ai),  etc.  einführt,  so  werden  diese 
mit  der  oft  erw^nten  Ganssischen  Auflösung  völh'g  identisch. 


II. 

Obgleich  in  der  eben  abgeleiteten  zweiten  Auflösung  eines  be- 
liebigen Systems  von  linearischen  Gleichungen  die  unbestimmte  Auf- 
lösung nicht  ausdrücklich  entha!l(m  ist,  su  können  die  Coefficicntcn  der- 
selben doch  daraus  boi-cchnet  werden,  ohne  das;>  ni.iii  die  Hulfsgrössen 
Of,  o'p  /f,,  etc.  zu  lierechnen  nöthig  hat.  Dieses  werde  ich  jetzt  zeigen. 

E:>  i;»t  au  sich  klai,  dass  man  die  Coefficienton  von  q  der  unbe- 
stimmten Auflösunir.  d.  i.  in  Zeiclu  ii  des  Art.  H.  \AÄ\.  [DA),  [CA),  elc. 
durch  die  In  stinuiilo  Auflösung  bekommen  muss,  wenn  mtin  in  dieser 
^  =  1,  9—0,  q'  —0,  etc.  macht.  Feiner  muss  man  die  CoeiiK  lenien 
von  q'.  d,  i.  [AD),  '/?/?^,  [CB],  etc.  bekommen,  wenn  man  in  der  be- 
stimmten .Vuflösuiig  (j  =  0,  Y  =^  1,  q"  =  0,  etc.  macht,  u.  s.  vv. 
Wenden  wir  diesen  Satz  auf  die  Auflösung  des  vor.  Art.  an.  so  sieht  man, 
dass  bloss  q,  Q\  Q\  etc.  andere  Werthe,  wie  die  dort  anj,'ei:ebetie[i, 
annehmen,  während  alle  anderen  Hulfsgrössen  unverändert  bleiben. 
Selzen  wir  daher  nach  und  nach  q  =  \  ,  q'  =  q'  —  i,  etc.  und  zu- 
gl(M(  h  alle  anderen  q  gleich  Null,  so  bekommen  wir  fUr  die  unbestimmte 
Attfl<)sung  folgende  zu  herechnende  Aiusdrticke: 

:'*»:« 

./     -    -  ♦ 
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R=ß 

etc. 

\(AA)  =^  (Bi)  +^  m  +^  (ßX)  +  elc.  +^ 
(BA)=  _  iX;;-  (CA)  +  ^^^f  {DA)  +  ete.  +  -„«,-- 
(CA)=^^{DA)  +  ^ic.  +  ^^-f, 

de. 

Ferner 

«•  =  (tf,4)  +  (*.2)S 
etc. 

(C/fj^etc.  +  ^^; 

etc. 


Ferner 
T  =  (a,2) 

(AQ  W  +  ^1-  (CQ  (Z)C)  +  etc. 

(DC)  ==:elc.+^ 

etc. 

Ferner 
I7  =  eto. 

(Ai>)=^;::  (ßfl)+^;-|-(cö)+^::;-(DD)+ete. 

(Ci>)  +  {DD)  +  cic. 

(DD)  =:etc.+  _-J;,T 

etc. 
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Es  kissl  üich  ieiclil  zeigen,  dass  Uic  liicr  eingclUhrlen  Giiiaacn 
il,  R,  R  ,  etc.  rcsp.  mit  a,  a,  a,  etc.  S,  S\  etc.  rcsp.  mit  ß',  ß",  elc. 
T,  elc.  resp.  mit  y",  etc.  identisch  sind. 

Führt  man  hier  die  Bedingungen  [ba)  =  [ah),  efc.  oin,  so  wird  man 
auf  das  Verfahren  hingeführt,  welches  ich  in  Nr.  192.  der  i\stron.  Nachr. 
zur  Berechnuot;  der  Gewichte  gegeben  habe.  In  diesem  Falle  wird  die 
Bom  hnung,  wie  ich  am  angef.  Orte  gezeigt  hab<'  hed('iit<'nd  einfacher, 
wie  in  dem  hier  behandelten  i)llf.'(>iiieinen  Falle,  Es  wird  nämlich  die 
Berechnung  der HulfsgrOssen  R,  R,  iT,  elc.  S,  5' etc.,  T,eUi.  Oberflilssig. 
Um  dieses  hier  zu  zeigen,  werden  wir  annehmen,  dass  die  Zahl  der  Un- 
bekaimlea  vier  sei;  die  Folgerungen,  die  wir  hieraus  ziehen,  gelten,  wie 
leicht  einzusehea  ist,  filr  jede  beliebigB  Anzahl  von  Unbekannten. 

Nehmen  wir  nun  das  vorstehende  System  von  Glekshungen  (D) 
zuerst  vor.  Dieses  giebt  uns  ungeflndert  die  Werthe  der  Grossen 

(DD),  [CD),  {BD)  und  (AD). 

Da  aber  nun,  wie  tli(!  Ausdrucke  des  Art.  S.  nach  Einfiilirung  der 
Bedingungen  (60)  =  [ab),  etc.  zeigen,  [ÜC]  —  \CÜ)  ist.  so  brauchen  wir 
die  letzte  Gleichung  des  Systems  [C]  nicht  zu  berücksichtigen,  sondern 
können  sogleich  den  eben  gefundenen  Werth  von  {CD)  für  {DC)  in  die 
drei  ersten  Gleichungen  (C)  substitm'eren.  Diese  geben  somit  unabhängig 
von  den  HuUisgrüssen  7,  etc.  die  Goeflicienlen 

(CC),  (BC)  und  (AC). 

Da  nun  aber  (CT?)  =  [BCj  und  {DB)  =  [BD)  ist,  so  können  wir 
diese,  deien  Werthe  wir  schon  erhalten  haben,  resp.  für  [CB)  und  {DB) 
in  die  beiden  ersten  Gleichungen  {B)  substituieren,  welche  uns  nun, 
ohne  dass  wir  S,  S',  etc.  zu  kennen  brauch^i,  die  Coefficienten 

{BB)  und  {AB) 

gehl  n  Nvcrdcn.  Endlich  giebt  die  Substitution  von  den  schon  gefun- 
denen W(  rtlicn  von  {AB),  {AC)  und  {AD)  resp.  für  {BA),  {CA)  und  {DA} 
in  die  ertiie  der  Gleichungen  (A)  den  Werth  des  Coefficienten 

{AA) 

ohne  die  Kenntniss  von  ü,  Jf,  IT,  etc.  vorauszusetzen. 

Daü  Verhalten  dieser  beiden  .Vuflüsungen  zu  einander  bei  der  An- 
wendung derselben  wird  mau  am  sichersten  aus  dem  dieser  Abhandlung 
zuzurugcuden  ausfübrlicheu  uumcrischen  Beispiel  erkeuucu. 
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12. 

Es  ist  noch  der  Fall  zu  erörtern  Obrig,  wo  in  dem  gegebenen 
System  von  GleichmigcD  Eine  Gleichung  oder  mehrere  in  den  tlbngeo 
enthalten  ist,  oder  diesen  widerspricht,  und  es  also  unmöglich  ist,  die 
Unbdianntra  aus  diesem  System  von  Gleichungen  zu  be^mmen.  Es 
kommt  darauf  an,  die  Kennzeichen  anzageben,  wodurch  dieses  in  den 
beiden  vorsiclwaden  Auflösungen  sich  ausbricht,  so  wie  die  Bedingung»- 
gleichungcn  selbst  zu  finden. 

Bezeichnen  wir  die  n  Gleichungen  (I)  zur  Abkürzung  mit  »  =  0; 
ü'  —  0 ;  v"  =  0;  v"  =0,  etc.  und  n  von  den  Unbekannten  unabhängige 
Facloren  mit  f;  f  .  f  \  f  :  ofr..  so  bestellt  bekanntlich  das  analytische 
KritcriDii  des  L'm.stuudes,  dass  (^inc  dci  f^M^irchi'ni'n  Gleichungen  in  den 
Ubriircii  enthalten  ist.  oder  ihiirn  w  itirr>j)ri(  ht,  darin,  dass  sich  für  die 
Factoreu  f\  f  ;  etc.  eii»  Sysleiu  von  Werlheu  finden  Irt.sst.  wodurch 

fv  +  f  v  f"v  +  fv"  etc.  =^  0  o<lcr  ==  constante  ....  (f) 
wird,  und  wenn  kcüie  der  gegebenen  Gleichungcn  in  den  übrigen  entr 
halten  ist,  oder  ihnen  widerspricht,  so  ist  eine  Gleichung  wie  (F)  un- 
möglich. Wenn  zwei  oder  mehrere  der  gegel)enen  Gleichungen  in  den 
übrigen  entlialtea  sind,  oder  ihnen  \\  id(>r$prechen,  so  lassen  sich  eben 
so  viele  Systeme  von  Werthen  von  f\  f;  etc  finden,  deren  jedes  eine 
Bedingungsgletchung  wie  (F)  bildet. 

Da  das  Vorhandensein  von  mehreren  Bedingnngsg^eichungen  (F) 
die  Sache  in  Bezug  auf  die  Unauflösbarkeit  der  gegebenen  Gleichungen 
nicht  ändert,  so  brauchen  wir  im  Folgenden  nur  den  Fall  zu  betrachten, 
wo  eine  Bedingungsgleichung  vorhanden  ist. 

Nehmen  wir  zuerst  an ,  dass  von  den  Factoron  f ;  f  :  efc.  keiner 
=  0  ist;  substituieren  wir  Tür  v;  v;  cic.  die  Gleichungen  (1;  in  ;F  und 
setzen  die  CoclTicienten  einer  jeden  Unbekannten,  wie  für  das  HrfullLscin 
von  (Fj  nothwendig  ist,  gleich  Null.  Dadurch  erhalten  wir  die  fulgcuden 


tt  Gleichungen 


{aa)  f  +  [ba]  f  +  {ca)  f  +  {da)  f  +  etc.  ü 
[abj  f  +  [bb]  /■'  +  [cb]  f"  +  {db)  f  +  etc.  =  0 
{ac)  f  +  (6r)  r  +  (c«)  f  +  («Z^)  f  +  otc.  =  0 
iaJ)  f  +  [bJ)  f  i'i€d)r  +  {dd  f  +  etc.  =  0 
etc.  etc. 
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Vergleichen  wir  diese  mit  den  Cilpirhunsjon  {'i).  (3),  (4),  etc.,  so 
scheu  wir,  <lass  die  ersten  n  —  1  derselben  niil  dein  (» —  1)**"  oder 
letzten  System  von  nilin>2;Ioichungeii  idenliscl!  sind,  die  in  der  ersten 
obigen  Auflösung  lU-i  «.leichungen  (1)  vorkunimcu.  Die  Verliallnisse 
-TT-!-*  ->-  ,  ,  etc.  sind  daher  identisch  mit  den  fTiilfs2;rössen  a*""**, 
^(«-»»  yjjj  ^Verden  durch  d(;n  Gang  der  Anllosun;^  nn/.weideutia; 
l)*'stinimt.  Die  hnke  Seite  der  vorstehenden  n^''"  oder  letzten  r.!(>irlnuig 
wird  aber  nun  mit  der  hnkeu  Seite  des  Ausdrucks  fUr  [qq,n  —  l ;  ulentisch, 
wenn  wir  hiermit  die  letzte  der  Grössen  {bb,\);  (cc,2);  {dd,S);  etc.  l>e- 
zeichnen.  Wir  erhalten  also  {qq^n — 1)  ;=0,  und  da  die  so  bezeichneten 
Grossen  in  beiden  obigen  Aoflösungen  identisch  sind,  so  ist  die  Gleichung 

{qq,n—i):^0 

in  beiden  AoflOsongen  das  Kennzeichen  des  Falles,  den  wir  hier  be- 
trachten. 

Wenn  aber  einer  oder  mehi-ere  der  Facloren  f;  f  ;  etc.  gleich  Null 
sind,  00  kann  sich  ereignen,  dass  nicht  {qq,  n — 1),  sondern  irgend  eine 
der  vorhergehenden  Grössen  dieser  Gattung,  ja  selbst  die  erste  derselben 
(66,1)  =0  wird. 

Seien  z.  B.  ausser  f  und  /"alle  /*glciefa  Null,  dann  gehen  die  Gleichungen 
(G)  in  folgende  ober: 

(aa)  f  +  {ba)  f  =  0 
{ub)f+{bb)r-=0 

(«:)/•+ (6c)  r=o 

(«l)^+(6d)r  =  0 
etc. 

durch  deren  Vergleichung  mit  den  Gleichungen  (2)  man  erkennt,  dass 

a=:jr,  {bb^)  =  0.  (6c,1)  =  0,  (M,1)  =  0.  etc. 
Wttren  statt  dessen  /*,     f  die  einzigen  Factoren,  die  nicht  Null  sind, 
80  würde  man  eben  so  finden,  dass  die  vorstehenden  nicht  statt  finden, 
dagegen  aber 

«'=:-^n-,  ^==^.  («j.2)  =  0,  («1,2)  =50,  etc. 
wttre»  a.s.  w.,  wenn  von  einem  gewissen  f  an  alle  folgenden  fNuII  sind. 

Es  bleibt  noch  der  Fall  zn  betrachten  übrig,  wo  in  der  Reibe  f\  f  ;  etc. 
einer  oder  mehrere  Null  sind,  ohne  dass  alle  folgenden  auch  Null  sind. 

Seien  alle  auf  /'"'  folgenden  f  gleich  Null,  und  ausserdem  ein  be- 
liebiger Factor,  z.  B.  f"  =  0,  dann  gehen  die  Gleichungen  (C)  in  die 
folgenden  über: 
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{aa}  f  +  [ha)  f  +  {da)  f  +  elc.  +  [ka]  /•''»  =  0 

{üb)  f  +  {bb)  f  +  (db)  f  +  etc.  +  [kb]  /-'"  =  0 

(ar-)  /•+  [bc)  f  4-  [de)  f  +  otc.  +  [kc)       r=  0 

(ad)  f  +  (bd)  f  +  {dd)  r  +  etc.  +  [kil)  f '»  =  0 
ctc  etc. 
«ItTen  Anzahl  wie  immor  u  ist.  Die  Hülfsgleidmrii^'cn  der  <'i.-,ion  .\uf- 
lösung,  mit  welch«  ii  (iir  obigen  Gleichungen  verglichen  werden  nitlssen, 
sind  nun  die  foli^enden: 

(aa)  +  (6a)  +  (ca)y  +  [da)d^'-''  +  otc.  +  [ka)  =  0 
(ö/;}a"-"+  (66)/J'-"  +  (f6)y"-'>  +  ((tt}d<'-"  +  ctc.  -{■{kb)  =  0 
(ac)  a*'-'»  +  [bc)        +  (cc        +  (de)  etc.  +  {kc)  ^  0 

(iid)a^^'»+(6d)/?*-«  +(«rf)y*-'^»  +  (<«)d<^»  +  elc.  +(W)=0 

etc.  '  etc. 

dereo  Anzahl  i  ist,  wozu  noch  die  folgenden  kommen : 
(dt)  «<»-•»  +  {bh)ß^  +  (dk)/«^» + («ilQ  d^'^ + etc.  +  (ftfe) = {kk,ij 
(«I)       +  (61)       +  (d)  y  *^ + (Ä)  a"-»»  +  etc,  +  (W) = (W.f ) 

etc.  etc. 
deren  Anzahl  n^i  ist. 

Do  diose  heiden  Systeme  von  üleir  luitigeri  (A')  und  [L]  neben  ein- 
ander stall  liiiduii  luiissen.  so  dividiere  ich  die  Gleichungen  ^A)  durch 
und  ziehe  sie  einzeln  geiiuiiimen  von  den  Gleichungen (L)  ab;  hierdurch 
ergeben  sich  folgende: 

iaa)  — ^ )  +     1/?'-"—^  1+  {ca)r^'^  +  {da)  (J<-'-  ^ }  +  clc. =0 


(«6) |«<^«— f., }  +  (66){^<^«- j  +  (c6}/'-'>+  (rf6)  p  }  +  etc.  =0 


f*^>—  ^  )+ H +  }  +  etc.  =0 


etc.  etc. 
-^W»  +     l^"-'-  {Itt  }+  {<^)r'^  +  (Ä)  r-^'^-  ^  1 + etc.  ={m 

etc.  etc. 

welche  sogleich  zu  erkennen  geben,  dass  gleichwie  in  den  vorher  be- 
trachteten Fullen 

(ftft,t)  :=0;  {kl,i]  ^0;  elc. 
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and  es  ist  aus  dieser  Analyse  zugleich  ersichtlich,  dass  wir  auf  (Insselbe 
Resultat  kommen  müssen,  wie  viele,  und  welche  der  Factoren  f  auch 
vor  f '  gleich  Null  seien. 

43. 

Die  Auseinandersetzungen  des  vorif^cn  Art.  erschöpfen  alle  mög- 
lichen Fälle,  die  die  ßcdinguagsgleichuiig  (F)  darbieten  kann,  und  enl- 
hallen  somit  den  Beweis  der  folgenden  drei  Satze. 

V***  Salz. 

«Weno  nan  bei  der  AnflOsang  liegend  eioes  Syetems  von  linearischeD 
«Gteichttogen  nadi  dner  der  beiden  hier  vorgetragenen  Methoden  findet, 
«dasB  in  iiigend  einer  der  folgenden  Grappoi 

(66,1),  (6c,1),  (6d,1},  etc. 

oder 

(<sc»2).  (€42),  etc. 

oder 

(<«,3),  elc. 

oder 

etc. 

«alle  vorhandenen  Grossen  gleich  Null  werden,  ao  ist  eine  der  Glei- 
«chungen  des  gegebenen  Systems  von  Gloich«ne?en  in  den  übrigen  enl- 
« hallen,  oder  widerspricht  ihnen,  und  die  £nnilleliiag  der  Unbekannten 
«aus  diesem  System  daher  onrnfiglicb.* 

Satz. 

«Wenn  in  der  Bedingungsglcichung 

/l  +  fy'  +  . . .  +  =  ü  oder  consUintc, 

«wo  die  gegebenen  Gleichungen  v=0,  t>'=0.  etc.  in  derselben  Reilien- 
« folge  aufgestellt  sind,  wie  bei  der  Anwendung  der  Aufliisung,  alle  aul" 
•f^"^  folgenden  f  gleich  Null  sind,  so  ist  es  immer  die/»**  der  Gruppen 

(66,1),  (6c,1),  etc. 
(cc,2)  etc. 
etc. 

«welche  verschwindet,  es  m^utm  vor  f^'^  einer  oder  mehrere  dieser 
«Factoreu  Null  sein  oder  nicht.« 

3*"  Salz. 

«Wenn  es  die  g**  Gruppe  ist,  in  welcher  alle  Grossen  gleich  Null 
«werden,  so  ist  immer 

f=  /^««<t-«>;  f  =  elc. 
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«wodurch  man  also  aOe  f  bis  auf  dnen  denelben  eriiHltf  welcher  der 
«Natur  der  Sadie  nach  winknhriich  hleibl.» 

Es  kann  zuweilen  Interesse  haben,  dieBedingungsgleichung,  wenn 
solche  statt  findet,  kennen  zu  lernen,  um  eine  der  darin  concurrirenden 

Gleichungen  auszuschlicsscn,  und,  wo  möglich,  durch  eine  andere,  nn-- 
abhängige  zu  ersetzen.  Durch  den  dritten  Sat^  kann  man  dieBedingungs- 
gleichung ohne  Weiteres  aufstellen,  wenn  man  sieb  der  ersten  Auflösung 
bedient  hat ;  hat  man  aber  die  zweite  angewandt,  so  niuss  man  die  Httlfs- 
grossen  a''~", etc.  nach  den  betreffenden  Formeln  der  ersten  Auf- 
lösung beiäondcrs  berechnen. 

44. 

Durch  die  In  dem  gegebenen  System  von  Gleichungen  grade  Statt 
findenden  numerischen  Werthe  der  Goefficienten  kann  sich  ereignen, 
dass  eine  oder  mehrere  der  Grtissen  (6c,  1),  {hd,\),  etc.  (cd, 2),  etc.  Null 
werden.  Dieses  hindert  den  Fortgang  der  Auflösung  nicht  im  Geringsten. 
Es  kann  sich  aber  auch  ereignen,  dass  eine  der  Grössen  (66,1),  (cc,2), 
[dd,^],  etc.  Null  wird,  ohne  dass  alle  übrigen  Grössen  derselben  Gruppe 
Null  werd(_'n.  Dii  in  dicsciu  Falle  der  eben  bowicseuc  1*'"Satz  nicht  er- 
füllt ist,  so  bleibt  vor  der  Hand  unentschieden,  ob  eine  der  gegebenen 
Gleichungen  in  den  übrigen  enthalten  ist,  oder  uirlu.  l)a.s  Verscliwiiidcn 
von  einer  der  (Iiosstm  (66,1),  (cc,2),  etc.  wirkt  aber  hemmend  auf  die 
Fortfiilirung  der  AuHösuns,  weil  diese  Grössen  in  den  Nennern  vor- 
koiiimcii.  Es  ist  in  diesem  Falle  nichts  weiter  zu  thun,  wie  die  an- 
guiiumiiK'ne  lieilu  tifulgc  der  Unbekannten  zu  veriindrrn.  Die  einfachste 
V(»rs«'tzung,  die  man  vornohmon  kann,  ist  die,  dass  man  (ii(>  Lnbfkunnte, 
wcIcIhm  iifiend  eine  der  iu  der  betreffenden  (inippe  nicht  verschwin- 
denden llülfsgrössen  angehört,  in  allen  GIcicliungen  an  die  Stelle  der 
Unbekannten  setzt,  weh  her  die  erste  verschwindende  Ilülfsgrösse  zu- 
kommt, und  dies(i  L  nbckuimle  au  den  Pl;i(z  jener.  Dadurch  braucht  in 
der  bereits  ausgeführten  Kechnuna;  nu  ius  gciindert  zu  wl-kIcu,  s()nd<  rn 
bloss  (he  Ik'zeiclinung  der  vorher  bcrcchncicn  llnlfsgrossen  und  ihre 
Ueihenfulgc  wird  analog  gcündert.  Z.  B.  wenn  man  gefunden  hat 

(cc,2)  0 

(cd,  2)  =  0 

[ee:i)  =& 

m)  =  I 
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wo  k  und  l  numerische  WtTtlic  bedeuten,  die  von  Null  verschiedt'n  sind, 
so  kaiiu  man  entwtMlcr  e  an  den  Platz  von  c  und  unii!;okf'l\rl  uiul  .ilso 
auch  nn  den  Platz  von  x'  und  umgekehrt  rücken,  oder  man  kann  diese 
Versetzung  mit  f  und  c,  sowie  mit  x'xmd  x"  vomehuien.  Es  mllssen  femer 
die  analogen  Versetzungen  mit  (k,  1]  und  {be,^)  oder  resp.  {bf,i),  so  wie 
mit  (oc)  und  (ae)  und  resp.  {af)  vorgenommen  werden. 

TnfR  man  im  weiteren  Verlaufe  der  lleeluuing  wieder  auf  denselben 
Umst<md.  so  nimmt  man  wieder  die  eben  erklarte  Versetzung  vor,  und 
so  ferner.  Gelangt  man  nun  durch  diese  Verweeliselung  der  zuerst 
aiii.(  noiiimi neu  Reihenfolge  der  Unbekannten  dahin,  dass  keine  der 
Lelrellenden  Hulfsjsn'ffssen  verschwinden,  so  ist  keine  der  gegebenen 
Gleichungen  in  den  übrigen  enthalten,  und  man  bekommt  die  Werthc 
der  unbekannten  Grössen.  Findet  sich  aber  nach  diesen  Versetzungen, 
dags  endlich  alle  Hulfsgrössen  Einer  Gruppe  verschwinden,  dann  ist  dem 
im  vollen  Art.  abgeleiteten  l*'**  Satze  gemäss  wenigstens  eine  der  ge- 
gebenen Gleichungen  in  den  ui)rigen  cnUialten,  und  es  würe  vei^eblichc 
Muhe,  die  Auflösung  durch  die  Vornahme  anderer  Versetzungen  der  Un- 
bekannten weiter  fortfuhren  zu  wollen.  Man  mnss  im  Gegentheil  die 
Bedingiungsgleichung  dem  3*"  Satze  gemäss  suchen,  eine  der  darin  vcn^ 
kommeiKlen  Gleichungen  ausschliessen,  und  durch  eine  andere,  unab- 
httngige  xu  ersetzen  suchen. 

Sdiliesslich  bemerke  ich.  dass  es  sich  von  selbst  versteht,  dass 
auch  (oa)  nicht  gleich  Null  sein  darf.  Wenn  man  daher  ein  System  von 
Gkidunigen  aufzutosen  hat,  in  welchem  Ein  GoeflScient  oder  mehrere 
derselben  gleich  Null  sind,  so  darf  man  die  Reihenfolge  der  Gleichungen 
oder  der  Unbdcannten  nicht  so  wählen,  dass  die  erste  Unbekannte  in  der 
ersten  Gleichung  nicht  vorband«!  ist,  denn  dadurdi  wttre  (oa)  =  0. 

15. 

Es  scheint  mir  dienlich,  die  in  den  beiden  zunächst  vürheigehendcn 
Arlt.  Vorgetragemen  Unistllnde  durch  einige  ne!S{>ielc  z«  erlautem. 
Seien  als  erstes  Heispiel  die  gegebenen  Gleichungen  folgende: 

ar  +     +  a; "  +  aj"  —  4  =  0 

X  4-  T  —  .t'  +  t"  —  2  =  0 

X  +  X  4-  x"  —  X '  —  :z!  =  0 

X  —  ;r'"  x"      t"  =r-  0 

auf  welches  ich  die  zweite  Aullösung,  d.  i.  die  Formeln  dcü  Art.  10. 
auwumlüu  werde. 
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Wir  bekommeD  hier 

ß  =  ^U  r  =  — 1;  *=-i; 

und  tuemiit  ergiebt  sich 

(bki)  =  0 
(fec.1)=  — Ä 
(6<l,4)  =  0 

Da  nicht  alle  Grossen  dieser  Gruppe  gleich  NuO  geworden  sind,  so 
ist  noch  unentsdiieden,  ob  alle  gegebenen  Gleidrangen  von  einander 
unabhängig  sind,  oder  nicht.  Versetzen  m  nun,  den  Vorschriftmi  des 
vorigen  Art.  gemAss,  die  zweite  und  dritte  Unbekannte  nebst  den  dazu 
gehörigen  HüU^grOssen,  so  haben  wir: 

s^-s'  +  a'  +  ^T  —  4  =  0 

*— »•  +  a«'  +  4^  —  2  =  0 

af  +  »'  +  a^  —  *"  —  2  =  0 

9 — «' — +  =0 

(66,1)  =  «2; 
{bc,i)=  0; 
(6rf,1)  =  0; 
0=2 
Hißiuit  findet  sich 

(y,1)=-     0;(d,4)  =  -.1 
{cc,i)  —  0 
(cd,2)  =  —  2 

Wir  müssen  also  jetzt  dio  dritte  und  vierte  Unh(^k;mrife  nebst  den 
darauf  sich  beziehenden,  bereits  bereehneten  yiilf;>i5'rüs.^eii  ni  tlerColumne 
bniv(M-Hand  vcnvcchseln.  (Die  lUilfsgrüsscii  iu  derCoIuiimc  rechter  Hand 
bleiben,  wie  leicht  cinzuscheu  ist,  unverändert,  wenn  nicht  die  Reihou- 
fotge  der  Gleichungen  verändert  wird.)  Wir  haben  abo  jetxt 

X  ■{■  x"  +  x"'     x  —  4  =  0 

X  —  a;"  +     +  a?'  —  2  =  0 

ÄJ  +  a;"  — iJ^  +  a;'  — 2  =  0 

X  —  X  +  X  — X  =  ü 


(c6.1)  =  0; 
(d6,1)  =  2 


femer 


/?=-.-! 
(66,1)  =  — 2 
(6c,  1]  0 
(6(/,1)=  ü 
0=  2 


fe6,1) 


0; 
—  2i 
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(y.1)=      0;   (J,4)  =  — 1 
(cJ.2)=     0;  (dc,2)=  0 

die  mit  den  schon  berechneten  HdlfiqjrOsseD,  abgesehen  von  der  Ver- 
wechselung der  Bezeichnungen,  identisch  sind.  Femer  eigiebt  sich 

{<>,2)  =:  0 

und  hiemit 

45  =  —  a;  —  a;  —  a;+4 

also 

«  =  1 

Als  zweites  Beispiel  seien  die  g^cbcncn  Gleichungen  folgende : 
«+4«'+  x'  +  2»"  —  8  =  0 
«  4.  4  ^  ^S«  —  2  dT  —  5  =  0 
_  :p  4.40     +  «•  —10  ^  =0 
2  «  ^.  4    —8«"  +     sT  —  6  =  0 

die  ich  durcli  die  Qtüic  Auiiübimg,  oder  die  Formeln  des  Art.  7.  be- 
handeln wtjrde. 

Hier  bekommen  wir  zuerst 

«  =  —  4 
(4M)  ==  0 

(6d,1)  =  -4 

Hier  sind  zwei  Vorscfzungen  möglich,  weil  zwei  Grössen  dieser 
Gruppe  nicht  gleicli  Null  .^  n  l. 

Versetzen  wir  die  zweite  und  vierte  Lid>eluumtc,  weil  da- 
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(lurrh.  a!)gosehen  vom  algebraischen  Zeichen,  ibb,\)  möglichst  gross 
wird*).  Wir  bekommen  somit: 


X  4-  'ix'" 

i 

—  6  r=  0 

X—  2  x" 

+  2.r" 

+  ix' 

—  5  =  0 

—  T— 10  x" 

•f  j 

+  IOJ-' 

=  0 

ix     +  x" 

-2x" 

—  5  =  0 

CS        —  1 

=  —  2 

f&6. 1)  =  —  4 

=  —  4 

(c6,1) 

=  —  8 

{bd,i)=  0 

0'=  3 

a'=  3 

« 

=  — 1 

=  —  2 

^. 

=  +  * 

(CC.2)  0 

(cdX)=  U 

Wir  müssen  also  nochmals  die  dritte  und  vierte  Unbekannte  oebfil 
den  dazu  gehörigen  üulfsgrOssnn  vensctzen,  wodurch  %vir  erhallen: 

2x"+4x'+2af  — 6  =  0 
—  x  —10  x"  +10  jf  '  +    «  ^0 


2  «    +      +  4 

—  2»  —  5  =  0 

•  =•—1 

ci|  ^  —  2 

(M,1)  =  —  4 

(W,1)  =  -  4 

(6c,1)  =  0 

(e6,1)  =  —  8 

(M.1)  =  1 

(d6,1)  :=  —  3 

0=  3 

a'=  3 

^  =  -4 

(C6,2)  =  U 

(<»«2):=:  14 

(««.2)=  .0 

(<fc,2)  =  -4 

(r=— 14 


*'i  Die  Divisoren  frr,?\  etc.  möglichst  gross  zu  machen,  ist,  wnnn  auch 

nicht  io  diesem  Beispiel,  docii  in  de«  am  hüuflgstcn  vorkotomcDden  FdUon,  wo  die 
CoeifficieDtoik  der  gegebenen  Gleidwagen  dnrdi  Dednalbruclie  amgadrOekle  liiittoml^ 
sablen  sind,  iroa  weeetttUdMai  Torflieil  fBr  die  lidiere  AusfQlmmg  der  Bedmnng.  Mm 
kutn  diesen  Vortheil  immer  durch  Vcrsctsung  dttr  tJobefaniileil  Wlhraid  derBedinuiig 
ertangeD,  ohne  diese  dadurch  zu  verUIngeRi. 


Digitized  by  Google 


BIHBS  aSUBUGBIf  StSTBHS  TON  URBAaitCOBN  GUOCBIIIIGBII.  1 1 3 


«•  =  —  U  aj  =  —  I 

/  =  +  ^  rl^o 

<r=  +  V 

und  hieraus  ^  ^g  —  4  —  4  —  i 
«•=  i  +  0  +  i=1 
«'  =  4+0  =  1 

ir=  4  =  1 

Die  Umdie,  weriialb  in  diesen  tmd  Ifanlicheii  FWlen  eine  oder 
mehrere  der  Grossen  (66,1),  (cc,2),  elc.  versdiwinden  miiss,  obgleich 
alle  gegebenen  Gleichungen  von  einand^  vnabhttngig  sind,  ist  leicht 
einzusehen t  und  liegt  darin,  dass  im  Verlaufe  der  Aufl(teung  die  ge- 
gebenen Gleidiungen  abgekürzt  werden,  und  partielle  Systeme  von 
6leichung«k  bilden,  die  au%elOsl  werd^  mttssen.  Nun  kann  es  sich 
aber  inunerhin  ereignen,  dass  diese  abgekOnclen  Gteichungen  nicht  von 
^oaniter  unabhängig  sind,  wenngleich  dieses  in  Bemg  auf  die  voll- 
sUlndigen  Gleichungen  stattfindet  Durch  Versetzung  der  Unbekannten 
verändert  man  aber  diese  partiellen  Systeme,  und  muss  nothwcndig  auf 
unabhängige  kommen,  wenn  die  gegebenen  Gleichungen  selbst  uUc 
von  einander  unabhängig  sind. 

Ich  werde  dieses  am  nächst  vorhergehenden  Beispiel  näliui  er- 
läutern. Bei  der  zuerst  gewählten  Reihenfolge  der  Unbekannten  hatten  wir 
zu  Folge  der  Gleichungen  (3)  das  folgende  partielle  System  au&ulOsen: 
«'+  ß^—i=0 

aber  man  sieht  ohne  Weiteres,  dass  diese  beiden  Gleichungen  einander 
widfTsprtxhen,  daher  mnsste  nothwend^  (44,1)  =  0  werden.  Durch 
die  vorgenonunene  Versetzung  der  Unbekannten  wurde  die  zweite  dieser 
Gleichungen  in  folgende  umgewandelt: 

die  von  der  ersten  unabhängig  ist,  und  daher  den  Fortgang  der  Auflösung 
nicht  hemmte.  Weiterhin  hatten  wir  nun  aber  zuFolge  der  Gleichungen  (4) 
das  folgende  partielle  System  aufimiOsen: 

«+  /  +  8  =  0  =  ir 

2  a  — 2^  —10/  +  1  =  0  = 

«-  +  2^+    /  — 2  =  0  =  »* 

und  fanden       «4  =  —  ^*  /'i=  +  i«  (^i^)  =  0* 
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Setzen  wir  nun     a\  =  -j^ ,     =  -yn- ,  wodurch 

wird,  da  wir  f  willkuiirlich  annohmcn  küoaen,  so  ergiebt  sich 

_  6  V  +  t»'  +  4  t»"  =  —  19 
welcher  in  dor  That  die  vorstehenden  drei  Gleichungen  genügen,  wes- 
halb nolhwendig  (cc,2)  =  0  werden  musste.  Durch  noc  lmialiijo  Ver- 
setzung der  Unbekannten  erhielten  wir  statt  der  obigen  Gleichung  »'=  0 
die  folgende:       ,  „     ,    ,  „ 

^  4  a  +  4 +  10  y  +  4  =  0 

welche  von  v  und  v'  unabhHneic:  ist,  weshalb  nun  die  Autlosung  ohoe 
WeileroK  zu  Ende  geführt  werden  konnte. 

N(  iiiiirn  wir  mit  diesem  Beispiel  die  Verändening  vor,  dass  wir  in 
der  dritten  (ileichuiiir  —  ix  statt  -f  10  x'  schreilx'n.  Behalten  wir  nun 
die  zuerst  aufgestellte  Reihenfolge  der  Unbekannten  bei.  so  finden  wir 
a,  (66,1),  (6c,1),  {bd,i)  wie  vorher.    Veriietzcn  wir  daher  wieder  die 
zweite  und  vierte;  Unbekannte.  Hiermit  bekommen  wir  nun 
x-^  ix"  +     x"+4iF'  —  8  =  0 
aj_2a;'"+2«+4a;'  —  5  =  0 
—  X  — 1 0  x"  +     X  —  4  a;'  =0 
2«+        —  2«*  +  4»'  —  6=:0 

Ferner 


«  = 

—  1 

a,  = 

—  2 

(66,1)== 

4 

(66,1)::- 

—  4 

(6c. 1)  = 

+  1 

(c6,1)  = 

—  8 

(6(i.1)  = 

0 

(<«»,1)  = 

—  3 

0  = 

3 

» 

a  = 

+  3 

ß' 

—  2 

wie  vorher,  über  jct^t  ergiebt  sich 

(cc,2)  =  0 
(c(f,2)  =  0 

Alle  Grössen  dieser  Gruppe  sind  verschwunden,  und  wir  sehen 
hienraa,  dass  die  drei  ersten  unserer  Gleichungen  nicht  von  einander 
unabhängig  sind»  und  folglich  die  Unbekannten  nicht  daraas  bestimmt 

•)  Da  wir  hier  mit  reciprokcn  GIcirliunpnn  7U  tliuri  liahcn,  so  sind  es  nicht  a'und  ^ ■ 
die  dcu  QuotiooteD  au«  den  Factoren  der  BcdiQ^uogs^eicüuDg  gleich  werden,  soodeni 
o'i  und  ^ «. 
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w  rdon  können.  Vm  die  BedinguDgsgleichung  zu  finden,  die  zwischeo 
ihrit'n  sUitt  hat,  h*  ;<(n  hne  ich  sie  mit  v  =  0.  v'^^O.  void  setze 

zu  Folge  des  3''»  Salzes  des  Art.  43. 

woraus  wir 

erhalten.  Durch  die  SulMlitatum  dieser  Werthe  ergiebt  sich 

Zv  —  2  9'  +  «*  =  0  oder  =  constante, 
weldier  in  der  That  die  ersten  drei  der  gegebenen  Gleichungen  GnUge 
leisten,  da  sie  Abr  die  rechte  Seile  dieser  Glddrang  —  \  9  geben. 

Da  die  vierte  Gleichimg  nicht  in  dieser  fiedinguogsgleichung  vor- 
IcomiDt,  so  worden  schon  (cc,2)  und  [cd,%)  =  0.  Htttte  aber  die  vierte 
Gleichung  Theit  an  der  Bedingungsgleichung,  dann  wflren,  dem  Art.  13. 
»  Folge,  nnd  (cd,ä)  nicht  Null  geworden,  sondern  statt  dessen 
(itil,3),  and  dieses  wftrde  unabhiingig  von  der  Anzahl  der  vorhergehen- 
den Gleichungen  stattgefunden  haben,  die  zor Bedingungsgleicbung  oon- 
currieren.  Uim  dieses  auch  an  einem  Beispiele  nu  zeigen,  will  idi  die 
obige  vierte  und  dritte  Gleichung  mit  einander  verwechseln.  Also 


«  +  8  + 

• 

+  4  ar_8  =  0 

8  «  +      ar"  - 

2  x' 

+  4    —  »  =  0 

—  «—10  ap*  + 

—  4  dP'          ir::  0 

«  =  —  1 

«1  =  —  S 

(66,1)  =  —  4 

(66.1)==—  4 

(fcci)  =  +  1 

(c6,1)  3 

(Hl)  ^  0 

(d6,1)  =  -  8 

«=-* 

f  = 

(cc.2)  =-\» 

(cc,2)  =  —  V 

=  -  4 

=  0 

+  3 

,9"^  —  2 

Ä  =  — iV 

0 

((W,3)  =      0  (rfd,3)  =  0 

Setzen  wir  nun  f  —  af,  f  =  /9"f ,  f  =  /f ,  so  bekommen  wir 

und  hiermit 

3  9  —  2  tr*  +  Ii"  =  constante, 

wie  vorher. 

AMtwil.    K.S.  Ct*.    VntmttA.  I.  9 
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16. 

Um  durch  die  hier  gegcbtmon  Autlösungen  in  zusammengesetzteren 
Fällen,  wie  die  eben  behandelten,  ein  System  von  liuearLschon  Gloichuncren 
mit  mögliehst  wenigen»  Zeitaulwantl  aiiliulösen,  muss  man  sich  an  eiu 
festes  Rcchmuii,'^sf'!H'nia  hallen.  Ks  wird  sich  zwar  jeder  leicht  ein 
söldies  entwe  rten  können,  aber  ich  glaul)e  dennoch,  diesem  oder  jenem 
einen  (letailen  zu  erzeigen,  wenn  ich  das  Schema,  wornarh  ich  die  Auf- 
lösung bewerkslelligo,  hier  an  einem  Beispiel  austülu  Uch  darlege.  Ich 
wähle  dazu  das  folgende: 

3  a-  +  4  x'  —  3  /  +  5  j:"  +  2  a:"  —  2  =  0 
^  r,  X  +  2  x  +  ß  x'  —  T  x"  —  2  X"  +  \0  =  0 
2  J-  +  3  T ■  +  8  j  +  7  ar"  +  3  a-"  —  27  =  0 
2    _  3  a;'  —  7  .r"  —  4  a;""  —  3  ar  "  +  12  =  0 
5  a;  +  8  a: '  +  i  s  —    x '  +  5      +  17=0 
Behandeln  wir  dieses  System  von  Gleichungen  zuerst  nach  der 
ersten  Auflösung,  so  erhalten  wir 


log  a  ^ 

0,22485 

log«,= 

0,1819411 

{hh^)  = 

+  8,G667 

(W,4)  = 

+  8,6667 

:(6c,1)  = 

+  1. 

(c6,1)  = 

+  0,3333 

+  1,3333 

(<i6/1)  = 

—  5.6667 

+  1,3333 

{eh^)  = 

+  1.3333 

+  6,6667 

^  

—  0,73077 

+  1,15385 

8,58503  n 

0,0621511 

+  9,9615 

.    («,Ä)  = 

+  9,9615 

+  3,61 5i 

{dc,2)  = 

—  4,3461 

+  1. fit  54 

+  6,846St 

Qr  = 

—  2:').9231 

a  =■ 

+  0,10426 

II 

«1  = 

—  1,88031 

f  = 

+  0,f)3708 

—  0,1  i  197 

log/  = 

log  Ü  = 

9,55983  n 

[m)  = 

—  4,8H43 

(<i<i,3)  = 

—  4,8841 

(ife,3)  = 

—  2,7568 

(«i,3)  = 

—12,0233 

+  6,3829 

m 

o  = 

—  1,67751 

«r= 

+  0.41265 

—  1,69568 

—  0,07194 

m 

Y  = 

log  r  = 

-  1,76123 

+  0.04269 

0,39  Uitt 

log  dl  = 

y,73iüi» 

+  7,1373 

(ee.4)  =^ 

+  7,1375 

=  +21.413 
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Anmerkung.  Die  Unterschiede  in  der  letzten  Stelle  der  doppelten  Wcrthc  von 
{dd,5)  und  {ee,i]  sind  tmvermeidJkh,  ond  räbreo  von  dem  Feäler  der  letziMi  Sidle  der 
aAgewaodten  LogariUuueii  her. 

=  +  « 

=  +  3 

und  diese  Grossen  sind  durch  die,  wie  folgt,  gestellte  Rechnung  erhalten  werdea. 


as 

+  0,9997 

at 

—  1,0000 

if 

9 

+  l,»»99 

n 
9 

-f  3,0001 

x" 

—  3,0001 

Die  strengen  Werthe 
sind: 


-(«»). 


1 

fuc; 

'aä] 

(oe) 

^  1 

Iba)  1 

{ca) 

{da) 

1  o,eoso6 

0.4771ÜH 

0.09891 

0,80108 

0,30103  m 

0,69s97n 

o,8om 

0,80108 

0.69897 

1  «»«77« « 

0,1774«  • 

«,4771t  II 

0,<774ta 

•,«7712» 

0,47712» 

•,«771«  N 

«,«771«  n 

•,«771«» 

0,«OtM  « 

O.MtM 

o.nisB 

o.ntuii 

•,8IS«« 

•,««587« 

0,««SOTii 

0,88 801 II 

1  +  «.1087 

—  5,0000 

4-8,3333 

4-3,3383 

—3.3333 

4-  R,ß6G7 

—  2,6667 

— 2,CG67  ' 

—  R,6«07 

+  8, 

~    '  1 

— " '  1 

+  10. 

+  3. 

+  3, 

1    1  OflüO 

1  ,  V  W  VV 

■1-4  'Am 

■f  8,6667 

4-  0,3383 

—5  6667  ' 

*r  1  ,OOOw 

{be,i) 

(M,1) 

(dk>i)  1 

1—"?  *  ] 

(aO,4) 

1 

0,00000 

0,12494 

0,42494 

0,R2391  ' 

9,524S8 

0,73333  n 

0  12491 

1   _  IbbA) 

0,98783» 

0,9S7&5ll 

«,98785  N 

0,98785» 

0,937K5n 

o,987$5n 

0.98785» 

1  InA 

  Ihr 

(CO) 

1   —  (aaj 

(66,1) 

-(ac) 

-(66,1) 

1  0.00000 

9,06i15n 

9,82391» 

8,58508» 

1 

9,18709 

8,«0«88ll 

...X« 

1-1-1,00000 

-  0,666G7 

1+0,15885 
1  

—  0,06410 

■•{-1,1588S 

=  a  1 

—  0,73077 

=  d 

[bc] 

ibe) 

9 

0,77  Hl.") 

O.HiöUi  n 

0,3fll03n 

1,00000 

0,477(a  n 

0, 47714  PI 

0,90309 

l(ac)«',  etc. 

0,34090 

0  ,r>Ci7  j  n 

0  ,  (  6  \  S 1  f  1 

ifala'i ,  etc. 

0,3G3(  S 

0  .SfiS  1  s 

0,71  ( Ii 

9,36818«! 

9,43013 

9,5)^508» 

{cb)(fi,<elc.*  9,58927« 

9,53927 

9.96524» 

4>  2,1923 

-  8,6538 

— I,K.15 

4-1,4615 

4-2,3077 

4-2.8077 

4-5,7088 

—  MMS 

+0,iO»8 

4-0,0769 

—0,8846 

—  0,8462 

4-0,8462 

— 0,9«8« 

+  R, 

47. 

+  3. 

-27, 

±^'__._ 

-7, 

+  »,9«1& 

-1-3,6154 

4-1,6154 

—25,9231 
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+  "0,i37M' 


+  0,08983 
-  0,4  8918 


—  0,04995 


—  («,») 
'  9.34114 


+  0,10474 
—  0.4946« 


+  0,04008 


+9,97888 


».39119 


(SC) 

r  v:is 


0 


9,58768 


+  0,64468 


1 


-(«.4) 
9.44«46a 


—0.44014 

[ESi 


—0,06781 

lw0iS/iA  mm  di«80  Borodmung  der  GoefBidenteD  d»  mÜMCtbuintea  AiilUfiaiig 

mit  der  nach  der  cr!>tcn  Methode,  so  sieht  man,  dass  sie,  für  sich  bctnchtct,  mehr 
Arbeil  ^  erttr-^acht  wie  jono.  Zählt  man  aber  in  beiden  Methoden  den  Theil  der  I>e- 
stiiumtcu  Auüösuog  hinzu,  der  notbweadig  für  dieAusfiihruQg  der  unbestimmten  voraa- 
getieö  Buns,  80  sehefait  mir,  dam  bdde  Molboden  8«br  nahe  dtaeelbe  AriMt  verlaogao. 
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ÜBER  DIE  ENTWICKELUNG  DER  GRÖSSE  (1— aolf +  «^~* 
NACH  DEN  POTENZEN  VON  a. 

1. 

Die  allgemeinste  Form,  in  welcher  in  der  Altractionstheorie  die  in  der 
Ueberschrifl  genannte  Wurzelgrösse  voi  kouiint,  ist  die,  wo 

H  —  cos  (0  cos  1^  +  sin  0)  sin  yi  cos  (Ji  —  ^) 
ist,  uiid  also  den  Cosinus  der  Seite  eines  sj)hilrischen  Dreiecks  bezeichnet, 
in  welchem  der  gegenilhcM  lief^ende  Winkel  0  —  ist,  und  die  beiden 
andern  Seiten  co  und  sind.  Die  Entwickeinng  dieser  Wurzelgrösse  ist 
schon  von  Legendre  in  den  Memoiren  der  Pariser  Academie,  uiul  von 
Laplaco  in  der«Mccaniquc  Celeste»  ausgeführt  und  gezeigt  worden,  dass 
der  CoefBcient  irgend  einer  Potenz  von  a  aus  einer  endlichen  Anzahl 
von  Gliedern  besteht,  deren  jedes  aus  4  Factoren  zusammengesetzt  ist. 
Der  erste  dieser  Factoren  ist  von  w,  xp  und  0 — ff  unabhängig,  der  zweite 
hängt  blos  von  ta  ab,  der  dritte  hat  dieselbe  Form  wie  der  zweite,  hängt 
aber  von  xp  statt  von  u  ab,  der  vierte  endlich  ist  der  Cosious  eines  Viel- 
fachen von  0  —  //. 

Legendre  hat  spüter  gezeigt,  dass  der  zweite,  und  dalier  auch  der 
dritte  dieser  Facloren  bis  auf  einen  von  sin  at  und  resp.  sin  abhängigen 
Factor  dieselbe  Form  liat  wie  die  Entwickelungscocfficienten  und  ihre 
DifiFerentialqiiotienten,  (he  sich  ergeben,  wenn  man  dieselbe  Wurzelgrösse 
ohne  Ii  in  mehrere  Grössen  zu  zerlegen,  entwickelt.  Dieses  tik  tk 
würdige  Resultat  findet  man  im  zweiten  Bande  der  «Exercices  de  calcul 
integral»  abgeleitet,  und  man  hat  lange  Zeit  hindurch  keine  andere 
wesenthch  von  dieser  verschiedene  Ableitung  gehabt,  bis  Jacobi  in 
Crelle's  Journal  eine  Ableitung  gab,  die  von  jener  durchaus  verschii'den, 
sich  durch  Kürze  und  Hlegun/.  auszeichnet.  Ich  habe  noch  eine 
andere  Al)leitung  gefunden,  die  von  jenen  beiden  günzlich  verschieden 
ist,  und  vermiltelät  einer  kurzen  RecUaung  aus  eioer  neuen  Eigenschaft 


1  ii   P.  A.  Uamsek.  Cber  die  Ektwickbldmc  heb  Gbössb  (1 — 2  a/f + " ^ 

dieser  EntwickelongscoefBeieiilen  folgl,  die  darin  besteht»  dass  mmi, 
weoii  man  den  Coefficienten  von  mit  £/,  [H]  bezeichnet,  das  Producl 
der  Differenlialquolienten  von  {x)  und  Un  (y)  durch  emen  endlichen, 
von  den  Differentiukjuotienten  der  Function  {xy)  abhängenden  Aos- 
dnicfc  darstellen  kann.  Daas  man  mit  andern  Worten  dasProdnct  zweier 
resp.  von  den  Aigumenten  «  nnd  y  abhangigen  Functionen  durch  die 
vom  Product  ay  abhängige  Functifm  und  ihre  DilTerenlialquoliraten  ver- 
raitt^t  eines  endlichen  Äusdmckra  darsteflen  kann. 

S. 

Um  diesen  Satz  abzuleiten«  sei 
(<— 8  ««+«^— I =1 +«   («) 17,  («) + etc. 
Man  weiss,  dass     (x)  eine  ganze  und  rationale  Function  von  «  von  der 
n*"  Ordnung  iat,  deren  Ausdruck  nach  den  Frenzen  von  x  geordnet 
der  folgende  ist: 

— 1.».*...    .      r        «.*n-4*       +f.4  .»  1.-4.11.— +eiC.J 

Der  fli^  Dilferentialquotient  dieser  Function  iA  dem  zu  Folge  eine 
ganze  und  lationale  Function  vmi «  von  cter  (n — m)**"  Ordnung,  und  es 
ist  leicht  zu  sehen,  dass  man  diese  auf  folgende  Form  bringen  kann : 
^"^^ = A  {«— + ß  (x'  — 1 )  a:— — '  +  C  (a:«— I  +  etc.  J 

Wenn  man  in  diesem  Ausdruck  die  Potenzen  von  — I  entwickelt» 
jenen  mmal  dyferentiwrt,  und  <fann  die  gldchartigen  Giie(ter  mit  einander 
vergleicht,  80  ei^^ten  sich  die  Werthe  der  unbestimmten  Coeificienten 
A,  B,  C,  etc.  Dieser  Weg  ist  aber  umständlich,  und  man  gelangt  ein- 
fiichcr  und  direct  zur  Kcnntniss  dieser  CoelTicienten ,  wenn  man  ein 
Theorem  von  Jacobi  zu  Hülfe  nimmt.  Diesem  zu  Folge  ist 

«tr«  f  'x* — <  i    .         .    n  dr 

Den  angedeutt'tcn  IJifrercntial(iuoticiik'n  limltt  niun  leiclil,  wvnn  man 
in  {x* — 1)",  X  in  X     dx  venvandell  und  durch  den  Biuomi^hen  Salz 
den  Cootlicicnten  vuu  (ir"""  sucht.  Es  ist  erstlich 
( [x  +  dxf  —  I )"  =  (ar*  —  1  J-  2  3"  dir  +  ir« »  — 

I  und  wir  brauehon  daher  furuer  noch 

das  mit  dx""*    multipUcierte  Glied  in  (x* — \-\-2xdx)* 
„        (ir-— «        „  „     „  {x*—i+2xdx)*-* 
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.  .  m  +  < 

n  —  <  .  n  — 

■i...m  +  i 

1  .  i  .  .  . 

«— «i— i 

»—8.1»— 

8.  ..m+  8 

4 

HACK  DER  POTDOBH  TOR  a.  425 

Diwe  Glieder  sind  beziehungsweise 

etc. 

deren  Substitution  in  den  vorsteiiendeo  Ausdrack  sogleich  giebt 

jn-m  'x'-«)»   am  l^^i\m  i_  «.n-l...w-f  I  ( 

aisu 

tf"  t/«  (Jl    n— TO  +  <...w  +  m  ,    n— m.w— m  — 4    /  j  

Bs  ist  klar,  dast  -^^^^  oonstant  ist,  also 

4  m* 

Hieraus  folgt 

fA\      «t"    {g;     <»"  t.«  ;yj   

W  •  •  •     2fäi     •     ^     *9  — 

4. 4... 2m     r      ^   i.itn  +  ä     i^;— ijar  j  d^j^^»  "Jf 

in  welcher  Gleiohnnj»  x  und  y  von  einander  uiiabiilingi^e  Grössen  sind. 
Diese  Gleichung  können  wir  n — tnmal  integrieren,  wodurch  die  linke 
Seile  ohne  Weiteres  in 

I  n  \x)       tl"  Vn  fy) 
dir'" 

übergeht.  Fur  die  rechte  Seite  haben  wir  sogleich 

+   +  yfi«  +  y'/'ja;  + . . .  y— — 7— — I«--  (^*) 

wo  /x,  etc.  die  den  Integrationen  zugcnigten  willkohriichen  Gon* 
stanten  (hier  mög^dier  Weise  FimctioneQ  von  s)  sind.  Dieses  Integral 
kann  aber  auch  eine  Beibe  von  andern  Formen  annehmen.  Da  ^^^^^ 
eine  Gonstanle  ist,  die  ich  Jt  nennen  will,  so  ist  In  der  Thal  das  obige 
Integral  = 

wo  c,_„_,,  c,_i„_2.  etc.  die  willkilhrliclirii  Con.stanlen  sind.  Das 
erste  Güed  dieses  Ausdrucks  käuuea  wir  aucii  so  schreiben: 
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ja  wir  können  auch  statt  dos  Factors  (xy)"""  jede  beliebige  ganze  und 
rationale  Function  der  Ordnung  »  —  m  von  xy  substituieren,  wenn  wir 
nur  den  Factor  ts   dem  Coefficientcn  von  .n/)*""  in  der  an- 

4.1..  n—fn  \  >/ ' 

gewandten  Function  gemäss  abändern,  und  unter  den  wiilkuhrlichen 
Grössen  c,_^_i,  c,_„_j,  etc.  Functionen  von  x  verstehen.  Der  oben 
abgeleitete  Ausdruck  unsers  Integrals  ist  ein  specieller  Fall  dieses 
allgemeineren,  indem  — jt^!«  ^  eine  ganze  und  rationale  Function  der 
Ordnung  n  —  m  von  xy  ist.  Wir  können  aber  noch  weiter  gehen.  Be- 
zeichnen wir  allgemein  (iurrh  Fp  [xtj)  eine  pmze  und  rationale  Function 
der  Ordnung  p  von  xy,  so  kouneu  wir  mit  tjt'hörii^er  Abilnilerung  des 
Constanten  Coeffirionlen  (k'.s  ersten  Gliedes,  und  indem  wir  für  c„_|,_i, 
üm_«-3.  el€.  willkülirbcbe  Functionen  von  x  annehmen,  für  2/"'"  nach 
einander  schreiben: 


wo  o,  a,  b\  a,  etc.  willkührlich  gewählte  Constanten  sind.  Es  geht 
hieraus  hervor,  dass,  a'isser  der  obigen  direct  erhaltenen  Form  [A*'), 
unser  Integral  unter  andern  auch,  wie  folgt,  dargestellt  werden  kann: 

=  etc. 

wo  noch  die  Constanten  k,  k',  ete,  zu  bestimmen  sind.  Dieses  geschi(  ht 
am  cinfaclisten  durch  RückdilFerentiieren,  und  wir  wunden  zu  dem  Ende 
den  folgenden  Satz  aus  der  Differentialrechnung  an: 

wo  tt  und  V  irgend  zwei  veränderliche  Grössen  bedeuten. 

Setst  man  min  fluocesrive 

•  —  y»— 1  =(8r»  — 4)»=ete. 

  J-^»  Un  {xy)    d "»■<-<  Oh  {gy)   


und  erwagt,  dass 


t/n    dn+i  Vn  (xy)  _  _ 


ist,  so  bekommt  man  sogteich 
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elc.  etc. 
Hlennit  ergiebt  sich 

Jk'«»  —  ».II  —  ü  —  1.»  —  «  —  8.»  —  •  —  » 
elG.  etc. 
nnd  wir  eriutUen  somit  dardi  die  Snbstitotioii  der  im  Vorhei:gelieiidea 
entwickelten  bUegrale  in  die  Diffiarentialgleiclraog  {A) 

 «.4...Sm        \  d{xv)»  «.im+1         cKsy)*-!*»  j 

j.    («*-<)'  d»-»-«  ün  {xy)  I 

WO  Dodi  die  wiUlcttliriicheD  Functionen     f^x,  etc.  zu  bestimmen  sind. 
Setzen  wir  y —I,  so  belommiea  wir,  da  imter  dieser Vonussebmig 

d"»  0»  df)    w-— m«f  «..w-t-« 

ist, 

+ +    +  Ä  -  +  e^:  = 

wonnis  folgt,  dsss 

fx  +  /iiB  +  f,«  +  etc.  =  0  (o) 
Differentiieren  wir  unser  Integral  nach  und  seUen  nach  der  Difieren- 
tfttioD  y  =  4,  so  ei^ebt  sich 


aber  es  ist  bekannt^  dass  swiscben  den  Differentialqnotientea  von  fh  (4 
die  folgende  Bdation  statt  findet: 

also  .  .         '  ... 

Setzi  man  dieses  Verfehlen  Ibrt,  io  findet  man 

2/;a?  +  etc.=0  (c) 
n,8.w.  Das  System  der  Gleichungen  (a),  (6),  (c),  etc.  giebt  ohne  Weiteres 
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ZU  erkennen,  dass  jede  einzdne  der  darch  die  InU^grationen  eingefilbrton 
willkuhrlichen  FuDcUoneo  fx,  /'^x,  f^Xy  etc.  gleidlNull  ist,  und  wir  haben 

daher  endlich 

/D\  d"  Un  ir^        d-Utt  y) 

(«J  —fcü  ayr-  = 

t,4...l«t        {  'd  ijsy]"'"*'      S.Sm  +  t 

wodurch  sich  zeigt,  dass  das  Product  der  m""  DilTerentiakiuotienten 
zweier  beziehungsweise  von  und  y  abhängenden  t/n  Functionen  durch 
einen  endlichen  Ausdruck  des  m'"*  und  der  höheren  DifTercntialquotienten 
der  vom  Product  aof  abhangigen  Function  ausgedrückt  werden  kann. 
Der  Satz  gieht,  um  mich  nocli  anders  auszudrucken,  das  Product  der 
FoDctionen  durch  diosi  lhe,  dem  Product  der  Aigumenle  zugehörige 
Function  und  ihre  Differentiidquotienten. 

leb  ftige  hinzu,  dass  man  aucb  einen  entgegengesetzten  Ausdruck 
geben  kann.  Nämlich: 

<»lftt{a»)  __  a*         <  •>  .  .  .m  d"  Vn  'x)    ^  (y) 

*  i«f)*  »  —    +  das»       *  <*y» 

—  —  •  l*—*^) f }  "Ti5+i  ^=HFr- 

welclicr  die  (h'in  Producte  (ivi  Atgumente  zugehörige  Function  durch 
das  Pro(hict  der  Functionen  und  ihrer  Di(ferentialquotienten  giebt.  Von 
diesem  Salze  werde  ich  indess  hier  keine  Anwendung  machen,  wu^ihuib 
ich  den  Beweis  desselben  ubergehe. 

3. 

Gehra  wir  nun  zur  Entwickelang  unserer  WurzelgrOsse  ttber. 
Wir  haben 

(4— Stifa  +  oP)-*  =  I  +  fli/.  (Ä)  +  o*(/,  (Ä)  +  etc. 

wo 

H  =  cos  I»  cos    +  sin  «  sin    cos  {$  —  0') 
ist.  Da  U„  (//}  eine  ganze  und  rationale  Function  der  Ordnung  n  von  U 
ist,  so  ist  ohne  Weiteres  klar,  dass  wir  sie  in  eine  endliche,  nach  den 
Cosinussen  der  Vielfachen  von  0  —  0'  fGrl>;chroitende  Reihe  verwandeln 
können.  Wir  können  also  annehmen,  dass 

(//}  =  2-1:  «,  cos  «  (ö  —  6  )  («] 
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soi,  imil  haben  einem  bekannten  Theorem  zu  Folge  ftlr  die  BestimmuDg 
der  Goef&cieiiteii  a.  den  fulgenden  allgemeinen  Ausdruck 

Um  dieses  Integral  zu  ennitteln,  setze  ich 

C08«i  =  jP,  cos^  =  y 

woraus 

II  =  xy  sin  o»  sin  cos  {0  —  0') 
hervorgeht.  Setzen  wir  ntm  ersüich  II  ~  xy,  und  sehen  das  zweite 
Glied  des  vollsUJndigen  Au&drucks  von  //  als  einen  Zmviu  Iis  des  ersten 
an,  so  können  wir  diesen  strenge  durch  das  TaylorsLlic  Theorem  er- 
mitteln, welches  in  diesem  Falle  auf  eine  endliche  Anzahl  von  («liedcrn 
fuhren  muss.  Wir  erlialten  somit 

(Ä)  =      (xy)  +  sin  0,  sin  ^  cos  {O  —  O') 

+  0        .  (r) 

Die  SubiiUtulion  dieses  Ausdruckes  in  [ß)  fuhrt  auf  Integrale  von  der 

f'cM^  (e^»')  cos»  (ö— r)  d  (tf— ö') 
Aber  es  ist  allgemein 


cos'  z  cos  mzdz  = 


»«   i .  •  


wenn  f^tn,  und  9  und  «1  zugleich  entweder  gerade  oder  ungerade  sind. 
In  allen  andern  Fallen  ist  das  hl^gralr^sO.  Die  Substitution  von  [y]  in  {ß) 
giebl  daher  vermillelst  dieses  Satzes  sogleidi 

**•  —  1 .  *  .  .  a  m  d(xy)  - 

t      »in  *-H  » .  ain  — H  y    d"  -h*  tu  (ay) 

<       sin  ■"+*  •» .  sin       ^>    d'"+*  t/n  (j!y> 


+ 


1.4. •      t.4...1wH'*  4l(fli)"H4 

+  elc. 
Erwflgt  man  nun,  dasa 

1  — =s  sin  V  1  — y*  =  ain 
und  veiigleicfal  man  diesen  Ausdruck  ¥0n      mit  der  Gleichimg  (B), 
so  ergiebt  sich  auf  den  ersten  Anblickt  dasa 

  sin  ""(o  .  sin  "»y»  tf""  l'n  i'xl       d"  (yj 

womit  unsere  Aufg^e  gelöst  ist. 
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Daniel  Bemoulli  war  der  Erste,  welcher  die  Aufgabe  von  den 
Schwingungen  der  Stäbe  aufgestellt  und  für  den  Fall ,  dass  der  Slab 
eotweder  an  beiden  Enden  frei  oder  an  einem  Ende  eingeklemmt  und 
am  andern  frei  sei,  behandelt  hat*).  Zu  diesen  Fallen  bat  Euler  noch 
vier  andere  hinsugefbgt,  namUch  den,  wo  beide  Enden  eingeklemmt 
and,  sowie  die,  wo  ein  finde  blos  gegen  ein  festes  Widerlager  gestutzt 
ist,  wtthrend  das  andere  entweder  firei  oder  eingeklemmt  oder  ebenso 
gestützt  ist*^).  Man  kennt  durch  diese  Untersuchungen  die  einzelnen 
Tone,  wdche  der  Stab  erzeugen  kann.  Auch  ist  durch  Poisson  gezeigt 
worden,  dass  in  der  Zusammensetzung  der  einzelnen  Sdiwingungstrten, 
wetehe  den  verschiedeoea  Tonen  jedes  Falles  entsprechen,  die  voll- 
sUlndige  Losung  des  Problems  dieser.  Bewegungen  liegt**^). 

Die  Schwingnngs knoten  shid  für  den  Fall,  dass  der  Stab 
an  beiden  Enden  frei  ist,  von  D.  Bemoulli  durch  eine  Nllfaerung  be- 
stimmt worden,  welche  noch  einen  kleinen  Fehler  lässt.  Riccatif)  und 
noch  voUsttindiger  Strddkeff)  haben  sie  für  denselb^  Fall  durch  ein 
Yerfidiren  berechnet,  wetehes  jeden  Grad  von  Annidienmg  zulAsst.  Fur 
die  übrigen  Fttlle  fehlt  diese  Bestimmung  noch;  auch  wurden  sich  die 
so  tbea  erwähnten  Methoden  nicht  ohne  Weiteres  darauf  ttbertnigen 
lassen.  Ich  habe  daher  ein  Verfthren  gesncht,  welches  auf  alle  Falle  in 
gleicherweise  anwendbar  sei  und  eine  schnelle  und  beliebig  grosse  An- 
näherung gewahre,  ohne  doch  —  da  es  sich  nur  um  eine  einmalig  Bech- 
nnng  handelt  —  betrttditliche  Umwandlungen  der  ohnehin  gnnm^g- 
lidien  Gleichungw  nothwendig  zu  machen.  Ich  fuge  die  Bestimmung  der 


*)  CommMit.  Ac«d«  Patrop.  T.  XID. 
•*)  Acte  And.  PtaiMp.  IIIS. 

***)  TnHA  M^canique  T.  U.  Auch  in  den  umfassenderen  Untersuchlinsen  von 
Poisson  (Mim.  de  l'Acad.  T.  VIU.)  and  Caacby  (Exerc.  de  Hatb.  lU.)  luNnmen  die 
Schwingungen  der  SlSbe  vor. 

t)  Memone  della  SocieUi  lUliana  T.  I. 

iD  ra«BBnd.  Ann.  Bd.  XXTII. 
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Weadepttokte,  sowie  der  Steilen  der  stärksten  Schwingung 
und  die  der  stärksten  Biegung  hinzu,  da  sich  zwischen  der  Lage 
dieser  Punkte  einige  sehr  einCuihe  Beziehungen  ergeben. 

Dies  wird  den  Inhalt  des  ersten  Theiles  dieser  Abhandlang  bilden. 
Im  «weiten TheOe  werde  ich  von  den  Schwingungen  gespannter  SUüje 
handeln.  Zuvor  aber  sollen  die  Gmndgleichangen  entwickelt  werden, 
aus  weldien  bade  Ftile  abralaten  sind. 


Gl«tcbgewichi  eiueä  gespuiuiten  Stabes  im  Zusiande  der  fiiegun^. 

Es  werde  ein  prismatiseher  Stab,  dessen  Qaerschnitt  M  sehr  klein 
im  Vergleich  zur  Lange  I  ist«  durch  eine  Kraft  P  in  der  Lmgenricfatong 
geqiannl«  und  zwar  so,  dan  alle  Innern  gleich  stark  gespannt  sind*  also 
anf  eine  Faserscbfeht,  deren  Breite  h  und  deren  DidEe  da»  ist,  die  i^Ma- 
nenda  Krsll  kommt.  Die  Resukaate  aller  dieser  Kräfte  gdit  dnrch 
den  Sehwefpimkt  des  Qaersduiitfs.  Die  dnrch  diesen  Ponkt  gezogene  Aze 
des  Siebes  werde  als  Linie  der  x  angenommen.  Der  Einfachheit  wegen 
win  ich  zunächst  yoraussetzen,  der  Querschnitt  des  Stabes  sei  ein  Rechte 
eck,  h  sehie  Breite,  k  seine  Didce. 

Jetzt  werde  der  Stab  in  der  Ebene  unendlich  wenig  gebogen 
(Fig.  I .),  so  dass  die  Ablenkung  y,  die  Neigung  ^  und  die  Krümmung 


^  unendUch  klein  ist,  auch  df  und  P  als  constant  zu  betrachten  sind. 
Diese  Biegung  werde  hervoigebracht  durch  ein  System  von  Krflfteo:, 
welche  in  der  Richtung  dw  Dicke  h  wirken,  indem  an  jedem  Theitehen 
Mdv  eine  Kraft  Xdb  wirkt,  wo  JC  eine  belidiige  Fmictioii  von  «  ist 
X  werde  positiv  gerechnet,  wenn  es  y  zu  vergrOssem  sucht. 

Durch  die  Biegong  haben  die  bereits  wegen  jP  gedehnleB  Fasern 
entweder  eine  weitere  VeriSngerung  oder  eine  Veikorzung,  also  eme 
Veränderung  ihrer  S|iannung  erlitten.  Es  wird  aber  irgend  eine  Faser- 
schicht geb«i  oder  zn  denken  sein,  deren  Spannnng  ungeindert  ge- 
blieben ist.  Die  Entfernung  dieser  Schicht»  m»,  von  der  mittlem  Schicht,, 
mal,  sei  =  t. 
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Ist  daou  aabb  Fig.  2.  ein  Theik-hen  bhdr.  so  erleidet  eine  Faser- 
schicht c'c,  doreii  l  iickc  f/fo  imd  deren  KiUleiauiii-:  von 
der  mittlern  Schiciit  mc  ~  eo  ist,  eine  Verlängerung 
oder  Veriiürzung,  indem  aus  der  Lange  cd      dx  die 
Länge  c'c  =  dx  —  'ro  —  c)  ^  wird.  Diese  Aen- 
dening  setzt  eine  Krall  voraus,  welche  dem  Quer- 
schnitt bd<j)  und  der  Aenderung  selbst  proportional, 
der  Länge  dx  aber  umgekehrt  pnoportional  ist,  also 
—  —  mb       [m  —  c)  d«  zu  setzen  ist,  wo  m  ein 
/         Erfahrungscoeffirient  ist,  welcher  bekanntlich  der 
/         Elasticitatsmodulus  genannt  wird.  FUgt  man  diese 
/  Kraft  zu  der  schon  durch  die  Spannung  P  vorbände* 

/  nen  hinzu,  so  ist  die  Schicht  e'c  oder  bdndx  mit  der 

/  Kraa      -t.tk»  —  mb^{m^e)dm 

gespannt. 

Um  die  SfMinnung  des  ganzen  Theilehen.s  aabb 
'    /  oder  hhdx  zu  erhallen,  hat  man  diesen  Ausdruck 

,    f  h  h 

;  /'  nach  cu  zwischen  den  Grenzen  —  -  und  +  ^  zu  in- 

!  /  tcgriren.  Dies  cieht  P.  indem  ,  r  unendHch  Hein  ist. 

4    I  ^  tlX 

i/  Um  aber  den  Ansriirsitunkt  die.ser  Kraft  zu  bestimmen, 

liat  man  ihr  Moment  Pd  in  Beziehung  auf  irgend  eine 
Faserscbicbt,  z.  ü.  in  Beziehung  auf  die  mittlere  mm  zu  nehmen.  Dies 
erhalt  man,  wenn  man  den  vorigen  Ausdruck  mit  m  multipliciert  und 
dann  zwischen  den  Grenzen  —  j-  und  +  j-  int^rirt.  Dadurch  wird 


T 


Pd  =  — 


Ist  der  Stab  nicht  ein  Parallclcpipcdtim ,  so  hat  man  b  als  eine 

Function  von  cd  mit  unter  das  Integralzeichen  zu  setzoi.  Ist  z.  B.  der 
Querschnitt  ein  Kreis,  so  wird  b  =  /r-  —  «*,  und  die  Integratidl 
z>vischen  den  Grenzen  ±r  giebt  Pd  =  ^  .  üeberiianpl  aber 

ist  für  —  Pd  das  elastische  Moment  zu  setzen,  welches  allgemein  durch 
a       bezeichnet  werden  möge,  so  dass  ftlr  rechtuckii^c  Stäbe  a  — 


und  fur  cylindrische  a  =■ 
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Im  ZnsUinde  des  Gleichgewichts  muss  die  Summe  der  statttcben 
Momente  in  Boziehiing  auf  jeden  Punkt  der  Linie  ab,  z.  B.  in.Beziehttng 

niif  m,  =z  0  soiu.  Diese  Momente  f^iiul  aber  1)  das  elastische  Moment 
—  .  2"  das  Moment  der  am  Ende  des  Stahes  wii  ki  ndon  Spannung 
P,  also  Py,  und  3)  das  Moment  aller  Kräfte  X<L  \oii  ab  hm  an  das  Ende 
des  Stabes,  uIm)  Q  ix  —  «),  wenn  mau  mit  Q  die  Resultante  aller  dieser 
Kräfte  und  mit  u  die  Abscisse  ihres  AngniisjuiiikiLS  l)(>zeichnet.  Es  ist 
aber  0  ^  ^Xdx  und  Qu  —  fTXdr.  beide  Inteü;ralo  von  o  bis  x 
nonimen.  wenn  der  Anfanyispunkt  der  Ai)sris.sen  in  das  Ende  des  Stabe> 
verl(>ul  winl.  Man  hat  daher  als  Bedingung  des  Gleichgewichts  m 
gespannten  und  gebogenen  Stabe: 
(I.)  —  a  -Jt  +  P?/  +  r  fX(h  —  fxXdx  =  0 

Difierentiieri  man  diese  Gleichung,  so  erhält  man 

(II.)         -,.    +p-*-+/x<fc  =  o 

und  durch  nochmaliges  Diffenmtiieren 

(III.)  -•^+i'^  +  x=o 

GMdimg  IKr      Sebwingungen  eines  ge^Monlon  fltiba«. 

Der  gebogene  Stab  sd  im  Zustande  der  Beviregang,  indem  adnea 
Tbeilen  eine  beliebige  Ablenkung  und  Anfongsgeachwindigkeit  ertheik 
ist,  wlihrend  jetzt  keine  Krttfle  weiter  auf  ihn  wirken,  als  die  aus  der 
Biegung  selbst  entspringenden,  so  wie  die  an  den  beiden  Enden  an- 
gebrachten Longitadinal-  und  Transversalkrttfte,  welche  theils  den  Stab 
spannen,  thmis  seine  Enden  in  der  Btfestjgmig  hallen.  Diese  KrOAe 
geben  ftir  jedes  Thetlcben  die  beschleunigende  Kraft  —  Xis*). 
Bezeichnet  daher  —  j»  das  Gewicht  einer  LtlQgeneinbeit  des  Stabes,  also 
pdx  das  Gewicht  des  beschleunigten  TheÜchens,  so  hat  man  die  Be- 
wegungsgleichnng 

•)  Hierbei  isl  voransfteselzl ,  dass  die  claslische  Kraft  während  der  bewrKUD^ 
denselbeo  Werib  babe^  wie  im  Zustande  des  Uieicbgewichts.  Diese  Voraussetzung 
nidit  volHiomiiMm  atraig,  tbeUt  wegm  de»  vmi  Werfbeiin  geltend  geawAtan  EMmm 
dar  dureh  dto  ZiMaimMiidradning  cntwiclmlteD  Winne,  IheUs  auch  wohl  wegao  dtf 
von  W.  Weber  beobachteton  elastischen  NMhwirkuog.  (Poggend.  Ann.  Bd  Ii  u  ' 
Beide  Einflüsse  knmmen  einer  Verminderung  von  tn  gleich.  Ich  habe  an  einem  andern 
Orte  (Programm  der  technischen  BildunesanslaU  zu  Dresden,  1846)  etwas  mehr  über 
diesen  Gegenstand  gesagt. 
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oder,  wenn  man  ibr  J  seinea  Werth  aus  der  Gleichung  (III.)  einsetzt, 

Diflge  Gieichmig  giebl,  wenn  a  =  0  geselzt  wird,  die  Scliwingaiigeii 
einer  voOkommen  biegsamen  Saite,  und  wenn  man  =  0  seist,  die 
einee  nicht  gespannten  Stabes. 

Bs  hat  diese  Gleichung  uneodlicli  ^iele  besondere  Integrale,  ent- 
sprechend den  einzelnen  KJnen,  welche  der  gespannte  Stab  geben  kann. 
Da  jeder  Ton  in  einer  periodischen  Bewegung  besteht  und  eine  solche 
stets  anf  ein  Glied  oder  auch  auf  viele  GUeder  von  der  Form  A  sin  [nt + r) 
znrttckgefUhrC  werden  kann,  dieae  Bewegung  aber  voraosaetzt,  daas 
^  —  —  1^  sei,  so  vnrd  man  die  den  einzdnen  Tonen  entspredienden 
Bewegungen  erhalten,  wenn  man  annimmt,  die  Biegung  sei  von  der  Art, 
dass  —  n'v 

wird,  wo  n  die  Anzahl  der  Schwingungen  in  der  Zeit  tn  bedeutet.  Da- 
durch geht  die  Gleichung  (III.)  über  in 

woran«  dieWertfae,  welche  %  annehmen  kann,  zu  bestüounen  sind. 
Das  altgemeine  Integral  der  letzten  Gleichung  ist 

y  =  ile«»  +  Ba— •  +  C  sin     +  D  cos  ^*  (IV.) 
wenn  man  mit  +  a  und  +  ß  /  — \  die  vier  Wurzebi  der  Gleichung 

f  p 

bezeichnet,  so  dass   


Man  sieht  sogleich,  dass  a  und  ß  2>lets  reell  sind,  sowohl  für  positive 
Werthe  von  P,  d.  h.  wenn  die  Spannung  den  Stab  dehnt,  als  auch  für 
negative,  d.  h.  wenn  diese  Kraft  ihn  in  der  Langeiirichlung  zusammen- 
druckt. 

Es  soll  nun  die  Gleichung  (IV.)  zuerst  für  nicht  gespannte,  sodann 
für  gespannte  Stabe  behandelt  werden. 
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ERSTER  TBDBIL. 

Bettimmiiog  der  ausgezeichneten  Punkte  an  aehwingendeo 
nieht  geapaaDteo  äUÜteo. 


Indem  man  P  =  0  setet,  wird  a=siß^  und  die  GleichuQg  (lY.) 
Sieht  über  in: 

y  =       +  jfe— *  +  G  sin  oa;  +  X>  C08  OS  (1.) 

«=fl^  («•) 

Durch  die  Annahmen,  welche  Uber  die  beiden  Enden  des  Slabei 
gemacht  werden,  erhidt  man  vier  Gleichimc;en,  durch  welche  man  ao- 
wohl  a  ond  daher  die  Schwingunj^menge  n,  als  auch  drei  von  den 
Gonstanten  A,  B,  C,  D,  im  VerhsUiiiss  znr  vierten,  also  die  Gestalt  des 
schwingenden  Stabes  bestunmen  kann. 

Ist  nämlich  1)  em  Ende  fest  eingeklemmt,  so  hat  man  shdi  an 
diesem  Ende  eine  transversale  Kraft  nnd  sogleich  ein  KrSftepaar  so 
angebracht  au  denken,  dass  dadurch  beständig 

y  ~0  und  -'^  =  0 

bleibt. 

Ist  2)  ein  Ende  frei,  so  hat  man  sich  hier  weder  eine  Kraa  noch 
ein  Kraflmoment  zu  denken,  d.  h.  es  wird  hier  sowohl  fXdx  ~  0,  als 
auch  X  j  Xdx  — J  xXdx  =  0,  daher  nach  den  Gleichungen  ^I.)  und  (Il.y 

ist  3)  ein  Ende  gegen  ein  festes  Widerlager  angestemmt  oder 
mit  einer  Axe  versehen,  so  dass  der  Stab  sich  um  dieses  Ende 
hebelartig  drehen  kann,  so  kommt  diese  Art  der  Befestigung  einer  Kraft 
gleich,  wetehe  bestündig 

sr  =  0 

macht;  und  da  in  den  Gleichge\>ichtsgleichungen  des  §.  t.  das  Momoii 
in  Beziehung  auf  diesen  Punkt,  also  xjxdx  — JxXäs  =  0  sein  muss, 
so  hat  man  zugleich  aus  (II.) 

^  =0 
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Nach  diesen  Bedingungen  sind  nun  die  sochs  Fälle,  welche  vor- 
kommen können,  zu  behandeln.  n,imlich: 

1)  ein  Ende  eingeklemmt,  cUis  andere  frei, 
%)  beide  Enden  frei, 

3)  beide  Endt  ii  eingeklemmt, 

4)  ein  Ende  angestemmt,  das  andere  frei. 

5)  ein  Ende  angestemmt,  das  andere  eingeklemmt, 
6}  beide  Enden  angestemmt. 

$.  4. 

Bnttr  Fftll:  Vm  Bnd»  «inesUemmt,  das  anden  frei. 

i)  $ehwiiigiingsiii«nK«. 
Wenn  nun  das  fireie  Ende  als  Anftt^ponkt  der  Absdssen  wmwl, 
90  hau  Bian  nach  dem  -voiteiifehoiideii  §.»  wenn  #     0  gaaetet  wird, 
g.=<Oii]id-^=:0.  Ba  giebl  daher  die  Gleichiiiig  (4.) 

0  =  1-1?- Cf  ^^-^ 

Wegen  der  Befestigung  des  andern  Endes  wird  y  =  0  uud  —  0, 
wenn  mau  x  =z  l  setzt,  also 

0  =  Ae''  +  Äe-"'  +  (;  sin  al     D  cos 

0  =  Ae"'— +  C  cos  «/  —  D  sin  o/ 
Addiert  man  diese  beiden  Gleichungen,  so  erhalt  man  in  fierUcksich- 
tiguDg  von  (3.) 

A  [e"' cos  al)  =  B  sin  al  (4.) 
Eben  so  durch  Subtraction: 

B  {e—^  4.  cos      =  —  A  sin  oA 
Multipliciert  okan  diese  beiden  Gleichuiigmi  mit  eioauder,  so  erhall  man : 

woftlr  man  auch  setzen  kann: 

c(M  «I  —     2  («-• '  —  a-*-'  +        —  . . .)         (6* ) 

Die  Wvunebi  dieser  Glek:hang,  d.  h.  die  Warthe  af,  weiche  dei^ 
selben  Genüge  tfann,  können,  da  der  Gosinns  negativ  ist,  nur  im  3*", 

71«  QiQ^  Quadianten  liegen.  Man  kann  sie  m  jeder  beüefaigen 
Annüberang  berechnen.  Die  erste  wird  am  leichtesten  geAmdeo,  wenn 
man  die  Gleichung  (5.)  unter  die  Form  setzt: 
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 j  j  

daher 

~"  '  —  ^  ^  <.8...8~     <  4» 

Diese  Reihe  coDvergiert,  wenn  «/  im  zweiten  oder  auch  im  dritten 
Quadranten  liegt,  so  schnell,  dass  man  die  Glieder,  welche  die  IS**  und 
höhere  Poteosen  TOn  td  enthalten ,  zunächst  veniaeUanigea  kann.  Dies 
giebt  den  ersten  Werth  von  al  =  i  ,875S..  Seist  man  den  so  erhaltenen 
NfthemngBwnth  in  die  redite  Seite  der  Gleichung  (ö''^.)  ein,  ao  erbalt  man 
einen  Werth  von  oos  «1,  weldier  «I  genauer  giebt.  Diesen  neuen  Werth 
von  fld  kann  man  auf  dieselbe  Weise  zur  Berechnong  eines  noch  ge- 
naueren benutzen  und  auf  dieae  Weise  die  AsnMhenmg  zu  jedem  be- 
liebigen Grade  fortsetzen.  Man  eifaalt  auf  diese  Weise  al  =  4,67510.. 
oder  0,50686..  xir.  For  die  höheren  TOne,  den  zweiten  mit  ein- 
geschlossen, wird  a"*'  und  daher  cos  so  Idein,  dass  ai  wenig  von 
n  venchieden  wird.  Dieser  erste  Naherungswerth  giebt  dann  nut 
Htdfe  der  Gleidinng  (6*.)  cos  «I  genauer  und  durch  Fortsetzung  desselben 
Verihbrens  sehr  achneli  ol  in  grosser  Annäherung.  Es  mt^  durch  e^jr 
die  f**  Wurzel  der  Gleichung  (5.)  bezeichnet  werden,  so  eitalt  man  durdi 
das  angegebene  Vahren: 

=r  0,59686.. 
4^  =  4,19418.. 
8,50025.. 

#  =  3,49999.. 

Setzt  man  ftlr  a  seinen  Werth  —  in  die  Gleichung  (2.)  ein.  so  er- 
hält man  fUr  die  Anzahl  der  Schwingungen  in  der  Zeit  2n  den  Ausdruck 

''=^ff  («•) 

%)  Gestalt  des  Stabe«. 
Aus  (5.)  erhalt  man: 

sin  ttl  =  ±  -zr^r 

—  «fr 

WO  (las  obere  Zcitlieii  für  die  ungeraden,  das  unlere  für  die  geraden 
Wertbe  von  i  gilt.  Durch  diese  und  die  Gleichung  (5.)  erhall  man  aus  (4.): 

B  =  + Ae-' 

und  daher  aus  (3.): 
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1>  =  ^(I  +  e-*) 

Daher  gehl  die  GleicbuDg  (1.)  fkir  den  gegenwHrfigeii  Fall  iiher  in: 

y  =  A      +  +  (1  +      sin     +  (1  +  «-^  cos  ax)  (7.) 

3)  Knoten. 

Die  Gleichung  für  die  Lage  der  Knoten  erhait  man,  wenn  y  =  0 
geaelzt  wird.  Dies  giebt : 

0  =  e~  +  c«"-'^  +  fiio  «9  4-  €08  ose     e''  (sin  «p  —  cob  «*) 
Um  aus  dieser  Gleichung  x  zn  bestunmeD,  mnllipliciere  man  sie  mit 
+  6"**  und  setze  zur  Abkürzung 

a  =  ±  «T"*'— » +       ±     '  (sin  «IC  +  ooe  «)  (8.) 

alsdami  ist  ^ 

sin  off  —  cos  ttx~a 

oder 

sin  («f  —  i)  =  dyfV  (Ö.) 

Nun  ist  nicht  nnr  ftlr  alle  TOne,  mit  Ausnahme  des  ersten»  welcher 
keine  Knoten  giebt^  sehr  Idein,  sondern  auch  Itlr  die  höheren  Töne 
und  fttr  solche  Knoten»  welche  den  Enden  nicht  sehr  nahe  liegen» 
^-•(f.«}  und  a"**  noch  so  klein,  dass  9  nach  (8.)  emoi  unbetrttchtlidien 
Werth  annunmt.  Daher  zeigt  die  Gleidmng  (9.)«  dass  für  den  8^,  3<*"» 
..A^  Knoten  et«  —-x- wenig  von  «,  Siv...  (ik— 1)»  verschieden  ist«  also 
OS  nahe=  ~  n  wird.  Setzt  man  diesen  ersten  Nahenmgswerth  m 
die  rechte  Seite  der  GleichuDg  (8.),  so  erhsit  man  einen  Werth  fllr  ^»  mit 
welchem  die  Gleichung  (9.)  genauer  berechnet  werden  kann.  Auf  diese 
Weise  kann  die  Annäherung  beliebig  fortgesetzt  werden. 

Dies  Verfiihren  ist  nur  fhr  den  Knoten,  welcher  dem  freien  Bnde 
zunächst  liegt,  nicht  anwendbar,  mdem  hier  ein  so  kleiner  Theil  von  l 
ist,  dass  0"**  und  daher  ^  nicht  sehr  klein  ist.  Um  lür  diesen  Fall  einen 
ersten  Nahenmgswerth  zu  erhalten,  kann  man  zunächst  9  angentthert 
=  setzen,  indem  die  beiden  anderen  Glieder  der  Gleichung  (8.) 
sehr  klein  sind  Dann  wird 

0  =  a^'*  —  sin  off  cos 

woraus  man  leichl  ersi(  Iii,  düss  der  kleinste  Werth  von  nicht  viel  Uber  1. 
oder  etwas  nl^her  ungefähr  1,04  ist  Mit  diesem  Werflie  kann  man  9 
nach (8.)  genauer  berechnen  und  dann  die  Näherung  ebenso  wie  in  den 
übrigen  Fallen  zu  jedem  beliebigen  Grade  fortsetzen. 
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Ein  zweiter  Fall,  wo  dag  enie  KtherongsverfidireD  lUGhl  xamchcD 
wttzde.  könnte  dann  eintreten,  wenn  nicht  sehr  Idein  wttrde. 

JedoGh  ttbersengt  man  äch  doich  eine  thnfidie  Anweodnng  der  Reihei» 
leicht,  daM  « (I  —  ^  stets  giflsaer  als  3  sein  muss  und  daher 
klein  genug  wird,  um  das  erste  Verfiihren  znzulaaseii. 

Auf  diese  Weise  sind  folgende  Entfernungen  der  Knoten  vom  fireien 
Ende  berechnet,  die  Länge  des  Stabes  als  Einheit  genommen. 


vorletzter 

leUterlbMrtM 

erster  Ton 
zweitO'Ton 
dritter  Ton 
viertOTTon 

»•«Ton 

kein  K 

0,2261 
0,1321 
0.0944 
1,3222 

noten 

0,4m 
0,3558 
4,9820 

0,6439 

9.0007 

4ib-«3 

4i-fO,9093 

4f-7,on5 

4i— 8 

4i— 2 

4t— 2 

4f— 2 

4t— 2 

4t— 2 

i)  Wendepunkte. 

Die  Wendejmnkte  des  Stabes  erhttlt  man,  wenn  ^  =  0  gesetzt 
wird.  Ste  könnten  ganz  eben  so  wie  die  Knoten  berechnet  werden. 
Eine  sehr  ein&che  Beziehnng  zwischen  der  Lage  dieser  beideriet  Punkte 
ei^ebt  sfch  aber  auf  folgende  Weise. 

Wenn  man  nicht,  wie  bisher,  das  freie,  sondern  das  eingeklemmte 
Ende  als  AnCingspunkt  der  Abseissen  nfanmt,  so  wnrd  y  mid  =  0, 
wenn  «  =  0  ist,  und  und  ^  =  0,  wenn  «  =  (  ist.  Fuhrt  man 
die  Elimination  mit  den  vier  dadurch  entstehenden  Gleichungen  ganz 
eben  so  aus,  wie  vorhin  für  den  andern  Anfongspunkt,  so  erhalt  man : 

y^A{e"  ±  e*t'-*»  —  (1  +  e'']  sin  ax  —  {\  ±  e"']  cos  ax) 
und  hieraas: 


aU  {e«*  +  +  (1  +  e"')  sin  ox  +  (1  +  c"^)  cos  ax\ 


Setzt  man  (iicsnn  letzten  Werth  =0,  so  orhült  man  ftlr  die  Wende- 
punkte dieselbe  (^leic)vung,  welche  oben  für  die  Knuten  erhalten  wurde. 
Es  liegen  also  die  Wendepunkte  vom  festen  Ende  genau  in  den- 
selben Entfemunpen,  wie  die  Knoten  vom  freien  Ende.  Mit  Ans- 
nähme  de»  ersten  Knotens  (zunächst  dem  freien  Ende)  und  des  letzt* u 
Wendepunktes  (zunächst  dem  rcsim  Finde'  liegt  immer  em  Knolen  und 
ein  Wendepunkt  nahe  neben  einandei ,  ohne  jedoch  genau  zusammen- 
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j'.utailen,  und  es  geht  abwechselnd  einmal  der  Kaoten  dem  Wendepunkte, 
aod  einmal  dieser  jenem  etwas  voraus. 

Auch  sieht  man,  dass  Uberhaupt  die  Gleichung  fiir  auf  das  feste 
Ende  bezogen,  sich  von  der  fury,  auf  das  freie;  Endd  besogeo,  nur  durch 
<lea  conslanteii  Factor  a*  unterscheidet,  und  vice  versa. 

5)  BSiiche. 

Die  Bäuche,  d.h.  die  Stellen  der  sUUkslon  Schwingung  werden  er- 
hallen, wenn  man  ^= 0  setzt.  Das  gieht,  wenn  man  die  Gleichung  (7.) 
anwendet, 

0  =  e»*  +  +  (1  +       cos  ax  —  (1  +  e"')  sin  ax 

oder,  wenn  man  diese  Gleichung  mit  +  e""'  multipliciert  und 
+  —       ^:  e'**  (sin  CCS  —  cos  ox)  =  d 

setzt, 

sm  ax    cos  qX  =  d 

woraus  s  gßm  mit  dieselbe  Weise  m  bei  den  Knoten  berechnet  wei^ 
den  kann.  Hier  ist  ^  stets  so  Idetn,  dass  es  Atr  iteinenBauch  nOthigiwird» 
tkk  der  Bethen  aar  Bestimmung  des  ersten  Nchenmgswerthes  zu  be- 
dienen. Für  den  Baach  eiMt  man  angenähert  «c  s=  « 
und  daher  fitr  den  t**  Ton  angenähert: 

I       «*— • 

6)  Die  Stellen  der  stSrkaten  Biegung. 

Die  Stellen  der  stärksten  Biegung  werden  erhalten,  wenn  man 
^  —  0  setzt  \V  ahlt  man  dazu  die  Gleichung  der  Gestalt,  wo  der  An- 
tangspunkt  der  Absrissen  in  das  eingeklennnte  Ende  verlegt  ist,  so  er- 
hält man  ganz  dieüeibe  Gleichung,  welche,  auf  das  freie  Endo  bezogen, 
fUr  die  Bäuche  erhallen  wurde.  Ks  haben  also  die  Steilen  der  stärksten 
Biegung  vom  festen  Knde  dieselben  KntfemuQgen,  wie  die  der  stärksten 
Schwiugung  vom  freien  Ende. 

§.  5. 

Zweiter  Fall;  B«de  Baden  frei. 

4)  Sebwingungsmeng«. 

Die  Bedingung,  dass  beide  Enden  frei  sind,  giebt        —  0  und 
=  0,  wenn  x  =  0  oder  x  =  l  gesetzt  wirde.  Man  hat  daher: 
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0— A+    B— D 

&=A -     B -C 

0  =  Ae'^  +  Be-'^  —  C  sin  al  —  D  cos  «/ 

Diese  Gleichungen  unterscheiden  sich  von  denen  des  vorigen  Falles 
in  den  Vorzeichen ,  und  es  kann  die  Elimination  der  Constanten  gase 
eben  so  wie  dort  vollzogen  werden.  Man  erhAlt  dadurch  zur  Bestimmung 

cos  al  = 

woraus  .  . 

Sin     =  + 


DieWerthe  von  müssen,  da  der  Cosinus  positiv  ist,  im  1"*",  i'*". 
ö**",  9'*"  etc.  QuadrauttMi  liegen.  Dem  ersten  Quadranten  gehört  der 
Werlh  al  ~  0.  welcher  keine  ScInvingLing  giebt.  Es  liegt  daher  die 
erste  geltende  Wurzel  im  vierten  Quadrant**n.  so  dass  e''  ziemlich  gross 
und  cU  angenähert  n  Tür  den  r""  Ton  wird.  Mit  diesem  ersten 
Nabeningswerthe  kann  man,  ganz  wie  im  vorigen  Falle,  al  genauer  be- 
rechnen. Schreibt  man  auch  hier  e^w  für  den  i'""  geltenden  Werth  vod 
oi,  so  ergiebt  sich: 

=  i  ,50562.. 

e,  2,49975.. 
=  3,50001.. 
2t-f  1 

Diese  Wertiie,  in  die  Gleichung  (6.)  eingesetzt,  geben  die  TOoe  des  an 
beiden  finden  freien  Stabes. 

2)  Gestalt. 

Die  angedeutete  Elimination  der  Constanten  fiihrt  auf  folgende 
Oleiehiuig  fUr  die  Gestalt  des  Stabes: 

y  =A  {«-  +  +  (1  +  a-')  sin  «as  +  (I  4  a-*)  coa  «*} 

wo  wieder  das  obere  Zeichen  fbr  die  ungeraden,  das  untere  fUr  die 
geraden  Töne  gilt. 

Dies  ist  zwar  diesell»*'  Uleichung,  wie  im  vorigen  Falle  (7.\  drückt 
aber  hier  eine  ganz  andere  Gestalt  aus,  weil  a  einen  ganz  andern 
Werth  htti. 
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3)  Knoton. 

Setzt  man  y  ~  so  erhält  mau  zur  l]<.'6laiiniung  der  Knoten  die- 
selbe Gleichung,  wie  im  vorigen  Falle,  und  kann  daraus  y  ganz  eben  so, 
wie  dort,  berechnen.  Diese  Werthe,  welche  wegen  der  Verschiedenheit 
von  a  nicht  mit  den  dortigen  identisch  sind,  findet  man  in  der  folgenden 
Tabelle  zus  uiiinengestcllt.  Sie  brauchen  natürlich  nur  für  die  eine  Hälfte 
des  Stabes  angegeben  zu  werden. 


1  ««Knoten 

S*»EdoIbii 

3<«  Knoten 

J^KOOlOD 

erster  Ton 

0.2242 

zweiter  Ton 

0,1321 

0,5000 

dritter  Ion 

0,0944 

0,3558 

i»w  Ton 

1 ,3222 

4,9820 

9,0007 

4fc— 3 

4t  +  2 

4t  +  2 

4t4-2 

4  t  +  2 

Es  sind  dies  jene  Zahlen,  welche  meni  in  einer  unvoUkommeoen 
Annäherung  von  D.  Bemoulli,  nachher  genaner  von  Ritxati,  so  wie  von 
Strehlke  beredinei  und  von  dem  Letzteren  mit  einer  grossen  Anzahl  sehr 
genaner  MesBongen  ve^cfaen  worden  sind.  Jedoch  kommt  in  diesen 
letzteren,  sonst  sdurgeoanen  Rechnungen  einVersehen  in  einem  Vorzeichen 
hei  den  geraden  Knoten  vor,  welches  besonders  beim  zweiten  Knoten  einen 
merklichen  Einfluss  iibt.  Berichtigt  man  dasselbe,  so  difierieren  Strehlke's 
Mesanngen  noch  bedeutend  weniger  von  der  Rechnungi  als  dies  bei 
seinen  Rechnungsangaboa  der  Fall  ist  —  ein  gutes  Kennseichen  fUr  die 
ZuverUlasigkeit  der  milgelfaeUten  Beobachtungen. 

4)  Wendepunkte. 
Setzt  man       —  0,  so  erhält  man  zur  Bestimmung  der  Wende- 
punkte : 

0  =  c"  +  —  (1  +  e"  )  sin  ax  --  (1  +  fi*')  cos  aa 

daher,  wenn  man  mit     e-''  multipliciert  und 

^  «-•('-•)  —  e~"*  +  e""'  (sin     +  cos  o«}  =  ^ 

"^^^  8in(««-^i)=dvT 

Der  kleinste  Werth  von  «s  liegt  im  dritten  Quadranten,  wovon  man 
sich  dmvh  Anwendung  der  Reihen,  ähnlich  wie  in  §.  4.  unter  3), 
Uberseogen  kann.  Daher  ist  d  stets  sehr  klein,  und  es  wird  aogenllhert 
fhr  den  ft^  Wendeponkt: 


90  = 
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Setzt  man  die  Aiinulierung  auf  dieselbe  Weise  wie  bei  den  Knoten 
fort,  so  erhall  man  für  die  Botfermmg  der  Wendepankte  vom  nacbsteo 
Ende  foigeade  Werthe : 


l*ur  w«od«piiakt 

1  1*"  Wendepunkt 

Wendepankt 

enter  Ton 

kein  WendefiuBict 

zweiter  Ton 

0,5000 

driUer  Ton 

0.3593 

i«»Toii 

5,0175 

8,9993 

4fc  +  i 

4t  +  2 

4t>2~ 

Den  Jiussor.steti  knoten  <*ntsprechen  keine  Wendepunkte;  den 
llbrij^en  liegt  allemal  ein  Wendepunkt  «ehr  nahe,  auch  hier  so,  dass  ein- 
mal der  Knoten  dem  Wendepunkte,  das  anderenial  der  letztere  dem 
erstem  vorausgeht,  ausser  in  der  Milte  bei  den  geraden  Tönen,  wo 
nattirlich  beide  zusammenfallen.  Immer  liegen  die  Wcndepmikti  unter 
oder  über  der  Axe,  jenachdem  das  ibneo  nächste  Ende  des  Stabes 
unter  oder  üiber  derselben  liegt. 

tt)  Bloche. 

Setzt  man      =  0,  so  eilitit  mm  zur  Bestiamrai^  der  BSoohe: 

0  =«-  +  (*  +  «•')  eoBa»^  (<±«*')  «in 

und  wenn  man  mit  +  r"'  rnidtipliciert  und 

Daher  wird  für  den  k^"  Bauch  m  erster  Annäherung: 

ar  ™  — - —  yr, 

womit  man.  \vie  in  den  übrigen  Fällen,  genauer  rechnen  kann,  ftür  den 
1^"  Uauctt  des  t'"  iunes  wird  angenähert: 

I  —  «<  +  i 

6^  Stellen  der  stärksten  Biegung. 
Für  die  Stellen  der  stärksten  Biegung  erhalt  mau,  indem       =  0 
gesetzt  wird, 


0 


+  « 


und  mdem  man 
setzt. 


(1  4-  ß"')  cos  o:c  4-  (4  +  e"')  sin  ax 


4-  ß-"'  (sin  ax  —  cos  ax)  =  d 


i^iyuu-cd  by  Google 


BWAHimat  vm  racar  iWAiiimH  BLUTMcnm  StZbi.  447 


Dies  giebt  in  erster  Annäherung  dieselben  Werthe  wie  fdr  die  Bäuche, 
aber  wegen  der  Verschiedenheit  von  d  Mlen  auch  hier  die  Stellen  der 
stärksten  Biegung  mit  den  Bauehon  nicbt  genau  zusammen,  ausser  auf 
der  Mitte  des  Stabes  bei  den  ungeraden  T<}nen. 

8-«- 

^Dritter  Fall:  Bciiie  Baden  «tt^eMammL 

4)  SehwingungsmoDgc  und  Gestalt. 

Die  Glelchunt,'  (1 .)  muss  =  0  werden,  wenn  man  o;  0  oder  x  =  l 
setzt;  zugleith  wiid  J  tin        =  0  und  man  hat  daher: 

0  =  A  +  ii  -i-  D 
0  =  A  —  D  +  C 

0  =  vie"'  +  Be"^  +  C  sin  al  +  D  cos  al 
0  =  Ae"'  —  lie-"'  +  C  cos  ai  —  D  sin  al 
Derselbe  Algorithmus  wie  in  den  vorh(Mc:chendcn  Fülion  ftilirt  auf  die 
Gleichungen  zur  Bestimmung  der  Scbwiogungsmeoge  und  der  Gestalt 

cos  als=   -j  *  _-i 

y  =  i  (e"  +  e-<'-*»  —  (1  +  c-^  sin     —  (1  +  «■*)  cos  off} 
Die  entere  Gldchung  igt  die  nämliche  wie  im  nKchstvoiliei^dienden  Falle 
und  giebt  daher  genau  dieselbe  Tonreihe,  als  da  der  Stab  an  beiden  Enden 
frei  war,  wogegen  die  Gestalt  von  der  in  jenem  Falle  ganz  verschieden  ist. 

2)  Knoten  y  Wendepunkte,  Bauche  und  Stellen  der  stärksten  Biegung. 

Setzt  man  =  0,  so  erhält  man  zur  Bestimmung  der  Knoten  die- 
selbe Gleichung,  wie  im  vorhorgohoDdcn  Falle  zur  Bestimmung  der 
Wendepunkte.  Da  nun  a  in  beiden  Y'Mkm  genau  dieselben  Werthe  hat, 
so  sieht  man,  dass  bei  dem  an  beiden  Enden  eingeklemmten  Stabe  die 
Iboten  dieselben  Stellen  einnehmen,  an  welchen,  wenn  der  Stab  an 
beiden  Enden  frei  ist.  die  Wendepunkte  liegen. 

Eben  so  findet  sich,  dass  in  jenem  Falle  die  Wendepunkte  eben  so 
Hegen,  wie  in  diesem  die  Knoten.  Eine  gleiche  Vertauschimg  der  Lage 
findet  fiir  die  Bftncbe  im  einen  und  die  Stellen  der  sUliksten  Biegang 
im  andern  Falle  statt. 

Uebeiiiaupt  gilt  llir  die  Gestalt,  welcbe  der  Stab  in  diesen  beklen 
FUlen  annisunt,  die  Beaebong,  dass      des  einen  Falles  sich  von  y  des 
andern  Falles  nnr  durch  den  constanten  Factor  o*  unterscheidet. 
iaiMii.«.K.s.ta.d.iinHMMki.  11 
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Da  der  Stab  bei  der  Ik  lesligung  seiner  Enden  nicht  gebogen  wer- 
den kann,  ohne  zugleich  etwas  gedehnt  zu  werden,  80  ist  sti-eng  genommen 
im  vorHegenüen  Falle  ausser  der  Kraft  a  noch  eine  Krall  —  q 
vorhanden  (vgl.  §  1.),  wo  q  den  veränderlichen  Werth  dieser  Spannung 
bedeutet  aber  für  uneadlicli  l^lrim  Srhwinfrtineeu  <^  unendlich  klcm 
gegen  a,  und  eine  unendlich  kleine  ürüsse  der  selben  Ordnung  wie 
^  ist,  80  ist  9  0-  gegen  a  ^  zu  verDachlässigen. 

§.7. 

VierUr  Fall:  Bio  Bnd«  tti,  du  «nden  «ngMtamnl. 

Nimmt  man  das  freie  Ende  alä  Aulangspunkt  der  AbscissOD  und 
setzt  X  ==■  0,  so  erhält  man: 

O^A  +  ß  — JÖ|  ,•  . 

,  =  A-D-c]  ^  t^*-) 

Setzt  man  aber  ar  =  /,  so  muss  y  =  0  und  -0-      0  werden,  ako: 

0  ^Ae''  +  Be-^  +  C  sin  al  +  D  cos  al  \ 

0      Ae"'  +  Ih-"'  —  C  sin  al—D  cos  al  j  "  ' 

Addiert  man  diese  Gleichungen,  so  erhält  man: 

U  Ae*'' 
Daher  wegen  (10.) 

€  =  A  (i  +  c»-') 

D  =  A{\—  e*-') 
Subtrahiert  man  die  Gleichungen  (11.)  von  einander,  so  erhalt  man: 

0  z=i  C  sin  al  +  D  cos  al 


woraus  sich  ergiebt: 

sm  2«t  =  Y2  a/^^-iJ- 
Setzt  man  ferner  die  Werthe  von  /?,  C,  D  in  (I.)  ein,  so  erhalt  man: 

y  =  A  {«•*  —  e'""-'>  +  (1  +  c'"']  sin  oa?  +  (4  —  e*-')  cos  ax} 
Vergleicht  man  diese  beiden  Gleichungen  mit  den  entsprechenden  des 
§.  ö.,  80  sieht  man,  dass  sie  sich  von  jenen  nur  dann  unterscheiden, 
du8  hier  %l  anstatt  l  steht  und  das  obere  Vorzeichen  weggefiülen  ist. 
Daraus  sieht  man  I)  dass  die  Töne  des  gegenwärtigen  Falles  genan  die- 
selbe Höhe  haben,  wie  die  geraden  Töne  eines  doppelt  so  langen  Stabes, 
der  an  beiden  Enden  frei  wiire,  und  2)  dass  dabei  die  Gestalt  des  Stabes 
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die  naniliche  ist,  wie  für  jede  Hälfte  dieses  längeren  Stabes.  Dies  liegt 
darin,  dass  die  Mitte  eines  Stabes,  der  an  beiden  Enden  frei  ist,  bei  den 
geraden  Tönen  zugleich  Knoten  und  Wendepunkt  sein  mnss,  also,  indem 
hier  y  und  J^l  =  0  ist,  dieselbe  EigeDschaft  geniesst,  wie  ein  aiH 

gestemnile»  l.-nde. 

Damit  ist  nicht  nur  die  Berechnung  der  Töne,  sondern  auch  die 
der  ausgezeichneten  Punkte  auf  den  ürOhereii  Fall  zarttckgeAlhrt. 

§.  8. 

Pfinfter  Fall:  Bin  Ende  «iiisaklMDiiil,  da$  «ubn  —qr'^tiiiml 

Nimmt  man  das  eingeklemmte  Ende  als  Anfangspunkt  der  Abscissen 
und  eliminiert  die  Constanten  ganz  wie  im  vorigen  §.,  so  erhalt  man  zur 
Berechnung  der  Tone  dieselbe  Gleichung,  wie  im  vorbeigehenden  Falle, 
und  zur  Bestininmng  der  Gestalt : 
y  ==  A  {e-  —  e-<«'-')  —  (1  +       sin  «a?  —  (1  _       cos  ax] 

Denkt  man  sich  einen  doppelt  so  langen  Stab  an  beiden  Boden  dii- 
geklemmt,  und  an  ihm  die  Schwingungen  mit  einer  ungeraden  Anzahl 
von  Knoten  erzeugt,  so  ^bt  dieses  die  nämlichen  Töne,  ond  es  hat 
jede  Hälfte  desselben  die  nttmliche  Gestalt,  wie  der  ganze  Stab  im  vor^ 
liegenden  Falle. 

Es  versteht  sich,  dass  alle  oben  nachgewiesenen  Beziehungen 
zwischen  dem  zweiten  und  dritten  Falle  auch  tat  den  vierten  und 
flinAen  gelten. 

§.  »• 

Sechster  Fall:  Beide  Enden  ati^tenunt. 

Wenn        0  gemacht  virird,  so  wird  y  =  0  und      =  0,  also: 
0==il  +  B  +  D 

also  D  =  0  Q.    =  .  A 

Setzt  man  diese  Werüie  in  (4 .)  und  -0-  ein  und  macht «  =  I,  so  winl 
0  =2  il  («•' ^  s— <)  +  Csinirf 
0  =  i(e-»  — «--)_Csm«l 

Daher 
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und  da  e*^  —  e"^  nur  dann  ^  0  wird,  wenn  =  0  ist,  was  hier 
nicht  in  Betracht  kommt,  so  ist 

A  =  0 

und  man  bdhttlt  ^      ^  .  • 

C  kann  nicht  =  0  sein,  wdl  sonst  y  fiberall  =  0  wttrde,  es  isl  also 

sin  «1  =  0 


Fur  die  Gestalt  des  Stabes  hat  man  also: 

y=rCsini2i 


Man  siehl  soi^ich,  daas  bier  die  Knoten  und  Wendepunkte 
fidlen  und  den  Stab  in  eine  Anaahl  gleicher  Theile  theilen,  ao  wie  dua 
Wendepunkte  und  die  Punkte  der  stärksten  Biegung  in  der  Mitte 
zwei  Knoten  liegen. 

s- 

Va^Mnäuuf  dar  Snbe  ndl  Stteo. 

Der  letzte  Fall  bietet  die  meiste  Analog  mit  d^  Schwinj^ungeo 
der  Saiten  dar.  Die  Gleichung 

y  ^  C  sin  ^ 

ist  dieselbe,  auf  welche  man  auch  bei  Saiten  kommt  wonn  man,  wie 
Taylor,  die  auf  jedes  Thoilehen  wirkende  Krnfl  proportional  d^r  Ab- 
lenkung annimmt.  Denkt  man  sich  aber  die  verschiedenen  Schwi^^^ungen. 
deren  der  Stab  ftthig  ist,  gleichzeitig,  so  erhalt  man  hier,  wie  bei  der 

Saite:  t/  r.^  ^C.  sin  ^ 

Dies  würde  also  hier  dieselbe  Willkührlichkeit  dor  riostalt  ausdrücken, 
wie  bei  einem  absolut  biegsamen,  unendlich  dünnen  Kaden,  wenn  es 
gestattet  wäre,  auch  den  Stab  so  dünn  anzunehmen,  dass  die  Dicke 
gießen  y  Tür  alle  Werthc  von  i  verschwindend  klein  bliebe. 

Denkt  man  sich  die  Saite  und  den  an  beiden  Enden  angestemmten 
Stab  von  gleicher  Schwingungsdauer  und  für  irgend  einen  Augenblick 
von  gleicher  Gestalt,  wie  auch  von  gleicher  Geschwindigkeit  der  ent- 
sprechenden Punkte,  so  bleibt  doch  diese  Uebereinstimmung  der  Gestalt 
nicht  während  der  ganzen  Schwingungsdauer,  wcU  die  Bewegung  eines 
Punktes  bei  der  Saite  durch  Sc,  sin  {mt  4>  beim  Stabe  durch 
Se^  sin  (i 'nl  -|>     ausgedrückt  wird. 
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Damit  hängt  auch  folgende  Verschiedenheit  zusammen.  Wenn  auf 
der  Saite  eine  Welle  erregt  ist,  so  lüuft  sie  in  unveränderter 
Gestalt  bis  zu  einem  Ende  und  wird  von  da  mit  entgegengeselsder 
Biegung  zurilckircwürfcn.  Wenn  die  Saite  oder  ein  Theil  derselben  aus 
dem  Zustiinii  '  da»  Gleichgewichts  gebracht  ist,  so  entspringen  daraus 
im  Allpi  riK  itien  zwei  entgegengesetzt  laufende  Wellen,  und  die 
Scliwmgung  Ivann  ln'k.inii(lii:h  als  das  Hin-  und  Herlaufen  dieser  beiden 
Wellen  zwischen  den  Enden  der  Saite  pedaelil  worden.  Beim  Stahe  ist 
diese  Vorstellung  selbst  bei  dem  der  Saite  anal  u-  Ntcn  Fülle  nicht  zulässig. 
Denn  denkt  man  sich  auf  dem  beiderseits  augcslcuuntcu  Stabe  eine  Er- 
höhung erregt,  so  kann  diese  Gestalt  durch sin  *^  dari^estellt  werden. 
Wenn  nun  das  li  Q  sin  in  der  Zeit  ^  die  bange  des  Stabes  (nach 
beiden  Seiten)  durchlauft,  so  durchläuft  das  Glied  C<  sin  ~  die  Länge  4- 
in  der  Zeit  ,  geht  also  »mal  schneller.  Man  sieht  daraus,  dass  die 
beiden  Wellen,  in  welche  man  sich  die  erregte  Erhöhung  getheiit  denken 
kann,  ihre  Gestalt  im  Fortlaufen  bestilndi?  andern. 

Bei  einer  Saite  überzeugt  man  sirlt  In  cht,  dass  ein  Knoten  stets 
auch  Wendepunkt  sein  muss,  und  dass  umgekehrt  ein  Punkt  der  be- 
ständig Wendepunkt  ist,  auch  Knoten  sein  muss,  wie  auch  die  Gestalt 
jeder  Abtheiiung  zwischen  zwei  Knoten  beschaffen  sei.  Eben  so  wenn  es 
ein  Theilchen  giebt,  das  stets  starker  abgelenkt  ist,  als  soinf^  Nachbar- 
Üieilehen,  so  ist  es  auch  stets  starker  gebogen  als  diese  iiml  uinLf  krhrt, 
und  liegt  dann  in  der  Mitte  zwischen  zwei  Knoten.  Beim  Stabe  gilt,  für 
den  Fall,  dass  er  an  beiden  Enden  angestemmt  ist,  dasselbe,  nicht  aber, 
■wie  oben  gezeigt  worden  ist,  für  alle  übrigen  Fülle. 

Die  Bewegung  eines  Punktes  des  Stabes,  nachdem  das  Gleich- 
gewicht willktthrlich  gestört  worden  ist,  wird  Air  alle  sechs  Fälle  dar- 
gestaut  dmch  sia  (t,»»!  +  »,) 

Dies  druckt  mit  Aosnabme  des  letzten  Falles  im  AUgemdnen  keiiui 
periodisclie  Bewegung  aus,  da.  aOem  Aiücbeine  nach,  die  Werthe  der  « 
inconunenannbel  in  einander  sbd. 

§. 

Udler  dte  BedeuUmg  der  GenMaotm  C  vmA  D. 

Setzt  auuk  im  zweiten  und  vierten  Falle  x  =  0,  so  wird 
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Dasselbe  gilt  für  den  ersten  Fall,  wenn  man  die  Abscissen  vom  freieo 
Ende  «US  rechnet.  £s  ist  daher  2 X)  stets  die  Ablenkang  am  fraiea 
Ende. 

In  denselben  Füllen  wird 

-t=«(A-*  +  C)  =  S.C 
Es  druckt  also  9aC  die  Neigung  am  freien  Ende  aus. 
Setzt  man  im  dritten  und  fünricn  Falle  o;  =  0,  so  wird 
=  «M^ +  i» 2«'D 
Dasselbe  findet  im  ersten  Falle  statt,  "wenn  man  das  eingeklemmte  Ende 
als  An&ngs]innkt  der  0  nimmt.   Es  dmclEt  also  — -  Sa*i>  stets  die 
Bi  egttttg  an  einem  eingeklemmten  Ende  aas.  Ebenso  ist  —  2«%  der 
Werth,  welchen       am  eingeklemmten  Ende  annimmt. 

In  der  folgenden  Tabelle  ist  für  alle  sechs  Falle  die  Lage  slmmt- 
licher  Knoten  imd  Wendepunkte  zusammengestellt  und  die  Werthe  von  t 
hinzugefügt,  aus  wetehen  die  Anzahl  deat  in  dner  Zeitemheit  statt  findenden 
Schwingungen,  N,  zn  berechnen  ist 

TABELLE 

tiijer  die  Schwiugungsmcnge  nicht  gospunater  Stflbe 

Meh  der  Fonnd  lf=Yp'  X^V-  See. 
sowie 

ul)er  die  Lage  der  Knoten  und  Wendepunkte, 

die  LlQge  des  Stabes  =  I  geseUk 


Erster  Fall: 
Bin  Bode  fest,  du  andere  frei. 


Knoten  vom  freien  1 

1           Enlfefuuag  der  }  Wendepunkte  vom  festen  } 

Ende 

enter 

iweiter 

driUer 

vorletitar 

enter  Ten 

•weiter,» 

i,mi8 

0,ll<f 

i.m. 

(Mier  „ 

l,B00t5 

0,l3t1 

0,4999 

Tierler  „ 

3,49999 

0,0944 

0,3558 

0,6439 

ti—\\ 

I,3SS1 

4,9810 

9,0007 

44  —  3 

4«— 10,9993 

4i— 7,om 

\  * 

|4i~S 

4t  — S 

4»— 1 

4i— J 

4i  — S 

~4i-l 
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Zweiler  und  dritter  Fa^l: 

(  fr  PI  ) 

Beide  Bnden  ,  , 


• 

Knoten  1 

Wende- [ 

awallar 

stra  l"" 
driUer 

lienl  „  . 

nkte[iä  S 
oteoJS- 

erster  Ton 
dritter  „ 

l,5056S 
S,49975 
3,60004 

0,St42 
0,1324 
0,0944 
l,31S2 

0,5000 
0,3558 
4,9810 

9,0007 

4i—3 

0,5000 
0,3593 

5,0475 

8,9993 

ik  +  4 

U+% 

4i+l 

|4<  +  l 

4i  +1 

ii  +  S 

l<<f  3 

4i  +3 

Vierter  und  fftnfter  Fall: 
Bin  Bode  «ngestemmtr  dag  aodan  |  i 


Ent- 
fernung -j 
der  1 

anter 

Knotei 
Wendepu 

sweiler 

Q  vom  frei 
jikte  vom 

dritter 

en     1  ■€ 
festen!  H 

endepnnki 
freien 

lOlaiivoiB 

ftstenJ  ^ 

erster  Ton 

{Mi  P 

1,24987 

4  1+4 

0,2642 

«,3222 

4,9820 

9,0007 

4A— 3 

5,0  4  7.'! 

8,9993 

4Jt-|-  4 

1      4  |4»-f-l 

Tt+T 

4<  +  l| 

[41+4 

4i+4| 

4.  +  ( 

Sechster  Fall; 
Beide  Enden  MiBeelenwir. 

Ton:  «  =  t;  Eulfcraung  das       Küotßhs  und  Wendepunktes  vom 
£iide=-7-. 
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ZWEUEA  TUEiL. 
Seh vingan^es  gespannter  Stibe. 

H,  SavartB  Versuche  und  Dubameis  Theorie. 

Die  Sdiwingoogen  gespannter  Sttbe  nnd  hauptsicUich  dedudb 
?on  Interesse,  weil»  streng  genommen,  die  Saiten  in  diese  Klasse  ge- 
boren und  bei  der  gewobnlichen  Theorie,  dieser  KOiper  nur  die  Stdiheil 
gegen  die  sehr  ttberwiegende  Spannung  vemachttsngl  wwd.  Offenbar 
bedarf  die  Sebwiogiingsmenge,  weldie  man  nach  da*  Taylorsdien  Foi^ 
mel  berechnet,  einer  klanen  Conrection  wegen  der  Sfeifheit. 

Um  den  Einfluss  dieses  Ilmstandes  auf  die  Hdhe  des  Tones  ge* 
spannter  Drahte  zu  ennilteln,  bat  N.  Savart  einige  Versodisreiben  mit 
kursen  und  ziemlich  starken  Drahten  angestellt,  die  ge^nnt  and  zn- 
gleich  an  beiden  Enden  eingeldemmt  waren*).  Ans  diesen  Versndien  bat 
er  folgende  Regel  gttogen.  Wenn  %  die  darch  den  Versocb  ennülelle 
Schwingnngsmenge  des  nicht  geqasDnteB  Drshtes,  die  Schwingungs- 
menge  vermöge  der  bkMsen  Spamumg  ist,  wie  sie  sich  ans  der  Taylor- 
sehen  Formel  mit  Vernacfalass^nng  der  Steifheit  ecgiebt,  und  n  die 
Scfawingnngsoienge  ist,  wie  sie  sich  unter  def  gleichzeitigen  Whkung 
der  Steilheit  und  Spannung  findet,  so  ist 

n*  =  ii^  +  »» 

Ob  dieses  Gesetz  genau  oder  nur  angenähert  richtig  sei,  kann  natttr- 
lieh  nicht  durch  die  Er&hrung  entschteden  werden,  und  es  darf  aus  den 
Versuchen,  selbst  wenn  sie  mit  der  ausserstcn  Scharfe  angestellt  waren, 

nicht  i;('scliIo8sen  werden,  dass  gerade  bei  sehr  geringer  Steifheit  jene 
Gloicliiing  den  an  sidi  Sehr  kleinen  Werth  der  Correction,  welchen  die 
laylorsche  FoniK  l  wegen  dieses  Einflusses  zu  erhalten  hat,  hinreichend 
genau  angiebt.  Denn  mtgsaxmmen,  Savarts  Rege]  sei  nur  angenabelt 
richtig,  so  könnte  man  sie  ausdrucken  durch  die  Gleichung 

wo  d  ein  sehr  kleiner  Zahlenwerth  ist.  IMan  hätte  alsdami: 

n»- V  =  V  — 
und  es  wurde  sich  fragen,  ob  ufi  auch  dann  noch  gegen  vernach- 
lässigt werden  dürfe,  wenn  nf  selbst  sehr  klem  ist 

*)  An«,  de  Chim.  el  Phy».  S.  III.  T.  VL 
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Duhamel  hat  durch  eine  sehr  eingehe  Betrachtung  das  von  Savart 
empirisch  gefundene  Resultat  theoretisch  herzuleiten  gesucht*}.  Er  sagt 
nämlich :  Wenn  die  zur  Spannung  l  (^hörende  Schwingungsmeoge 
bezeichnet,  so  ist  bekanntlich  für  den  voUkommen  biegsamen  Faden 
=  Kn^,  wo  die  Constante  K  yim  der  Lllnge  und  Masse  der  Saite  ab- 
hängt. Beim  steifen  Drahte  hat  man  »  statt  »i;  and  bei  der  Spannung  NoU 
die  SchwiDgnngsmenge  Nihme  man  mm  an,  der  Draht  vnkre  nicht 
Steif,  sondern  absohxt  biegsam,  statt  dessen  aber  einer  xweckrallssigen 
Spannung  unterworfen,  so  konnte  man  ihm  dadurch  dieselbe  Be- 
wegung geben,  welche  er  seiner  Steilheit  verdankt  nnd  bei  welcher  er 
i^Schwiagangen  madit  Er  befindet  sich  alsdann  in  dem  Falle,  fiir  wel- 
chen jene  F^el  gilt«  nnd  man  wird  also  haben  P^^Skf  Non  breucht 
man  nur  m  der  so  gespannten  biegsamen  Saite  die  wirkli<^  Spannung  P^ 
hioznznfügea,  damit  sie  in  demsdben  Falle  wie  die  steife  Saite  sei,  weQ 
die  ans  der  Steifheit  entspringenden  KriURte  durch  die  von  der  Spannung  P^ 
herrtthrenden  ersetzt  sind.  Man  kann  also  n  nach  der  gewöhnlichen  For- 
mel berechnen,  wenn  man  annimmt^  die  Spannung  sei  If + JV  ^ 
also  jP|  4-  Pq  =  £i^,  woraus  f^  =  nf  -^nf  wird,  öberdnsünunend  mit 
Savails  Versuchen. 

Diese  Theorie  Duhamels  ist  im  Al%emeinen  nicht  richtig,  denn  man 
kann  zwar  durch  die  ^Numungl'^ stets  dioelbe Schwingungsmenge, 
nidit  aber  im  Allgemeinen  dieselbe  relative  Bewegung  derTheile 
erzeugen,  wie  durch  die  aus  der  Steifheit  entspringenden  Kräfte.  Die 
Voraussetzung,  dass  diese  letzteren  Kräfte  eben  so  gut  durch  die  Span- 
nung hervorgebracht  werden  können,  darf  weder  allgemein,  noch 
insbesondere  in  dem  Falle  der  Savartschen  Versuche,  sondern  nur  in 
einem  andern,  weiter  unten  zu  berührenden  Falle  geiuachl  werden.  Da 
nämlich  die  auf  ein  Theilcheu  wirkende  Kraft  für  die  Steifheit  durch 
tt  ,  für  die  Spannung  aber  durch  —  P^^r  ausgedrückt  wird,  so 
besteht  jene  Voraussetzung  darin ,  dass 

^  0  da«  —  "  dx* 

gesetzt  werden  könne;  dies  fuhrt  aber  auf  eine  besumierc  Gestalt  des 
gebogenen  SUibes,  und  zwar,  wie  sich  leicht  eri^irht,  auf  eww  (icstalt 
von  dem  Ausdrucke  y^cain  in  ^ ,  welche  bei  einem  an  beiden  Knden 
eingeklemmten  Stabe  nicht  möglich  ist. 


*)  Compt.  r«nd.  T.  XIV. 
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GnmdeMdnmgeii  Ar  die  Schwingangeo  gespannter  Snbe. 


Ich  werde  die  ScfawingungsmeDge  finr  diese  Klasse  yod  KUrpeni 
aus  den  in  g.  4 .  und  2,  entmdcelten  GleidningeB  herleiteii,  und  zmr 

I)  fkir  den  Fall,  dass  der  gcspannto  Stab  an  jedem  Ende  gestttlsi 
oder  mit  einer  Queraxe  Terselien  sei  —  die  lelatere  Art  der  B^bsUgung 
gestattet  wiiidiche  Spannung,  wahrend  die  blosse  Sttttzm^  nur  n^alnre 
Werthe  tob     d.  h.  Dmdc  zolassen  worde  —  und 

S)  filr  den  Fall,  dass  beide  Enden  fest  eingeklemmt  sbid. 

Der  dritte  Fall,  wo  der  Stab  an  einem  Ende  eingeklemmt,  am  an- 
dern mit  einer  Axe  versehen  ist,  braucht  nicht  besonders  behandelt  ztt 
werden,  da  aus  dem  Vorhergehenden  einleuchtend  ist,  dass  man  sidi 
statt  dessen  einen  doppelt  iso  langen,  an  beiden  Enden  eingeklemmten 
Stab,  der  in  der  Mitte  einen  Knoten  und  Wendepunkt  hat,  denken  kann. 

Zur  BeäliuiiiiuQg  der  Schwingunt^sn^enge  n  in  der  Zeit  ijs  hat  man 

oder  (,) 

wo  fi  oder  a  aus  der  Gleichmig 

IT  =  Ae"  +  +  C  sm  ßx  D  cos  ßs  (d) 
mit  Eulfe  der  für  die  Endm  des  Stabes  «ngenommenen  Bedingungen  zd 
entwickeb. 

Ffir  ein  eingeklenuDtes  Ende  ist  wie  im  VorliergdiendeB 

y  =  0  und  -I;-  =  0.. 

Air  ein  angestemmtes 

y  =  0  und  -0  =  0 

zu  setzen. 

g.  Ii. 

Getpnnler  Stab,  in  Jwlera  Bode  mtt  «loar  An  vmmImd. 

Da  y  sss  0  und  ass  0  wird,  weun « «0  oder  ssssl  geselat 
wird,  so  hat  man 

Q=A    +Ä    +  D 
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womu  man  eilialt: 

0  =  D(«»  +  ^) 
und  da       /y*  nidit  =  0  sein  kann,  ao  Mtixd 

D  =  0       ii  =  — B 

Selzt  mau  diese  Werthc  in  (d)  ein  und  anuiut  x  =  l,  so  wird 
0=A(c-'  —  e— C  sinßl 
0  =  il«» («•'—        —  Cß*  am  ßl 

daher 

0  =  1     +      (e«»  — ') 

und  da  wedor  ilor  zweiiu  noch  der  dritte  Factor  dieses  Ausdruciis  =  0 
sein  iiauii,  &q  wird 

■  il  =  — fi  =  0 

and 

also,  da  C  nicht  auch  s  0  sein  kann,  sonst  y  hestandig  =  0  wäre, 
so  ist 

»   iw 

Wenn  dieser  Werth  in  (c)  eingesetzt  wird,  so  erhält  man: 

«•  l*p 

Yergleidit  man  diesen  Ausdruck  mit  der  Schwingungsmenge  des 
mcht  gespannten  Stabes,  \  (Gleidinng  (6.)  und  §.  9.),  so  wie  mit  der 
bdtannlen  Schwingungsmenge  emer  absolut  biegsamen  Saite,  Hi,  so 
sieht  man,  dass 

In  diesem  Falle  ist  also  Savarts  Regel  streng  ridilig,  obgleich  es 
nnht  derjenige  Fall  ist,  auf  welchen  sich  sme  Versuche  besiehe,  da 
bei  diesen  der  Draht  eingeklemmt  war.  Audi  ist  leidit  ersichtlidi,  dass 
gerade  der  gegenwärtige  Fall  der  ist,  auf  wek^en  Duhamels  Theorie 
anwendbar  ist,  weil 

und  daher 

  i'it*  <I*V 

'S""  1^ 
Ist  der  Stab  nicht  gespannt,  sondern  in  seiner  Löngenrichtung  ge- 
drückt, 80  hat  man  nur  P  negativ  zu  nehmen.  Setzt  man     =  0,  so  er- 
hält man  den  Werth  dieses  Druckes,  welcher  die  Tragfähigkeit  einer  Säule 
ausdrtickt;  von  dieser  Grenze  an  findet  kein  Schwingen  mehr  statt. 
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8. 

Otefpanoter  Stab,  an  beiden  Boden  dogeUevait. 

Dieser  Fall  ist  viel  weniger  einfach  und  fiihrt  nicht  zu  demselbai 
Resultat. 

Da  beide  Enden  cingeklr  nimf  sind,  so  hat  man  in  d^ Gleichung  ((i) 
y  =  0  und       =  0, 
inrenn  x  =  0  oder  s  =  l  gesetzt  wird.  Es  ist  daher 

0  =  A  +  jB  +  D 

0  =  iia  —  Ba  + 

also 

2Aa  =  Cß  Da 
ißa  ^Cß  —Da 

fener 

0  =  Ab^  +  Be"*  ^  C  naßl  ^  D  cokßl 

Mullipliciert  man  die  efsle  Gleichung  mit «  und  addiert  aie  zur  zweilo, 
80  erhalt  man: 

C{ße'^  ^afmßl  —  ßoo&ßl]  =D  {— uf''^ßäBßl'^«C08ßl] 
Eben  ao  durch  Subtraction: 

D { irt— ' —ßaaßl^acosßl}  =  C{ ßtr^ ^asinßl  —  ß  cosßl] 
Mnllipüciert  man  diese  beiden  Gleichungen  mit  einander,  so  kommt: 
(»•  —  ß*]  («•'  —      '}  sin  ßl  =  2o/J  (c-'  +  co&ßl—iaß 
Ihn  hierans  ß  und  dadurch  n  sn  berechnen,  kann  man  folgender* 
messen  verfahren. 

Die  vorhergehende  Gleichung  giebt: 

und 

wofür  man  auch  setzen  kann: 

Ohne  Spnnrnine  ist  /?/  ^  al  nahe  —  — w ;  bei  zunehmender 
Spannuni;  iiciien  beide  ^^  rrllic  iinni<T  weiter  aus  einander,  indem  ßl 
aihnahüg  abrummt,  dafreccn  cd  sciinell  zununmt,  wobei  ßl  sich  der 
Grenze  üi,  ond  ai  der  Grenze  oo  i>ei  wachsender  Spannung  hestUndjg 
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naherl*}.  Daher  ist  «"'"'schon  beim  angespannleii Stabe  imd  noch  mehr 
beim  gespannten  stets  so  klein,  dass  man  die  mit  diesem  Factor  be- 
hafteten Glieder  zunächst  vernachlässigen  und  ßl  angenllh^  ansdiUcken 
kann  durch  die  Gleichung 

tang  ßl  = 

od^  taug = räl  (g) 

Hat  man  ntm  erst  einea  wenn  auch  ungenaaen  Nubenmgswerth 
TOB  fil  and  beredineft  daniacli  »  aus  der  Gleidiung  (c),  ao  erholt  man 
zwar  eben  ebenfidls  angenauen  Wertli  von  n,  alleia  dieser,  m  die  Glei- 
chiiBg  ig)  eingesetzt,  giebt  die  Grosse  tod  ßl  mit  einem  veriiXltnissmlt»- 
sig  80  geringen  Felder,  dass  diese  Grosse,  in  (e)  eingesetzt«  schon  auf 
einen  seiir  viel  gensneren  Werlli  von  •  Alhrt,  mit  welchem  man  dann 
dieselbe  Reehnmig  vfiederholen  kann.  Dies  VerfUiren  fthrt  so  scfaneU 
anf  eine  grosse  Annäherung,  dass  man  die  Rechnung  mit  einem  sehr 
ungenauen  ersten  Nshenmgswertfae  von  ßt  odet  n  beginnen  kam.'  Bs 
wird  aber  ein  solcher  erster  Werth  nicht  nur  sehr  leicht  durch  Probieren 
geimden,  da  man  schon  weiss«  dass  ßl  zwischen  m  vad  n  liegen 
muss,  sondern  es  geben  auch  die  in  §.  16.  und  17.  abgeleiteten  Glei- 
chungen (t)  oder  (/)  einen  sehr  guten  ersten  Nsherungswerth  von  ßl. 

Hat  man  nun  durch  das  angegebene  Verfehren  »  in  grosser  An- 
näherung erhalten,  so  kann  man,  wenn  es  auf  eine  Genauigkeit  ankom- 
men sollte,  für  welche  die  Gleichung  [g]  nicht  ausreicht,  auch  auf  die 
Gleichungen  (e*)  und  {[*)  zurückgehen  und  mit  jenem  Werthe  von  n  die 
vorher  vernachlässigten  Glieder  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichungen 
berechnen,  wodurch  die  Annäherung  auf  jeden  beliebigen  (irad  fort- 
gesetzt werden  kann.  Es  is!  im  AJlgenieinen  glcichg(llli|j;.  \m  Ichc  von 
jenen  beiden  Gleichungen  mau  benutzt,  nur  wird  man  bei  sehr  grosser 
Spannung  (e*)  und  bei  sehr  geringer  (/'*)  anwenden. 

Nach  jenem  Verfahren  habe  ich  Savarts  Versuche  berechnet.  Alle 
beobachteten  Töne  sind  etwas  tiefer,  als  sie  nach  der  Theorie  sein 
sollten,  und  es  beläuft  sich  diei>er  Unterschied  bis  auf  einen  halben  Ton. 
Der  Gnind  davon  mag  wohl  theils  in  dem  von  Savart  bemerkten  Um- 
Stande liegen,  dass  die  Spannung  des  eingeklemmten  Drahtes  durch  das 


*)  i^i  hipr  nur  von  positivpr  Spannung  die  Rede;  der  Fall  der  negativen  Span- 
noog,  d.  h.  der  Zosammeodrückuiig  des  SUbes,  bietet  kein  ImoiiderM  lotereue  dar. 
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Ansetzeii  des  Bogens  sehr  leichl  ?eniiindert  wird,  dieils  darin,  da»  so- 
wohl eine  unvolÜHHumene  Befesligung  der  Endoi,  als  ein  PlattdrOcken 
derselben  durch  die  Klemmen  den  Ton  tiefer  machen  und  den  Fall  jenem 
naher  bringen  mnss,  welcher  im  vorhergehenden  $.  bdiandelt  nnd  mrt 
Savarts  Regel  ttbereinstimmeud  gefunden  worden  ist.  Ihircfa  einevoi^ 
gängige  Reckung  des  Drahtes  mitleisi  mitv  starker  Spannung  und  dnrdi 
eme  Befestigung  der  Enden,  wie  an  W.  Webers  Monochord,  würden 
sich  wohl  diese  Fehlerquellen  beseitigeii  lassen.^) 

§.  <6. 

Comotfon  der  Sehwingungsmenge  aber  Salle  mfn  der  Steilheit  in  enler 

inalliening. 

Ich  wordo  jetzt  nocti  fiJi-  den  Fall,  dass  die  Steifheit  sehr  gering 
gegen  die  Spannung  sei,  also  fUr  gewöhnliche  Saiten,  die  Gleichungen 
des  vorhergehenden  §.  auf  eine  einfachere  Gcslall  bringen.  Dies  dient 
einestheiLs  den  Fehler  zu  iK-utllHMlen,  welcher  bei  sehr  genauen  ion- 
messungen  am  Monochord  aus  der  Vernachlässigung  der  Steifheit  ent- 
springen kann,  andcrnlhelKs  zu  erkennen,  wie  viel  die  verschiedenen 
Tone  einer  Saite  von  der  voJJkommenea  haimonischen  Reinheil  g^^ 
einander  abweichen. 

Nach  den  Gleichungen  (o)  und  {b)  ist  =  ß^P  +  ,  also  c/ 
stets  grösser  als  K^fll. .  Da  nun  dieser  letzte  Werth  im  vorliegenden 
Falle  sehr  gross  ist  —  er  beläufl  sich  meist  in  die  Hundertc  — ,  so  ist 
gerade  hier  e~"' so  klein,  dass  die  Gleichung  [g)  jeden  wUnschenswerthea 
Grad  von  Genauigkeit  gewahrt  Man  kann  diese  Gleichung  folgender- 
mass^  schreiben: 

nnd  unter  fi|  die  Schwingungsmenge  der  absolnt  biegsamen  Saite  ver^ 
stdien.  Setzt  man  dann  filr  «i  seinen  Werth  nach  der  Taflorscfaen  Foi^ 
mel,  also  »»K^,  so  wwd 

tang/»i  =  2i»r^p+^j  ^  (A) 

Erwflgt  man  mm,  dass  bei  geringer  Steilheit  der  Saite  aar 
sehr  klein  sem  kann,  so  erhAlt  man  m  erster  Annäherung,  mit  Vernach- 
lässigung der  sehr  Uemen  Grössen  höherer  Ordnung: 

*)  Vei|l.  den  Madilreg  em  Bade  dieier  AUmidliiiig. 
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imfil^^mf^  (i) 

imd  daher /?{=^+^ (lBi«:==Siir )^^)  au* den«*« Ton.  Da  ^ 
sehr  Idein  ist,  so  kann  nun»  wenn  «  nicht  sehr  gross  ist,  mit  Verna<i- 
lOssigong  der  höheren  Potenzen  den  Bogen  fltr  die  Tangente  setzen; 
dies  giebt:  ^     (  ,  ^  2  IT^) 

Setzt  man  den  so  erhaltenen  \Verth  von  ß  in  die  Gleichung  (c)  ein,  so  erhalt 
man  bei  fortgesetzter  YemachULssiguog  der  höheren  Potenzen  von 

oder  fi  i         p  ) 

«  =  ii,|l+Är^}  {k) 

Die  Correction  Ix  ti  iigt  also  2  ^yp"  ^^^^  Schwingung,  oder  bei 

cylindrischen  Saiten,  deren  Dicke  2r  ist,  ^  |^  (§.  4.).  Der  grö.ssfe 
Werth,  den  P  annehmen  kann,  ist  ct'n,  wenn  man  dbn  Fesligkeitscoef- 
ficienlen  durch  c  bezeichnet.  Setzt  man  diesen  Werth  ilur  P  ein,  so  wird 
die  Correction:  j-Y^^*  I>ies  giebt  z.  B.  filr  Slahlsailen  ungeftJir  46-j, 
wenn  man  si = 80000  und  e  =  80  redinet,  beide  ZaUen  auf  Qoadrat^ 
miliimeter  vnd  Kilogramm  bezogen. 

Diese  Gonecticn  darf  bei  genaueren  BestfanmungeD  der  Tonh(fhe 
mit  dem  Monochord  nicht  vemachlüssigt  werden,  da  sie  leicht  einige 
Schwingungen  fltr  die  Secunde  beiragen  kann,  auch  wenn  man  sich 
ziemlich  femer  Saiteunummem  bedient.  So  snid  z.  B.  einige  froher  von 
nur  au^fllhrte  Beslinminngen  ober  die  Tone  verschiedener  Slimmgabehi 
ans  diesem  Grunde  etwas  zu  lief  berechnet.  Die  Berichtigung  würde 
hier  bei  einer  Stahlsaite  von  340  bis  350**  Lange  und  0,"'46  Dicke 
1  Schwingung  auf  1S5  bis  4-30  Schwingungen,  also  ^  auf  die 
Schwingungsmenge  440  betragen  haben,  wenn  die  Enden  vollkonunen 
eingeklemmt  wären  *). 

DioMdbe  Cotnelk»  in  mreUer  Amlhenuig. 

Die  Gleichung  {k)  giebt  die  Berichtigung  der  Schwingungsmenge 
wegen  der  Steifheit  für  gewühuliche  Saiten  schon  in  sehr  grosser  Au- 


*)  Wegen  der  minderen  BefesiiguDg  der  Enden  reduciert  sieb  diese  Berichtigung 
nahe  auf  die  HUtte.  VgL  dm  IbdHfag. 
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nahemDg.  Da  aber  dieselbe  von  t  iumhhUngig  ist»  so  sieht  insn«  dass 
bei  diesem  Grade  dw  AnnflheniDg  die  Folge  der  Tooe  noch  durch  die 
natllriiche  Zahlenreihe  dargestellt  wird.  Will  man,  denBinfloss  erkennen, 
welchen  die  Steifheit  auf  die  Reinheit  der  von  den  Aliquottonen  der  Saite 
g^ildeten  Intervalle  hat,  so  rnnss  man  die  Anntthenmg  noch  einen  Sehrilt 
weiter  fortsetzen.  Dies  kann  auf  folgende  Weise  gesdidien,  indem  man 
die  xweiie,  nicht  aber  die  dritte  mid  höhere  Potenaen  von  be- 
rücksichtigt. 

Aus  der  Gleichung  (fc)  ergiebt  sich: 

Setzt  man  diesen  Werth  in  die  Gleichung  (A),  so  erhalt  man: 

tang/f<=8tsfr^  jl*+«r^t 

oder  bei  forlgesetzter  Vernachlässigung  der  dritten  und  höheren  Potenzen 

Dies  in  (c)  eingesetzt,  giebt: 

oder  ,  ^ — 

Fflr  sehr  hohe  AliquottOne  der  Saite  wird  diese  Gleichung  nicht 
mehr  ausreidien;  denn  wenn  t  sehr  gross  ist,  so  dtlrfen  die  höheren 
Potenzen  von  nidit  mdir  gegen  die  niederen  vernachUlssigt  wer- 
den, im  Falle  sie  zugleich  mit  höheren  Potenzen  von  t  muItipUciert  sind. 
Schliesst  man  aber  diese  sehr  hohen  Werthe  von  i  aus,  so  IM  die 
Gleichung  (tu)  erkennen,  nach  welchem  Gesetz  die  Tonreihe  der  Saile 
von  der  natürlichen  Zahlenr^e  abweicht. 

Dass  in  derThat  die  Schwingunggzahlen  der  AliqnottOne  starker  als 
nach  der  aatorlichen  Zahlenreihe  steigen,  ist  an  steiferen  und  nicht  zu 
langen  Saiten  leicht  wahrzunehmoi.  Da  die  Beimisdiung  soldm*  TOne, 
welche  wenig  von  den  harmonischen  abwichen,  noch  störender  ist,  als 
selbst  die  Beimischuiig  von  ganz  unharmonischen,  wie  letzlere  z,  B.  an 
ungespannten  StXben  vorkonunen,  so  mttssen  steifere  und  kttrzere  Sailen 
bei  mitssiger  Spannung  selbst  dann  unrem  tOnea,  wenn  sie  als  vollkom- 
mene Cyhnder  betrachtet  werden  dürfen,  und  man  sieht,  dass  der  Grad 
der  Reinheit  von  der  Kleinheit  des  Werthes      oder  jg  ■  ^  abhimgt. 
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Um  jenes  Gesetz,  nach  welchem  die  Touc  der  Suite  von  der  natürlichen 
Zahlenreihe  abweichen,  noch  elwas  einfacher  dantustellen,  bezeichne  man 
mit  n  den  von  i  unabhängigen  1.  f  ^  (4  4. 4        + 1 2  j^.  Dano 

erhält  man  leicht  aus  der  Gleichung  [m] 

Setxl  mao  zur  AbkOnimg  ^'  =  so  verhalt  sich  die  Schwingungs- 
menge  des  ersten  Tone«  zu  der  des  t'** ,  wie 

0  +  <>)  :  t  +  »M) 
so  dass  die  Abweichung  von  dw  hannonischen  Feinheit  durcJi  das  InCep- 
valJ  \  oder  durch  den  Betrag  von  (t*  —  \  )S  auf  je  \  Schwingung 
ausgedruckt  wird.  In  dem  am  Ende  des  Torigen  §.  erwähnten  Beispiele 
doer  Stahlsaite  würde  d  bei  vollkommener  Befestigimg  beider  Enden 
weniger  als  ^yp^qo  betragen.  An  meint  m  Monochord,  wo  die  Saile  für 
die  gewöhnlichen  Yorlesungsversuche  ^  Par.  Zoll  lang  ist,  wird  d  für 
dieselbe  Saitennummer  bei  voller  Spannung  nicht  viel  Uber  f^j^hns  •  w 
dass  z.  B.  noch  der  8**  Ton  kaum  um  ein  Schisma  und  ersi  der  27"*  um 
ein  Komma  von  der  harmonischen  Reinheit  g^g^  den  ersten  abweidht. 
Man  begreift  hieraus,  dass  selbst  unter  weniger  günstigen  Verhältnissen 
die  Steifheit  der  Saite  nicht  im  Stande  ist,  auf  eine  merkhche  Weise 
jene  Reinheit  der  Intervalle  zu  beeinträchtigen,  welche  das  Ohr  bei  den 
Ali(|no(Wnea  des  Monochords  so  angenehm  empfindet. 


i.iLs.atfc<.wtiiiMiii.i.  tt 
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NACHTRAG. 
Venttcbe  Uber  die  Töne  steifer  Saiten. 

Hiß  Theorie  der  Schwingungen  gespannter  Süibe,  welche  ich  der 
K.  Gesellschaft  in  einer  frOhern  Sitzung  vorgetragen  habe,  hat  zu  einem 
andern  Resultat  geführt,  als  das  ist,  welches  N.  Savarl  aus  seinen  Ver- 
socben  an  gespannten  Drahten  abgeleitet  hatte.  Obgleich  die  zwischen 
diesen  Beobachtungen  und  der  Theorie  statt  findenden  Differenzen  nicht 
60  bedeutend  smd»  dass  sie  nicht  durch  die  Einflüsse,  welche  den  Versuch 
ungenau  machen  kOonen,  eridtfrlich  waren,  so  scliieu  es  doch  gut,  das 
theoretische  Resultat  durch  ein  empirisches  Verfahren  zu  prüfen,  bei  wel- 
chem jene  Fehlerquellen  so  viel  als  möglich  vermieden  würden.  Es  wurde 
daher  eine  Versuchsreihe  angestellt  unter  Verhülinissen,  w  elche  denen  der 
Sayarlschen  Beobachtungen  absichtlich  sehr  ahnlich  gewählt  waren. 

3,01  Par.  Zoll  einer  Slahlsaite,  von  welcher  M)  Zoll  3,045  Gnnrij. 
wogen,  waren  in  verlicaler  Slelluoi^  /\sischen  zwei  kiniunen  so  gefassf, 
dass  die  Enden,  ohne  gequetscht  zu  werden,  sehr  fest  gt-kietiinit  werden 
konnten,  indem  jedes  Ende  zwischen  zwei  KupferstUcken ,  in  welche 
eine  Vertiefung  für  die  Saite  eingeschliffen  war.  gepre.=:.st  wurde.  Da 
durch  das  Anziehen  der  Schrauben  die  Spannung  sehr  leicht  verändert 
wird,  so  war  nur  die  obere  Klemme  fest  gegen  das  hölzerne  Widerlager 
geschraubt,  die  untere  aber,  eine  eiserne  Zwinge,  welche  die  Kupfer- 
stttcke  snisammenpresste,  war  bcwegUch  und  >vurde  er.st  iidch  d(  m  An- 
hängen der  spannenden  Gewichte  durch  einen  massigen  Druck  gegen  das 
Widerhiger  so  weit  als  nöthig  befestigt.  Das  spannende  Gewicht  w  urde 
VCD  5  zu  5  Elogramm  bis  auf  30  Kilogramm  vermehrt  und  die  jedesmahgo 
Tonhöhe  durch  Vergleichung  mit  einer  feinen  Süihlsaite  bestiiauii,  welche 
am  Monochord  hing  und  durch  Verschieben  dt  s  beweglichen  Stegs  mit  dem 
zu  ontersnchendenTon  m  Einklang  gi  Li  acht  wurde.  Diese  dunnc  Saite, 
▼on  welcher  36  Zoll  0,371 5 Grmm.  w  iegen  und  welche  mit  42  H  ,8  Gnnm. 
gespannt  war,  gestattet,  wenn  sie  nicht  zu  kurz  ist,  sehr  nahe  die  An- 
wendung der TaylorBchen  Formel  und  bedart  nur  einer  unbeträchtlichen 
Correction  wegen  der  Steilheit. 
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Nachdem  auf  diese  Weise  die  Scbwingungsmenge  empirisch  gefunden 
worden,  war  es  noch  nöthig,  zur  theorf»tischen  Bere(  [innug  derselben 
das  elastische  Moment  des  emgekleiuniU»n  Didliltö  zu  kennen.  Da  die 
Bestimmung  des  Tones,  welchen  dieser  ühne  Spannung  giebl,  bei  einem 
Siiirk  von  solcher  Lüiige  und  su  massiger  Steifheit  keine  Genauigkeit 
znlasjst,  so  wurde  ziuu  Schluss  der  Versuche  das  eingeklemmte  Stück 
mitten  durchgeschnitten  und  darauf  verschiedene  l  ^nt'cr^  heider  Theile 
80  eingeklemmt,  dass  sie  als  Sttibe,  die  nur  am  e  inen  Ende  fest  sind, 
tönten,  und  aus  den  beobachteten  Tonhöhen  im  Mittel  aus  1 8  Versuchen 
das  elastische  Moment  berechnet,  was  a  =:  31 4,7  (auf  Par.  Zoll  und 
Gramme  bezogen)  gdh.  Auf  dieselbe  Weite  ifll  Air  die  diUm«  Seite  des 
Hmiochords  a  =  5,113  gefunden. 

Tab.  I.  enthalt  in  der  ersten  Spalte  die  Spannungen  des  einge> 
klemmten  starken  Drahtes,  in  der  letzten  die  nach  §.  1 5.  derywatehenden 
Abhandlung  berechnete  Anzahl  von  Schwingungen  in  der  Secunde,  wobei 
ein  Hin  -  und  Hergang  fUr  eine  Schwingimg  gerechnet  ist ;  die  via*  anderen 
Spalten  beaeben  sieh  auf  die  donne  Saite  des  Monoohords,  nnd  zmt 
enthaüt  die  zweite  Spalte  die  gemeaaene  LVnge  deraelben,  die  drille  und 
vierte  einen  unteni  und  obem  Gremzwertht  zwischen  welcbea  die  darana 
aidi  eigebeode  Sebwiagongamei^  liegen  moaSt  indou  die  BeifMihnmig 
nach  Toykm  Fonnel  dieieibe  oflMar  etwaa  an  Idein,  die  BeiUckaichti- 
gnng  der  Steifheit  aber,  wenn  man  die  durch  Stege  begrenzte  Seite  wie 
eine  an  beiden  Enden  ÜDügeldeinmto  behandelt,  elwaa  zu  groea  geben 
musa;  die  Itofle  Spähe  enthüt  die  wiiUiche  Sohwingnngnnenge,  wie  aie 
flieh  nach  einer  weüer  unten  zu  eridarenden  Gonectioii  weoigaiana  in 
flehr  groflwr  AnnOhenmg  ergiebc. 


Tab.  1. 


Schw  ingcngsmonge  nach  dem  Versuch 

1  SofavtagllBgMDMIg» 

•nMoMdiMd 

■alerc  Grnni« 

ober«  Gmi« 

Mrr.  Werth 

BMli  toTkaorit 

0 

456 

6',d85 

952 

963 

958 

956 

10,05 

«.865 

1250 

1268 

1259 

4256 

16,05 

M05 

U83 

1504 

1494 

4492 

20.05 

3,63 

1675 

4707 

1691 

4694 

3,29 

1848 

1888 

1869 

4812 

30.0Ö 

3,04a 

1997 

2044 

2021 

2033 
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Die  Uebercinstimmung  der  Theorie  mit  der  Erfahrung  ist  voUsUlndig, 
indom  nicht  nur  alle  theoretischen  Werthe  zwischen  die  engen  Grenzen 
fallen,  zwischen  welchen  die  Beol>achtiing5?werthe  nüihweudig  einge- 
schloüscn  sind,  sondern  auch  den  corrigierlen  Zahlen  des  Monochord- 
versuchs so  nahe  kommen,  dass  die  Differenz  in  keinem  Falle  die  Gr<)sse 
von  einem  halben  Komma  erreicht.  Berechnet  man  dagegen  die 
Schwinguugsuiengen  nach  Suvarts  Regel,  80  erhftll  man  Werthe,  welche 
SBmmtlich  l  bis  ^  Ton  zu  tief  sind. 

Auch  die  in  Tab.  II.  cnüialtenen  Beobachtungen  des  zweiten  Tones 
(nut  einem  Knoten),  obgleich  hei  der  grossen  Höhe  dieser  TOne  etwas 
weniger  zuverlässig,  geben  eine  genügende  Uebereinstimmung  mit  der 

'^^'^  Tab.  n. 


Sailenl&oge 

j  Schwuiguogsineage  nach  dem  Versuch 

1  SchwingungsmeogB 

MD  MraoeliMd 

viton  Granu 

'  ebersGreu« 

naob  d«rTliMMlt 

Ü  ,Ü8 

2090 

2066 

2075    , , 

10,05 

2,37 

2566 

2646 

2607 

2631 

45,05 

2,03 

2995 

3407 

3055 

3082  ' 

Es  ist  noch  die  Correction  anzugeben,  nach  welcher  die  Schwingung^ 
menge  m  der  vorletxten  Spalte  dieser  TabeUea  ans  den  Yenochen  be- 
rechnet ist  Es  war  nümliGh  die  Hanodiofdsaite  an  ihrem  oberen  Ende 
scharf  gegen  zwei  parallele  Stege  gedrttökt,  ober  welche  sie  Yon  dem 
Anhttngestift  aus  gefbhrt  war  md  von  denen  der  erste  sie  in  ziemlicber 
Brette,  der  zweite  aber,  dicht  nnter  dem  ersten  stehend,  nur  mit  der 
SdiBrfe  einer  Sdineide  hercOuie.  Von  dieso-  Schneide  ans  sind  dm 
Lingen  der  Saite  gemessen.  Die  mtere  Begrenzong  wurde  durch  den 
Terschiebharen  Steg  gebildet,  der  mit  einer  Schneide  nur  ziemlich  leicht 
die  Saite  berohrte,  während  der  fibrige  noch  tiefere  Thefl  derselben  mit 
der  Hand  gedämpft  wurde.  Berechnet  man  nmi  aus  der  so  begrenzten 
Lange  die  Schwingungsmenge  nach  Taylors  Formel,  so  ist  einlenchteiid, 
dass  man  etwas  zu  kleine  Zahlen  erhttit,  weil  aoch  hier  der  Ton  durch 
die  Steilheit  etwas  erhöht  wird. ,  Berechnet  man  sie  dagegen  unter  der 
Voraussetzung,  dass  beide  Enden  sidi  eben  so  verhalten,  ak  ob  sie  M 
eingeklemmt  waren,  so  erhlüt  man  offenbar  etwas  zu  grosse  Zahlen. 
Dadurch  ist  die  untere  und  obere  Grenze  bestimmt,  welche  in  der  dritten 
und  vierten  Spalte  der  vorhergehenden  Tabellen  angegeben  sind ,  und 
zwischen  welcliu  die  wirkliche  Schvnngungsmenge  notbwendig  fallen 
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mu»s.  Um  aber  zu  ennittein,  welchen  Werth  zwischen  diesen  Grenzen 
dieselbe  einnehme,  habe  ich  folgeude  Versucliäreihe  angestellt,  deren 
Resultate  in  Tab.  III.  entlialten  sind. 

Es  wnrde  neben  der  feinen  Monochordsaite  eine  andere  viel  stärkere 
au%eliangen,  von  demselben  Draht,  der  bei  den  vorbeigehenden  Ver- 
suchen gebraucht  war,  t^rspannt  mit  ÜO  Kiiogr.  und  über  die  Stege  ge- 
Tührt  ganz  auf  dieselbe  Weise,  wie  die  dünne  Saitf.  Während  die  starko 
Saite  nach  uiui  nach  die  Längen  erhielt,  welche  in  der  ersten  Spall e  der 
Tab.  III.  enthalten  sind,  wurde  die  dünne  Saite  durch  Verschieben  ihres 
unteren  Stegs  in  den  Einklang  gebracht;  diese  Längen  sind  in  der  zwei- 
ten Spalte  angegeben.  Unter  den  verschiedenen  Fonncn,  durch  welche 
ich  diese  beiderlei  Zahlen  in  Einklang  zu  bringen  gesucht  habe,  stimmt 
am  nächsten  die  Annahme,  dass  die  Saiten  bei  der  beschriebenen  Art 
der  Begrenzung  sich  verhalten,  ivie  ein  gespannter  Stab,  der  am  einen 
Ende  fest  eingeklemmt,  am  andern  gestützt  (mit  einer  Axe  versehen)  isL 
in  der  That  aber  uberzeugt  man  sich»  dass  bei  der  beschriebenen  Ein- 
liditaiiig  das  obere  finde  den  Bedingungen  einer  vollkommenen  Befesti- 
gongt  das  untere  denen  derStllbnng  in  einer  Axe  ziemlich  nahe  kommt 
Tab.  in.  enlhlUi  in  den  beiden  letalen  Spalten  die  nach  dieser  Annahme 
berechneten  Schwingnngsnieniien.  In  äaa  beiden  vorhei^gehenden  sind 
die  nnoorrigierten  Werthe  hiniiigeftigl,  damit  man  den  Betrag  der  Cor- 
raction  ersehe. 

Tab.  m. 


Län/B  der 

starken  SaiU; 

L,mf;p  der 

ScbwüMaogpiDaige  nach 
Taylon FbnBfll,  Rirdfs 

Stni'kc  pHilc"    ]  di.irinc  Snilr- 

1  Corrigierte  SdiwiogungsmengB 

1  sii^rke  Raite   [   dünne  Seile 

23',3025 

S57 

264 

259 

264 

*M 

18,74 

321 

325 

324 

326 

42 

16.57 

386 

391 

390 

391 

9 

11,6325 

514 

523 

522 

524 

7.2 

9,3175 

643 

653 

655 

655 

6 

7,78 

771 

781 

789 

785 

4,6 

5.78 

1029 

4064 

4059 

3,6 

4.64 

1286 

1349 

4340 

4330 

3 

3.79 

1543 

4604 

4624 

4620 

Die  beiden  letzten  Spalten  stimmen  so  weit  iiberem,  d«u>s  die  an- 
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IBER  DIE  GYCLOCENTRISCHE  CONCHOSPffiALE 

als 

W1ND1INGS(»SB1Z  VON  PLANORBIS  CORNBUS. 
I.  AUgcnciiie  Betrachtung  der  cyeloeeotriBcken  Conchoapirale. 

§•  1- 

Vorbemerkungen . 

'  Die  CoDchylionietrie  ist  eine  erst  im  BDtstehen  begriffene  Wissenschaft; 
denn  in  der  That  sind  bis  jetzt  nur  eiozdne  Grundsteine  zu  don  Geibttiide 
gelegt  worden,  welches  vidleicht  kOnftig  einen  ehrenvollm  Hätz  ndiea 
der  Kryslatlographie  und  anderen  Thülen  der  angewandten  Ulalhemalik 
b^upten  wild. 

Das  nAchsle  und  wichtigste  Probleni  war  es  unstreitig,  das  Wach s- 
thumsgesetz  der  Concbytien,  oder,  was  anf  dasselbe  hinauslauft,  das 
Wachsthumsgesetz  der  in  ihnen  lebenden  Thiere  aufeuflnden.  Man  hat 
dieses  Problem  einstweilen  nur  für  die  einsohaJigBi,  spiralfiinnig  ge> 
wundenen  Gonchylien  in  Angriff  genommen,  bei  welchen  allerdings 
durch  Messung  und  Redinung  leichter  &n  Resultat  zu  erwarten  stand, 
als  bei  den  zweischaligen  Gonchylien.  Das  Wachstbmnsgesetz  einer 
solche  Conchylie  wird  nun  aber  in  der  Hanptaache  gefunden  sein,  so- 
bald es  gelingt,  die  Gleichung  deqenigen  Spirale  aufzustellen,  welche 
der  Windnngsracken  um  die  Axe  der  Conchylie  beschreibt.  Denn 
da  die  Entwickelung  der  betreffenden  Thiere  wesentlich  an  das  Gesetz 
gebunden  ist,  dass  solche  mit  bestllndig  wediselnder  Richtung  in  einem 
und  demsettien  Sinne  auf  dmn  Racken  Ihres  selbst- gebiklet^  GdiAuses 
fort  wachsen,  indem  sie,  die  centrale  Axe  des  letzteren  entweder  in  einer 
Bbene  oder  in  emer  Xegeloberflacfae  umkreisend,  eine  gewisse  Anzahl 
von  Windungen  zu  Stande  bringen;  so  müssen  die  snccessiven  Abslfinde 
des  Windongsrttckens  (als  der  von  der  Wmdungsaxe  am  weitesten 
entfernten  Linie)  nothwendig  die  suoceaaiven  Radäil-Dhnensionen  des. 
Thiraes  selbst  in  den  verschiedenen  Stadien  smnes  Wachsthumes  re- 
präsentieren. 
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Dieser  Ansicht  gemäss  hat  sich  denn  auch  die  Aufmcrksamkeii 
Derer,  welche  bis  jetzt  die  Formen  der  ronchyhen  geometrisch  zu  er- 
grttnden  bemüht  waren,  vorzugsweise  der  Aufsucluing  dei  jenigen  Spirale 
zugewendet,  welche  den  Verlauf  des  WindungsrUckeDS  bestimmt  ood 
daher  als  Rttckeaspirale  bezeichnet  werden  kann. 

Indessen  hat  man  auch  bisweilen  die  NahtqMnile,  d.  h.  diejenic;» 
Spirale  zu  ermitteln  Tersucht,  welche  dem  Rande  entspricht,  in  welchem 
sich  ane  jeiie  Windmig  an  die  nächst  vorheigehende  anschmiegt.  Diese 
^ndongsnaht  kann  wohl  auch  hftnfig  benutzt  werden,  obwohl  Falle 
genug  vorkommen,  wo  sie  einen  ganz  abweichenden  und  zum  Theil 
wenig  regelmassigen  Verlauf  besitzt.  Da  sie  den  Umgriff  des  Windungs- 
ran  des  darstellt,  welcher  gewissmfissen  die  Extremitäten  der  Windung 
bezeichnel,  so  kann  sie  freilich  nicht  geeignet  sein,  das  allgemeine 
Wacbslhum  des  Thieres  erkennen  zu  lassen;  wenn  sie  jedoch  nadi 
demselben  Gesetze  gewunden  ist,  wie  die  Ruckenspirale,  so  wird  sie 
wenigstens  zur  Kenntniss  des  Windungs-QuotienleD  führen,  womit 
schon  sehr  viel  gewonnen  ist 

Naclulcin  Reinecke  schon  im  Jahre  1848  die  erste  Hinweisung  auf 
den  Winciungs- Quotienten  als  das  wiclitigste  Kleinenl  der  Ammonifen- 
formeii  gegeben,  dann  aber  Leopold  v.  Buch  diesen  Quotienten  als  den 
Ausdruck  eines  bestimmten  Gesetzes  erkannt,  und  daher  als  ein 
specilisches  Mcrkni.H  <  Hi^f  führt  hatte,  so  wurde  zuerst  von  Moselcy 
im  Jahre  1838  die  ioj^untiimisrhe  Spirale  als  die  eigentliche  Grundlinie 
vieler  Conchylien  nachgewiesen,  während  später  Ueis  bei  Argonauta  Ari^ü 
die  parabolische  Spirale  entdeckte.  Dagegen  wurde  ich  durch  den  oft 
vorkommenden  Wechsel  des  Windungs-O"ol'enten  in  verschiedenen 
Regionen  der  Schale  und  durch  einige  zwisclien  Rechnung  und  Beobach- 
tung wahrgenommene  W i  d  e  r  s  p  r  ii  c  h  e  zu  Zweileln  an  der  Allgemein- 
gUltigkcit  der  iogaritUmisciien  Spirale  veranlasst,  und  endlich,  nach  man- 
chen vergeblichen  Versuchen,  auf  das  Resultat  gefulirt.  dass  sehr  vielen 
Conchylien  ihr  Windungsgesetz  durch  eine  neue  und  eigen thUmliche 
Spirale  vorgeschrieben  werde,  welche  ich  deshalb  unter  dem  Namen 
der  Couchospiraie  einzuführen  mir  erlaubte. 

Das  wesentlicbe  Grundgesetz  dieser  Goncfaospirale  ist,  dass  die 
successiven  Windnngsabstande  eine  geometrische  Reihe  nach  irgend 
emem  Quotienten  p  bilden.  Setzt  man  nun  den  ersten,  vom  Hitlelponkle 
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aoi^dieiiden  WindungBabBtamd  oder  den  Parameto'  der  ^inle  =:  a, 
80  wird  die  allgerndne  Gleicliung  derselbeD: 

oder,  indem  man  fUr  m  den  entsprechendeQ  Umlauf^winkel  v  =  m.in 
substituiert^):  a    ,  r 

Diese  Spirale  hat  zwar  einige  Eigenschaften  mit  der  loguritlmiisdieD 
Spirale  gemein,  weicht  aber  doch  wesentlich  von  ihr  ab,  wie  sich 
namentlich  daraus  ergiebt,  dass  ihr  Anfangspunkt  mit  dem  Mittelpunkte 
zusammenfällt,  dass  sie  für  negative  Werthe  von  v  Anfangs  eine  Schleife 
bildet,  und  mit  allen  ferneren  rückläufigen  Windungen  einer  asymptoti- 
schen Grenze  entgegen  strebt,  welche  ein  Kreis  vom  Halbmesser  ist**). 
Auch  geben  sich  ein  paar  sehr  bedeutsame  Unterschiede  darin  zu  er- 
kennen, dass  die  Radien  und  Diameter  der  Couchospirale  keine  geo- 
metrische Progression  bilden,  und  dass  der  Tangentialwinkcl  (d.  h.  der 
Neigungswinkel  der  Tangente  irgend  eines  Punktes  gegen  dessen  Radius) 
nicht  constaut,  souderu  forlwaiirend  veränderlich  ist. 

Einfaelw  cyeloeentilsdie  CondKMptoale. 

Der  vorstehenden  Gleichung  der  Conchospirale  liegt  die  Voraus- 
setzung zu  Grunde,  dass  die  Axe  der  Concbylie  eine  ideale  Axe  oder 
eine  blosse  mathematische  Linie  sei.  Es  lassen  jedoch  mehrere  Beobach- 
tungen vermuthen,  dass  dies  keinesweges  in  alleiiFaneA  slAtlfiade,  son- 
dern dass  die  Axe  gar  häufig  durch  einen  Cylinder  oder  Cetitral-Nocieiis 
von  bestimmtem  Durchmesser  dargestellt  werde.  Dieser  Durchmesser 
scheint  zwar  gewöhnlich  sehr  kloin  zu  sein ;  er  ist  aber  doch  immer  be- 
deutend genug,  um  kciue  gänzUche  Vernachlässigung  zu  gestatten ;  vid- 

*)  In  der  von  der  Faradioh  ieblonowsldiehen  OeMOsehaft  zur  tOOJShrigen  Gc- 

burtsfeiw  Laibnizens  herausgegebenen  Sammlung  von  Abbandlungen  wurde  S.  f "  1  r. 
die  Theorie  der  Coiichospiriile  ausführlich  entwickeil.  Die  hier  gegebene  Gleirliuiifj;  ist 
wesentlich  dieselbe,  wie  solrlic  a.  a,  0.  S.  158  sieht;  nur  erfasst  sie  die  Spirale  uu- 
mittelbar  von  ihrem  MiUelpuukte  aus,  so  dass  alle  wirklieben  Winduugcn  auf 
posittT«  Werthe  von  «  ta  belieben  sind. 

**)  De  der  riidciioßge,  oder  der  dtirdl  negative  W<Ttbe  von  v  bcstinimte  Zweig 
der  Spirale  pnr  keine  BotlcutnnR  ftir  die  rnnrhylien  hat,  so  habe  ich  ihn  auch  in  der 
erwähnten  Abhandlung  ut)berück«ictiiigt  gelassen  und  mich  damit  begnügt,  den  Cerlauf 
der  Corvo  bis  zu  ihrem  Mittelpunkte  zu  verlolgeo. 


I 
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mehr  dürfte  in  manchen  Füllen  nur  durch  die  BerUcksichtiguDg  desselben 
eine  Ausgh  ichinig  ilcr  K  t/U  ii ,  zwischen  Rechnung  und  Messung  noch 
hervorlretendou  Ditrerenzeii  zu  erwarten  sein. 

Da  nun  ausserdem  bei  Vorau^st  izung  eines  derartigen  Central-Nu- 
cleus  die  Gleichung  der  Conchospirale  in  einer  solchen  Fomi  hervor- 
tritt, dass  sie  bei  einem  gewissen  Durchmesser  des  N'ucleus  unmittel- 
bar in  die  logarithmische  Spirale  übergeht;  da  aiso  hierin  ein 
Fingeraeig  gegeben  zu  id  si  lumt  auf  welche  Weise  die  verschiedenca 
Beobachtungen  zu  verenugeu  seai  möchten,  von  denen  einige  auf  die 
logarithniisclie  Spirale  andere  auf  die  Conchospirale  geführt  haben;  da 
endh'ch  die  Annahme  cii«  .s  (-etilral-Nucleuh  nul  der  von  mir  in  Vorschlag 
gebrachten  Theorie  der  zusammengesetzten  Spirale  völlig  überein- 
stmnnt;  so  d(trf1e  es  der  Mühe  nicht  unwcrth  erscheinen,  die  Concho- 
spirale von  diesem  neuen  Gesichtspunkte  aus  in  Betrachtung  zu  ziehen. 

Wüllen  wir  uns  nun.  wie  bisher,  so  auch  gegenwärtig,  darauf  be- 
schränken, das  ganze  Phänomen  lefliürlicfi  in  seiner  Horizontal-Projection 
zu  studieren  (weil  an  die  Betrachtung  des  VVmduugskegels  und  aller 
(ibrigen  Form -Verhältnisse  doch  jedenfalls  erst  nach  Feststellung  der 
(iruntlspirale  zu  denken  ist),  so  werden  wir  die  Projertion  des  Central- 
^ucleus  als  einen  Kreis  vorzustellen  haben,  um  welchen  sich  die  Concho- 
spirale gleichsam  wie  um  ihr  Fundament  entwickelt,  weshalb  auch  der 
Halbmesser  dieses  Kreises  den  eigentlichen  Urhalbmesser  oder  Archi- 
radius  der  Spu.ili  bildet.  Bezeichnen  wir  diesen  Archiradius  KA  mit  o 
und  nehmen  wir  an,  die  in  irgend  einem  Punkte  der  Kreisperipherie, 
z.  B  in  dem  Punkte  1 ,  beginnende  Spirale  erreiche  nach  dem  ersten 
Umlaufe  den  W  iadungsalisland  AB  =a,  nach  dem  zweiteo  Umlaiife  den 


Windungsabstand  BC  -  -  ap,  nacli  dem  dritten  Umlaufe  den  Windungs- 
abstand CD  =  ap*,  und  allgemein  nach  dem  m^*"  Limlaufe  den  Windungs- 
abstand a/j""*,  so  wird  der  dem  Ende  des  letzteren  Umlaufes  enl- 
sprechcvide  Radius  r  durch  die  Summe  i^^aller  vorheri^n  Wiodungs* 
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abstände,  einschliesslich  des  Archiradius  a,  besuiumt  seio.  Dem  limiaufs- 
winkel  v  =  m,2n  eutspricht  also  der  Radius 

vad  wgjBad  einem  beliebigen  Umlau&winkel  9  entspricht  der  Badiiu 

Di^  ist  die  Gleichung  der  um  den  Axencylinder  oder  Central-Nucleus 
entwickelten  CoachoepiFale.  Man  kann  sie  die  cyclocen  tri  sehe 
Gleichung  .der  Ciin'e  nennen,  weil  deren  positiver  (hier  allein  in  Rttck- 
siebt  kommeoder)  Zweig  durch  eine  Kreislinie  von  dem  innen  cen* 
tnlen  TbeOe  getrennt  wird,  oder  weil  sich  ihr  Btittetpunkt  gewisser* 
massea  in  einem  Kreise  ausgedehnt  hat. 

Setzt  man  nun  in  dieser  Gleicbaqg  «  =  0,  so  gelangt  man  auf  die 
oben  S.  3  stehende  Gleichung  der  gew^dmhchen  Goncho^iiale;  setzt 
man  dagegen  «=: -^^t  so  wird 

welches  die  Gleichung  der  lo  gar  ithmischen  Spirale  ist.  Diese  letz- 
lere Spirale  llsst  sich  daher  nur  als  ein  besonderer  Fall  der  cydo- 

centrischen  Conchospirale  betrachten;  wenn  also  die  letztere  ttber- 

haupt  in  der  Welt  der  Conchylien  eine  wichtige  Rolle  spielt,  so  kann  es 
uns  gar  nicht  mehr  befremden,  däss  gewisse  Conchylien  w  irklich 
nacli  dem  Gesetze  der  logarithmischon  Spirale  gewunden  sind. 

Die  Bcsliiiimung  des  Windungs-On oti cnten  p  erfolgt  am  einfachsten 
und  sicher^iten  aus  de»  gemessenen  Wuidungsalistiindcn  oder  auch  aus 
den  Differenzen  der  Diameter,  und  ist  in  dieser  iiinsichl  zü  den  Be- 
merkungen der  §§.  3.  und  5.  der  oben  angeHlhrten  Abhandlung  nichts 
hinzazttfttgen,  auf  welche  ich  mich  im  Folgenden  mehrfach  beziehen 
werde. 

§.  3. 

Beradunmg  der  Oiameier,  de»  Puamelers  und  dee  Tangenlialwinkel«. 

Die  Diameter  der  cyclocentrischen  Conchospirale  erfordern  da- 
gegen eine  neue  Bestimmung.  Aus  der  Gleichung 

folgt  für  den  nächst  grossem  semissodistanten  Radius: 
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Die  Sannie  dieser  l»ideD  Radien  uA  deijeniee  Dkmeler  JD,  inreloher  dem 
Umku&mnkel  v  =  (m+i)  2s  ankDimiit.  Abo  wird 

D  =  r'  +  r  =  2«+^[p"(pi  +  1)-2] 

Aus  irifond  eineui  gemessenen  Diameter  D  folgen  aber  rückwärts  die 
beiden  üin  zusammeDsetzenden  Radien: 

fp*  +  «^* 

welche  Ausdrucke  für  o  =  0  auf  die  a.  a.  0.  §.  4.  stehomlen  Werthe 
und  für  a  —  yzrr  ^"^  Poggendorfls  Annalen  Bd.  6i .  S.  250  mit^ 
getheilten  Wcrtlic  /.uruckkonimen. 

Die  Bestimmung  des  Parameters  a  ist  in  der  cyclü( i olr isrhen 
Cont  liospirale  mit  abhangig  von  dem  Archiradius  o,  dessen  Kenntruss 
in  allen  Füllen  nur  durch  unmittelbare  Messung  erlangt  werden  kann. 
Aus  ii^end  zwei  xlodistanten  Diameteni  7)  und  D'  folgt: 

folglicb  ans  zwei  singulodislanten  Diametem: 

weiche  Werthe  lUr  «  =  0  auf  die  a.  a.  0.  §.  6.  Btehenden  Werthe  za- 
rttckkommeD,  für  «  =  dagegen  auf  das  Ergebuiss  führen,  dass  a 
gar  nicht  aus  den  Diametem  berechnet  werden  kann,  weil  dann  die 
Spirale  eine  logarilhmisehe  ist. 

Die  Berechnung  des  l'in  I  i  n  l  ,  winke Is  v  oder  m.in  erfolgt  aus 
dorn  zugehörigen  WindungSKibslaade  /<,  wie  a.  a.  0.  ^.  7.  Für  irgend 
einen  Ümlaufswinkel  v  —  m.2it  ist  naniiicii  der  entsprechende  Wiüduugs- 
al)staud  Ä  =  ap"'~';  folglich  Nvird 

  S  T    ~  ^  T         log  p 

Man  kann  also  fUr  jeden  Punkt,  dessen  Windungsabstnnd  |?emessen 
wurde,  seinen  Umlaufiswinkel  oder  die  Anzahl  der  bis  dahin  voUendeteo 
Windungen  berechnen,  sobald  p  und  a  bekannt  sind. 

Der  Tangential  Winkel  9  der  cyclooentriseheD  Conchospinde 
bestimmt  sidi  aus  der  Gleichung  dmselben  durch: 

r 

tapgy='"^'^^~^i,+  "^^"~'^^ 

•P^kiSf 
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in  weldiGm  Ausdrucke  unter  log  p  der  natürliche  Logarithmus  zu  ver- 
stehen ist.  Dies  gieht  Tur  a  =  0 

wie  a,  a.  0.  S.  163,  dagegen  ftlr  o  = 

welcher  Werth  die  logarithmische  Spirale  charakterisiert.  Setzen  wir 
«s=0,  ao  wifd  in  der  cyclooentnschen  Conchospirale: 

Dies  ist  also  die  Tangente  desjenigen  Winicela,  mit  welchem  die  Spinde 
beginnt;  aetsen  wir  endlich  v  =  « ,  so  wird 

taug  <jp  = 

wodurch  derjenige  Tangenlialwinkcl  bestunnit  wird,  weichem  die  Spirale 
entgegen  strebt,  ohne  ihn  doch  jemals  zu  erreichen. 

ZnsamnMUgBKtite  cydoceotriMbe  Concbospinle* 

Die  Theorie  der  aaeammenge setzten  Conchospirale  bleibt 
zieinlich  unverAndert,  wenn  wir  sie  cyclooeniriscb  ausgebildet  denken; 
ja,  sie  ist  wesentlich  nichts  Anderes,  als  eine  Wiederholung  der 
Theorie  der  eingehen  cydocentrischen  Spinde.  Indem  wir  nämlich  die 
a.  a.  0.  S.  465  angenommene  Vorslellong  zu  Grande  legen,  dass  sich 
die  Äussere  Spirale  vm  einen  Kreis  entwickele,  dessen  Halbmesser 
'  der  letzte  Radius  A  =  a  der  innern  Spirale  ist,  so  wird  die  äussere 
Spirale  offenbar  als  eine  cyclocentaische  Spirale  vom  Archiradius  a  ein- 
geführt. Der  Parameter  derselben,  d.  h.  der  Wiodungsabstand  ihres 
ersten  Umlaufes,  wird  durch  das  Product  aus  dem  letzten  Windungs- 
abstande fl/V"'  der  innern  Spirale  in  den  neuen  Windung.s-Quotienten  q 
bestiuuul.  Bezeichnen  wir  also  dieses  Piuduct  mit  a,  so  wird  die 
Gleichung  der  äussern  Spirale: 

ganz  analog  der  Gleichung 

welche  der  innern  Spirale  zukommt. 
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Sdireibeii  in  dieser  tetetoni  Gleidiuiig  «  statt  w,  um  denjenigen 
IMmfimrinkel  za  bezeichnen,  bei  wddmm  din  nmN«  %»irBle  sa  Bndd 

geht,  so  wird  der  diesem  Winkel  entsprechende  Werth  von  r  der  Ärchi- 
radius  a  der  äussern  Spirale,  und  folglich  die  Gleichung  der  letztem: 

in  welcher  a'  den  Werth  o^"**  hat. 

Die  weiteren  Betrachtungen  sind  nun  wesenth'ch  diesdben,  wie 
a.  a.  0.  §.  40.  bis  §.  U.,  nur  ist  dberall  dag  dortige  A  um  «  zu  Ter- 
grossen. 

Die  ebendaselbst  in  den  15.  und  1 6.  gegebene  Bestimmung  von 
s  und  »  aus  iigend  zweien  Dunnetem  der  ttuss^  Spirale  findert  sidi 
jedoch  dahin,  dass 

1(9-»»)  P^-» -ff +  <]  " 

gefunden  wird,  wodurch  denn  natürlich  auch  der  Werth  von  u  eine  an- 
gemesseoe  Veränderung  erf^rt. 

g.  6. 

Baradmnng  IDr  den  Fall,  da  die  iiuMi«  Spirale  eune  fogBrHliiiibelie  M. 

Nachdem  wir  nun  die  wichtit^stcn  Sülze  in  BetrelT  sowohl  der  ein- 
fachen als  auch  der  zusammengesetzten  cycloccntrischen  Conchospirale 
kennen  gelernt  haben,  müssen  wir  noch  einen  besondorn  Fall  der 
zusammengesetzten  Spirale  in  Betrachtung  ziehen,  welchen  ich  an  einer 
unserer  gewöhnlichen  Sttsswasserschnecken  beobachtet  habe,  von  dem 
aber  wohl  zu  vermuthen  ist,  dass  er  in  der  Natur  httufig  vorkommen 
wird.  Es  ist  dies  nttmlich  derjenige  Fall,  da  die  innere  Spirale  eine 
iogarithmische  ist,  wahrend  die  äussere  Spirale  als  eine  gewöhnUche 
cydocentrische  Conchospirale  auftritt.  Weil  nun  in  diesem  Falle 
a  =  a{p  —  \)  wird,  so  ergiebt  sich  aus  dem  zuletzt  anmebenen 
Wertbevoas: 

ond,  nach  den  erfordeiüchen  Umstellungen, 
folglich 

wenn  g  >  p  ist,  oder 
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weoD  q  <p  lät.  la  dem  letztern  Falle  wird  al^o 
weoo  wir  der  Kurze  wegen  die  Grösse 

{D-q'D]  (g—i) 
* 

mit  M  bezeichnen.  Hieraus  folgt  endlich  die  den  grüssleD  UmlauCswinkel 
u.%n  der  innem  Spirale  bestimmende  Zahl 

logp 

Hat  man  diesen  Grenzwinkel  beider  Spiralen  auf  solche  Weise  ge- 
funden, so  ergiebt  sich  sofort  der  Archiradius  a  der  ttossera Spirale: 

und  der  letzte  Windungsabstand  der  innem  Spirale: 

Da  nun  filr  iiigend  einen  Punict  der  ttvssem  Spirale  der  zugehörige 
WmdQDgsahstand 

k  =  af^"^  ^  ^^^^^^ 
ist,  so  berecimct  sich  der  entsprechende  Umlauf swinkel  n.%n  durch 

•—Tön" 

aus  welchem  endlich  der  Badius  desselben  Pankles  nach  der  Gleiebnng 

und,  durrh  Addilioa  je  zweier  semissodi-tantcr  Radien,  ein  jeder  Dia- 
meter der  äussern  Spirale  hererhnol  werden  kann.  I)!«";e  Beretjbaung 
der  Dianieter  und  die  Vcrgleiuliini^  der  berechneten  mit  den  beobachteten 
Werthen  durfte  als  ein  vorzüglicher  PrUlsteia  der  Theorie  zu  betrachten 
sein. 


II.  Anwcndniiff  auf  die  Sehale  von  Planoihis  comeos. 

g.  6. 

Beidttflteheil  der  Sduto  diäter  Condiylie. 

Ohne  za  ahnen,  dass  mich  diese  Schnedce  auf  dieTheork  der  cyclo- 
cenCrischen  Conchoepirale  (Uhren  würde,  hatte  ich  sie  deshalb  zom  Gegen- 
stände memer  Unlorsuchungen  gewtthlt,  w^  die  Sdsswasseroonchylien 
Oberhaupt,  wegen  ihrer  dünnem  Schale,  hAnfigeren  und  hedeolenderen 
Störungen  unteriiegen  dürften,  ab  die  dickschaligeren  Meereseoncbylien, 
und  daher  vorzüglich  geeignet  scheinen,  eme  jede  Theorie  die  Probe 
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beslehen  m  lassen,  ob  sie  ihre  Gttelze  aodi  noch  bei  bedeatendeii  Per- 

turbationcn  geltend  zu  machen  yerniag. 

Die  Species  Planorbis  corneus  ist  bekanntlich  eine  der  grössten 
ihres  Geschlechtes  und  Iheilt  mit  mehrcnm  anderen  Species  jene  Eigen- 
tliünilichkeil  der  Formbildung,  welche  uns  einigcrmasscu  in  Zweifel 
tlaruljer  lasst,  ob  di(  S<  iiale  als  rechts  oder  als  links  gewunden  zu  be- 
trachten ist  Die  scharf  ausgeprägte  und  fast  in  einer  Ebene  lu  tuende 
Windungsnaht  der  r)l)ern  Seile  schien  mir  hei  dem  erKtrn  Anblicke  j^anz 
geeignet  zu  sein,  um  weniiisfens  ihre  Wiruiungs-Quolientt  n  zu  bestimmen. 
Allein  mchrer<'  zu  diesem  Ende  aogeslelltc  Messungen  liberzeugten  mich, 
dass  (h'ese  \N  mdimgsnaht  kein  bestiniiiili  s,  oder  doch  wenigstens  kein 
sehr  einfaches  Gesetz  befolge.  Eingedenk  der  weit  grüssera  Bedeutung 
des  Windungsruekens  gerieth  ich  daher  auf  den  Gedanken,  nur  von 
einigen  Exemplaren  möglichst  centrale  Querschnitte  durch  Schleiiung 
herzustellen,  um  an  ihnen,  auf  nhnlirhe  Weise  wie  an  den  Ammoniten. 
die  ^^'iIldun^^^punrto  der  RUckenspirale  zu  messen.  Der  Erfolg  entsprach 
meinen  Erwartuntren  vollkommen;  denn  wührend  ich  in  der  Nahtspirale 
vergebens  ein  (ieselz  gesucht  hatte,  so  Hess  mich  die  Kuckenspirale  ein 
sehr  bestimmtes  und  in  allen  fixemplarea  ttbereinstimmeiides  Gesetz 
erkennen. 

Die  Sprtfdigkeit  und  leichte  Zerbrechlichkeit  der  Schale  von  Pla- 
norbis corneus  machl  die  Durchschleifung  derselben  etwas  m(lh8am,iind 
es  gelingt  nicht  immer,  einen  hinreichend  centralen  und  zugleich  ganz  on^ 
beschädigten  Querschnitt  herzustellen ;  besonders  springen  die  innersten, 
zunächst  imi  die  Axc  gelegenen  Theile  leicht  aus.  Ich  habe  mir  nun 
solche  Querschnitte  an  drei  Exemplaren  geschliffen,  von  weldien  Nr.  1. 
&st  völlig  central  gerathen  und  nur  in  einer  der  inneren  Windiu^jen  ^was 
verbrochen  ist.  Das  Exemplar  Nr.  II.  ist  ebenfalls  in  einer  innem  Windung 
beschttdigt,  hat  auch  das  Ende  seiner  ttnsserslen Windung  verloren,  je- 
doch den  centralen  TheQ  erhallen.  An  dem  Exemplare  Nr.  III.  dagegen 
ist  dieser  centrale  Thdl  vOllig  ausgesprangen.  Um  ttbn'gens  die  ge- 
fundenen Resultate  noch  auf  eine  andere  Weise  zu  controlieren,  habe  ich 
ein  viertes  Exemplar  parallel  seiner  Windungsflidie  soweit  durcb? 
schliffen,  dass  der  Windungsrttcken  von  Ihst  viertehaib  Windungen 
sichtbar  geworden  ist. 

*)  Die  Querschnitte  der  Schale  sdieineii  atlerdin^  die  Ansicht  von  Cuvier  zu  b«- 
tKU^,  dm  wir  «  mil  dncr  Unkt  gewnndoiHi  SeliiMGle  m  Ihnn  hiban. 
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In  den  beiden  vollslUndigcn  Querschnilten  Nr.  I.  und  II.  sieht  man 
nun  doullich,  dass  der  innerste  Tlieil  der  W  indungen,  etwas  über  einea 
Umlaut'  hinaus,  fast  gänzlich  mit  Kalkiiiussc  ausgefüllt  ist.  Wir  n^issen 
daher  schliessen ,  dass  sich  das  Thier  in  den  spateren  Stadien  seines 
Wachsthiims  aus  diesem  centralen  Theile  der  Schate  allmählig  zurlick- 
gczügen  habe.  Zwar  kann  man  noch  sehr  deutlich  im  Querschnitte  zwei 
Zellen  erkennen,  welche  eine  den  folgenden  Windungsöffhiingen  <malogc 
Form  und  Lage  besitzen ;  aber  diese  Zellen  sind  mit  einer  hellgrauen 
Ma^sc  ansgeftlllt,  und  iliie  sfnrkon  nnd  dunkelbraunen  Wände  contra- 
stieren aufTnllend  gegen  die  zarten  und  weissen  Wände  der  nächsten 
Winduniien. 

Ausserdem  entdeckt  man  noch  ganz  oben,  unmittelbar  unter  dem 
auf  der  Oberfläche  des  Gewindes  sichtbaren  Windungsknöpfchen  einen 
rundlichen,  ebenfalls  ausgefilllten  Kern,  welcher  genau  in  der  Axe  der 
Schale  liegt  und  gleichsam  den  Grundstein  des  ganzen  Gebäudes  bildet. 
Dieser  Kern,  an  welchen  sich  die  innerste  Windung  munittelbar  an- 
schmiegt, scheint  nmi  wirklich  ein  besonderer  Theil  zu  sein,  dessen  Ads^ 
bildung  vielleicht  in  eine  andere  Entwickelungsperiode  des  Thieres  g&> 
hört,  als  die  Ausbildung  der  eigentlichen  Schale*).  Die  beistehende  Figur 
giebt  das  vergrösserte  Bild  vom  centralen  Theile  des  Querschnittes  Nr.  I., 
m  welchem  sich  der  Gentral-Nadeus  besonders  dentUch  als  ein  vOlljg 
geschlossener  Kfliper  darslelll. 


*)  Allerdings  liesse  sich  einwenden,  duss  dieser  Kern  nur  der  allerinnersle  und 
einseilig  geschlossene  Tbeil  der  ersten  Windung  sei,  und  dass  überhaupt  der  Central- 
Nncleut  ab  toldiw  fßr  niebt  reilil«r  eiiiliei«,  soodoni  IkM  ab  eine  idbelle,  die  Bol- 
«jckduiig  d«r  Sdnle  npHaranda  Iraidliito  oiar  CylindMfllcJiB  TOigMIeDl  ««rden 
müsse;  elwa  so,  wie  der  Kreis  bei  der  Bildung  einer  Diplosptrale.  Für  die  Rechnung 
ist  PS  im  Allgemeinen  gleichgültig,  wie  sich  die  Sache  verhält;  allein  die  Messung 
von  a  würde  dann  unsicher  werden,  weil  der  Durclimesser  der  innersten  Windung»- 
Uttfte  nur  sehr  ungatthr  den  Dordimetaer  jene«  Madbn  CenMfantaM  reprftsoitieTt 
und  ttett  tfOrnur  ab  dondbe  ada  nraia. 
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Da  es  also  scheint,  das«  die  Schale  von  Planorbis  coraeus  wirklich 
um  einen  Central-Nucleus  zur  Entwickelung  gelangt  sei,  so  wollen  wir 

dieses  KrG;ebniss  zuvörderst  bei  der  Berechnung  des  Querschnittes  Nr.  I. 
zu  Grunde  legen. 

A.  Mesuinff  und  Beffecbmiiig  ^  Ex«npl«rs  Nr.  I. 

Beobachtung- Eleioente  and  näctiste  Folgerungen. 

Das  Exemplar  wurde  auf  der  Scheibe  des  Conchyliomntrrs  der- 
gestalt aufgestellt,  dass  die  Axe  der  Conchylie  möglichst  rechtwinkelig 
gegen  den  MiUiiiieler-Massslab  lau-:  indem  nun  das  irehörig  eingestellte 
Mikru.sköjj  iil)pr  die  Schnittfläche  fortbewegt  wurde,  so  deckte  der 
auf  demselben  Massstabe  rechtwinkelige  Faden  des  Fn  lmkn  iiz.s 
nach  und  nach  alle  ,iussersten  Punkte  des  WmdiingsrUckens,  deren 
radiale  Abstände  auf  diese  Weise  bestimmt  wurden.  Die  Ablesung 
erfolgte  allemal,  wenn  derselbe  Rand  des  Fadens  den  innern  Rand 
der  Schale  erreicht  halte.  Üa  der  Windungsrücken  bei  dem  Punkte  c 
etwas  ausgebrochen  war,  und  folglich  dieser  Punkt  jedenfalls  etwas 
zu  nahe  nach  der  Axe  der  Conchylie  beobachtet  wurde,  so  ist  sein 
beoiMichteter  Abstand  von  dem  Pimkie  d  um  0,4  mm.  vergrössert  worden. 


Die  auf  diese  Weise  gefimdeaea  Beobachtinigs^Eleiiieiite  sind  ntin 
folgende: 
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Aü  ^=  9  65  IHM. 

a'a  =26  30  mm. 

a6  =  5  90 

a&'  =3l  8  iO 

^  __  2  9Q 

i'6  =i  2  50 

oi  =  1  30 

=  8  45 

W                  UyW  ff 

|h  —  0.60  .. 

W       ^^^^     V 1  W  ff 

c'is  —  5  55 

crf'  =  3  60  . 

ff  —  0  25 

=  0,30 

A'  =  1,36  „ 

dV=  0,95  „ 

=  0,76 

^  =  0,46  „ 

(V=i,OS  „ 

ff  =  0.S5  „ 

iiV=7.90  „ 

Ton dieflen Efementen  Itabea m  ff  alsden Itaisseni Durdunauer de« 
Gentral-Niiclens  zn  betrachten. 

Man  sieht  nan  sogleich,  dasfl  die  Windnngsabstlinde  von  a'  bis 

und  von  o  bis  c  ganz  entschieden  auf  den  Werth  q  =  %  verweisen;  da- 
gegen muss  bei  d  eine  Störung  statt  j-rofunden  haben,  durch  welche  die 
AbslÄndo  cd  und  de  einen  etwas  anomalen  Werth  erhalten.  Der  grösslc 
Windungsabstand  Aa  endlich  weicht  so  bedeutend  von  dem  Werthe 
41,8  ab,  wHl  'her  für  ihn  unter  Vorauüüelzung  desselben  Quotienterf 
folf-:cn  wurde,  dass  vnr  uns  df^r  Annahme  genöthigt  sehen,  die  Schale 
sei  in  ihrer  letzten  halben  Windung  auf  einen  kleinem  Quotienten  über- 
gegangen, dessen  Werth  sich  aus  ah  und  Aa  zu  |  bestimmen  dttrfte. 
Dieses  Verhältniss  scbeiat  sich  übrige  im  Allgemeinen  ftir  alle  ans- 
gewachsenen  Exemplare  von  Pknorbis  comeus  zu  bestätigen. 

'  Daher  tvird  auch  der  Diameter  Ja^  bei  dea  folgenden  Betnchtongen 
sn  vemadilaBsigea  sein.  Berechnet  man  nämlich  aas  den  Diamelem 
a'a  bis  den  Wmdangs-Quotienten,  so  erfalflt  man  ebenfiiUs  sehr  llher- 
emsthnmend  den  WerUi  g  =  Es  kann  also  dieser  Werth  aUi  der 
Normalwerth  fttr  die  Uehnahi  der  nasseren  Windmigen  betrachtet 
werden. 

Dagegen  ist  es  sehr  aoflUlend,  dass  die  hmerslfln  Windongen  bis 
m  dem  Punkte  ein  abweichendes  Gesets  befolgen«  Die  wenigen  Wm- 
dmigsabsUlnde  verweisen  nämlich  aof  den  Quotienten  p  =  3,  and  das- 
selbe Resultat  geben  die  betreffenden  Diameter.  Noch  merkwürdiger 
aber  i^t  es,  da^s  diese  inneren  Diameter  eine  geomelriüchü  Pro- 
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gressiün  nach  clerselhcii  Zahl  3  bilden.  Dieses  Verhältoisi»  lM3wei&t, 
dass  der  innerste  Theil  der  Schale  nach  einer  logarifhmischen 
Spirale  gewunden  ist.  Da  nun  aber  der  äussere  Theil  der  Schale  auf 
«fine  Gonchospiralc  verweist,  so  sind  wir  für  die  ganze  Schale  über- 
haupt zu  der  Annahme  einer  zusammengesetzten  cyclocentrischen 
Conchospirale  genöthigt,  deren  innerer  Theil  als  logarithmische  Spinle, 
d.h.  um  einen  Geotral-Nacieiis  ausgebüdel  ist,  flir  welchen  «eh 
bestinunt 

§.  8. 

Bereeturang  der  innera  Spirale. 

Der  Durchmesser  2«  des  Central-Nuclcus  wurde  iqpproximatiy  zu 
O.SSmm.  bestimmt,  und  dies  würde  denn  auch  in  gegenwärtigem  Falle 
der  Werth  ,  des  Pwamelera  a  sein.  Demnach  sind  die  Biemenle  der 
innem  SpixBle:  _ 

a  =  0,125  mm. 
a  =  0,25  mm. 

Wir  woUen  nun  zuvörderst  aus  diesen  Elementen  imd  aus  den  gemesscneo 
WinduDgsabstandenA  derPunlcte  if,  e'  u.s.w.  die  Umlaufswinkel  dersel- 
ben nach  der  Formel  .  losfc-logg, 

c  —  2!7r(f  +  ) 

berechnen;  die  Rechnung  ergiebi: 

üttriT,  »  =  2,21 5.2» 
„  0\  v=  M66.2JT 
„  d,   ©=  4,797.2» 

Ans  diesen  vier  Winkehi  folgt  als  coirigiertfir  mittlerer  Werth  ftir' 
9  =  und  daher  die  Reihe  der  eorrigierien  Winkel  :- 

ftir  d'.  9  =  2,27.2^ 

„  e,  9  =  4,27.2k 

„  d,   9  =  1,77,2» 

„  c,   v~  0,77.2w 
Berechnen  wir  nun  aus  diesen  corrii^ierten  Winkeln  rUckwÜrts  die 
Radien  der  Punkte  d',  e  u.    w.  nach  der  Gleichung 

r  =  9^ 

80  erhalten  wir  die  nachstehenden  Werthe: 
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ftlr  d\  r  —  i,"y\3mm. 
„   e\  r  =  O.-'iOV 
„   f,  r  =  0,lG8 


ftlr  d,  r=z  0,874 
,.  e,  r  —  0,291 
„   f,  r  =  0,097 


Hieraus  ergeben  sich  folgende  berechne l e  Wortlie  der  Windungs- 
absUtnde  und  Dianieter,  welchen  zur  Vergleichung  die  beobachteten 
Werthe  beigesetzt  sind. 


Diameter 

bencluMt 

beobaehlel 

d'd 

2,387 

2,30 

de' 

1,378 

4.35 

e'B 

0,795 

0,75 

0,459 

0.45 

rr 

0»265 

0,25 

WiodangsabstSndfl 

berechnet  . 

beobachtet 

1,009 

0,90 

.  er 

0.30 

0,194 

0.20 

dB 

0,083 

0.60 

Die  UebereinsUmmung  zwischen  Rechnung  und  Messunj;  ist  so  ge- 
nügend, als  sie  der  Natur  der  Sache  nach  erwartet  werden  kann.  Da 
jedoch  alle  Diameter  etwas  zn  gross  berechnet  worden  sind,  so  ist  dies 
wohl  ein  Beweis,  dass  der  Umlaufswinkel  2,27.2»  fttr  d'  noch  etwas  zu 
gross  sei;  wahrscheinlich  durfte  der  aus  den  beiden  flir  d  und  e'  ge> 
fttndenen  Winkeln  folgende  Bfittelwerth  2,23.29v  dem  wahren  Werthe 
sehr  nahe  kommen.  Dass  übrigens  ff  in  diesen  Rechnungen  nicht  den 
Diameter  des  Central-Nucleus  bedeutet,  versteht  sich  von  selbst;  denn 
der  berechnete  Punkt  f  gehört  ja  schon  dem  negativen  Zweige  der 
Spirale,  welcher  in  der  Schale  gar  nicht  existiert. 

§.  9, 

Berochnuiig  der  iwaein  Splnle. 

Nachdem  solchergestalt  die  Ansicht  von  der  Natur  der  i  n  n  o  r  s  t  e  n 
Spiraln  und  die  Elein«'?vtf>  (lorsnlhen  hinreichend  gcrcclilfertigt  worden 
sind,  vcrschreilen  wir  zur  Betrachluiii^  der  äussern  Spirale,  von  wel- 
cher wir  bereits  wissen,  dass  .«solche  nach  dem  Quotienten  q  :=  2  ge- 
wunden ist.  Da  uns  nun  auch  die  Werthe  von  a  und  p  l>ekannt  sind,  so 

AUmmU.  d.  »L  8.  Cm.  d.  WteMmtcb.  I.  1 4 
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stellt  sich  als  uächstes  Problem  die  BerechDung  deg  GrenzwinkelB  «.2iv 
beider  Spiralen  heraas,  weldie  in  gegenwärtigem  Falle  nach  daaFofmehi 

«-  =  ^J*-.  =  L 
r       •  (p  -  «) 

mid  »  —  logp 

in  §.  5.  anszoführen  sein  wird. 

Nach  dem  Yorhergehendea  war: 

a  =s  0,4  25  mm. ,  p  =  3  mid  9  =  2 ; 
Den  mittlere  Werth  von  M  bestimmt  sich  nun  dwvh  sechs,  aus  den 
duplodistaoten  und  singulodistanten  Süsseren  Diametem  (von  a'a  bis  zu 
cd  j  berechneten  Einzelwerthen  fast  genau  zu  0,68  mm;  daraus  folgt: 

f»  =  2,342 

Die  Concbylie  geht  also  nach  etwas  mehr  als  dritlehalbWindmigen  von 
der  Innern  auf  die  äussere  Spirale  über,  Fenier  ergiebt  sich  der  con- 
stante  Radius  des  Kreises,  um  welchen  wir  uns  die  zweite  Spirale  entp- 
wickelt  denken,  oder  der  Ärchiradius  dieser  Spirale: 

a  =  2,04  mm. 
und  der  letzte  Windungsabsland  der  innom  Spirale: 

fr  =  1,36  mm. 

Wir  wollen  nun  die  Umlaufswinkel  n.2}i  der  Süssem  Spirale  von 

ihrem  Anfancrsf^unkte  aus  berechnen,  indem  wir  successiv  die  gemesse- 
nen \Mn(iuiiH>alj.stiiiulc  h  =  «'6',  Ä  =  «fr  tt.s.w.  zu  Grunde  legen,  wo- 
bei wir  jedoch  von  den  beiden  Abständen  (;'<{' und  cd  abstraliicren,  weil 
solche  der  Luij »  gaugs Windung  angehören.  Wir  finden  so: 
furo',  n  =  2,538         I        für  a.  n~  2,117 
„   6',  n=  1,374         I         .,   6,  n=  1,092 
Diese  vier  Wcrthe  führen  für  d  auf  den  corrigierten  Mittehvei  th  2,ö8, 
und  folglich  übcihaupt  uuf  die  berichtigten  Umlaufswinkel: 


c ,  0,08 


für  fl,  X  —  2,08.ü;i 
6,  =1,08 
c,     =  0,08 


Die  Radien  dieser  Punkte  berechnen  sich  nun  aus  den  soeben  ge- 
fundenen Uuilauf.sw  iukcln,  nach  der  zu  Ende  von  5.  stehenden  Glei- 
chung der  äussern  S|tirale,  wie  folgt: 


füi"  a  ,  r  =15,090  mw». 

h\  =  7,451 
„  c',     =  3,386 


für  o,  r  =10,820 
.,  6,  =  5,070 
,.   c,      =  2,195 
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Addieren  wir  nun  je  zwei  semissodislantc  Radien,  so  erhalten  wir  endlich 
die  Diameter  der  äussern  Spirale  mit  folgenden  berechneten 
Werthen,  welchen  zur  \  ersleicbung  die  gemesseneo  Werlhe  beigesetzt 
sind: 


laneler 

berechnet 

gemesse 

a'a 

26,410 

26.30 

ab' 

48.40 

b'b 

12,50 

y 

8.456 

8,45 

e'e 

S,581 

5.55 

EniOich  folgea  durch  Sublraclioa  der  Radien  (unter  Zuziehung  der  in 
§.  8.  gefundenen  Radien  ftlr  it  und  d)  die  berechneten  Äusseren 
^ndnngsabstttnde : 


WindanggabiODde 

barechnet 

a'b' 

8.139 

7.90 

b'e' 

4.065 

4,05 

e'd: 

4.873 

4,95 

cd 

4,324 

4.30 

be 

2,875 

2.90 

ab 

5,750 

5.90 

Die  UebereinstimmiiDg  zwischen  Rechnung  und  Messung  ist  in  der 
That  so  genUgmd,  als  es  skh  nur  erwarten  lagst;  eine  vollkommene 
Uebereinstimmung  wird  ohnedies  niemals  slätl  finden  können,  weil 
Störungen  und  Beobachtungsfehler  mehr  oder  weniger  ihren  Binfluss 
auf  die  Beobachtungs-Elemente  austdben  werden. 

§.  40. 

Aaderweito  BeNchnang  der  innem  Spirale. 

Wir  küuncii  nun  auch  riickw'irts  aus  dein  iu  9.  gefundenen 
Grenzwinkel  beider  Sjiiralcn  und  aus  dem  l'nilaufswinkel  des  Punktes  c 
die  Ra(h"('n  und  Diani''('M"  der  innern  Spirale  bereeluien.  Weil  nJImhVh 
der  Punkt  c  um  O.ÜH.iÜTr  vom  Anfaui^siiunkfc  der  Jlussern  Spirale, 
dieser  letztere  Punkt  aber  um  %6k2:2ir  vom  Anfangspunkte  der  innern 
Spirale  gelegen  ist,  so  wird  der  ganze  Umlaufswinkel  des  Punktes  c 
=  2,62i.2;r  sein.  Da  nun  der  Punkt  d'  der  nächst  innere  semisso- 
dislantc Punkt  ist,  so  würde  dessen  Umlaufswinkel  2,122.27r  betragen 
müssen,  wahrend  er  doch  oben  in  §.  8.  zu  2,27.2»  berechnet  wurde. 
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Es  w  uide  schon  dort  die  Vennuthung  ausgesprochen,  dass  der  Werth 
2,-2~i.2n  etwas  zu  i^toss  sein  (lürflc;  es  ist  aber  noch  viel  gewisser,  dass 
der  Werth  2, 1  ii.iTi  zu  kleiu  sei ;  (lemi  berechnen  wir  abermals  aus  ihm, 
nach  der  Gleichung  r  —  cf/v™,  die  Hadicu  und  Diamcler  der  iuueru 
Spirale,  so  erhalten  wii  folgende  UesuUate: 


Diamcter 

berechnet 

gemessen 

d'd 

2.30 

de 

1.35 

0,677 

0,75 

«r 

0,391 

0.45 

Die  Differenzen  zwischen  Rechnung  und  Messung  sind  hier  offenbar 
so  gross,  dass  au  der  unrichtigen  und  zwar  zu  kleinen  Beslinmiung  des 
Umlaufswinkels  von  d'  gar  nicht  gezweifelt  werden  kann.  Daraus  er- 
giebt  sich  aber  wiederum,  dass  mtw  oder  der  Grenzwinkel «,  oder  der 
L'mläufswinkel  von  c,  oder  auch  der  Archiradius  a  nicht  ganz  richtig 
bestimmt  worderi  sein  kann.  Die  Fehler  werden  zuletzt  immer  in  der 
Unvollkommenheit  der  eigenlli(-1i(  n  Beobachtungs-Elemente  begründet 
sein,  und  ich  glaube  nicht,  dass  die  80  eben  erörterte  Differenz  irgend 
einen  Zweifel  gegen  die  Theorie  hervorrufen  kann.  Denn  kleine  Mes- 
sungs fehler  und  unbedeutende  Störungen  des  gesetzmUssigen 
Baues,  von  welchen  ja  die  ersteren  nie  ganzlich  zu  vermeiden,  die  letz- 
teren aber  gerade  bei  Planorbis  corneus  durch  die  Messungen  seihst 
angezeigt  sind,  werden  in  der  Regel  nur  eine  approximative  (Jeher* 
einstimmung  zwischen  Theorie  und  Beobachtung  erreichen  lassen. 


B.  Messung  und  Berectinung  des  £xemplsrs  Kr.  II. 

§. 

Baobacbtimgs-EkaMnte  und  nlchste  Polgeiungen. 

Da  der  grössere  fheil  der  Ic^tzfen  Windung  an  diesem  Exemplare 
abgebrochen  war,  so  fehlt  auch  derjenige  Beobachtungspunkt,  welcher 
uns  bei  dem  Exemplare  Nr.  I.  auf  die  Existenz  einer  dritten  (äussersten) 
Spirale  ver>A-ics.  Ausserdem  aber  fahrte  die  Messung  auf  folgende 
BeobachUmgs-Elemente : 
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Winduogsabstände 

Dtametcr 

a'b'  =  7,6Ü 

mm. 

— zo,uü  Vi  in. 

h'c  =  3,95 

C*C/ 

—4  7  i'i 

cd'  =  1.90 

t  ♦ 

h'h 

—  1  •>  OS 

de  =  0,80 

ha* 

—  Ä  1  fl 

  O,  1  u  ,, 

e'f  =  0,25 

ff  =  0,25 

t* 

cd' 

—  3  40 

4  =  0,20 

#• 

=  2,05  ., 

de  =  0,55 

1« 

=  1.25 

cd  =1,36 

»• 

=  0,70 

6c  =12,80 

t» 

< 

=  0,46 

ab  =5,40 

t* 

=  0,«5 

Der  ceatrale  Theil  der  ganzen  Schale,  welchen  wir  als  den  ReprSeen- 
tanlen  des  Central-Nocleufl  zu  betracbteii  haben,  besitzt  also  auch  in 
diesem  Exemplare  ungeQihr  den  Durchmesser  von  0,26  mm. 

Die  zunächst  angrenzenden  innersten  Windongsabstsinde  bis  zu  den 
Ponkien  d  and  d'  lassen  nicht  wohl  einen  andern  Quotienten  annehmen,  als 
p = 3,  womit  anch  die  aus  den  entsprechenden  Diamelem  abzuleitenden 
Wcrthe  ttbereinstimmen.  Auch  sieht  man,  dass  diese  Diameter  selbst  eine 
geometrische  Progression  nach  demselben  Quotienten  bilden,  daher  denn 
der  innere  Thcil  der  Conchylic  abcrmaU  nach  einer  lü^anthmischen 
Spirale  vom  Quotienten  3  gewunden  ist. 

Dagegen  ist  es  ersichtlich,  dass  die  äusseren  drei  Windungen  bis 
2u  den  Punkten  d'  und  d  nach  einem  andern  Quotienten  q  gebildet  sein 
müssen,  welcher  sich  sowohl  aus  den  Wuidungsabslünden  als  aus  dou 
Diametem  zu  7  =  2  besiimuit. 

So  weit  also  die  Schale  des  Exemplars  Nr.  II.  noch  erhalten  ist, 
giebt  sie  uns  wesentlich  dieselben  Hesultate,  wie  jene  des  Exemplars 
Nr.  1. ;  d.  h.  ihre  innersten  Windungen  sind  am  einen  Central-Nucleus 
Tom  Archiradius  n  —  0,125  mm.  nacli  einer  lofi^thmischen  Spirale 
vom  Quotienten  3,  ihre  äusseren  ^Vindungen  dagegen  nach  einer  cyclo- 
centriscbeu  Conchospirale  vom  Quotienten  2  gewunden. 

§.  12. 
Berechnung  beider  Spiralen. 

Aus  den  duplodistanten  und  stogulodistanten  Diametem  der  ttuBsan 
Spirale  erhalten  wir  zuvörderst  fitr  if  den  Bfittelwerth  0,655  mm.,  und 
aus  diesem  «  ^  2,508 
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Nach  drittebalb  WiDcluiii^eu  vollendet  sich  also  das  Gesetz  der  iaucm 
Spirale;  weiter  erj^iebt  sich: 

a  =  1,967  mm. 

H=  1,311  mm. 

wodurch  die  Uinlaufswinkel  n,%n  der  vier  Punkte  aV  6',  a  und  b  gefunden 
"werden,  wie  folgt: 


tar  a\  n  —  2.635 
für  b\  n  =  4,591 


für  0,  n  =  2,042 
tat  6,  n  =  4,095 


Diese  Werlhe  fUhren  f)ir  ü'  auf  den  corrigierten  Mittelwerdi  n  =  2,566, 
und  daher  auf  die  herichtigfen  UoUaufswinkel: 


iUr  a',  «  =  2,56G.29r 

„   b\  =1,566 

„   c\  =0,566 


für     w  =  2,066.29» 

b,  =4,066 

c,  =0,066 


Beroclincn  wir  nun  luis  diesen  Liiiluufswinkeln  nach  der  zu  Ende  von 
§.  5.  fid'licriflon  Glcifhiiiii^  die  Radien  drr  Punkte  a\  h'  u.  s.  w. ,  sowie 
die  DiauiulLT  und  \V  mdungsabstäude  derselben so  erhalten  wir  fol- 
gende Werthe : 

iUr  a,  r=1 4,867  mm. 


»» 


b\  =  7,409 
e\    =  3,228 


fttr  0,  r  =40,323 
,,  bf  =  4,833 
„   c,     =  2.090 


DiaiJjeter 

bcrc'hiiol 

gcuicsseu 

da 

515,190 

25,05 

ab' 

17,432 

17,45 

b'b 

11,942 

lü.üä 

hc 

8.061 

8.10 

de 

5,318 

5,30 

WindungBahsBlpde 

berechnet 

gemessen 

a'b' 

7,758 

7,60 

b'c 

3,884 

3.95 

e'd 

4,873 

4,90 

cd 

4,324 

4,35 

be 

2,743 

2,80 

9h 

5,490 

5,40 

*)  Bei  dm  Windungsabstinden  ist  die  weiter  onlen  betMbneten  Redieo  v«p 
J  and  i  «ogldeh  mit  Hüdsicht  geoMDmcn  worden. 
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Die  Uebereinstiiiimiing  zwischen  Theorie  und  Beobaclitung  ist 
wiederum  so  gross,  daes  die  RichU^eit  der  erstem  erwiesen  seht  durfte. 
Dabei  verdient  es  hervorgelioben  zu  werden,  dass  diese  Uebereinstimmung 
hier,  eben  so  wie  in  §.  9.,  iUr  die  Diameter  weit  anffiillender  hervortritt, 
als  fiJr  die  Radien.  Es  mag  dies  wohl  seinen  Grund  darin  haben,  dass 
das  Thier  die  an  einzebien  Stellen  jeder  Windung  vorinmuneaden  Ano- 
malieen  der  Scfaalenbildung  im  Laufe  der  gan  z  e  n  Windung  auszugleichen 
strebt,  so  dass  sich  je  zweigegenttberiiegendeWindungspunkte  in  dieser 
Hinsicht  gewissermassen  compensieren. 

Da  die  innere  Spirale  bd  2,508.2jv  aufhört»  und  der  Punkt  e  um 
0,066.2)v  weiter  liegte  so  entspricht  diesem  Punkte  vom  Anfangspunkte 
der  Conchylie  an  der  ganze  Umlaufswinkel  %&7i,fln,  folglich  dem 
Punkte  d'  der  Winkel  2,074 Jjr,  dem  Punkte  d  der  Winkel  4,574  u.  s.w. 
Hieraus  berechnen  sich  nach  der  Gleichung  r  =  ap"  die  Radien  der 
inneru  Spiralc: 


für  d',  r  =  1,220  mm. 
e',  ==0,407 


fUr  d,  r  =  0,705 
„  e,  =0.235 


„  r  =0,136 

und  endlich  die  Diametcr  und  Windungsabslündo  derselben,  wie  folgt: 


Diarnefcr 

berechnet 

gemessen 

dd 

1,925 

2,05 

1,112 

4,25 

e'e 

0,642 

0,70 

ef 

0,371 

0,45 

Windoogsnbstünde 

bfrorlinet 

gemeueo 

de 

0,813 

0,80 

0,271 

0,25 

de 

0,470 

0.55 

Auch  diese  Resultate  stimmen  hinreichend  ttberein,  wenn' man  be- 
denkt, dass  die  Messungen  nur  bis  auf +.0,05  mm.  genau  sind,  und  dass 
die  Schale  ziemlich  bedeutende  Störungen  des  Bildungsgesetzes  zeigt. 

C.  Messung  ujiü  ikrechaung  des  Exemplars  Ar.  III. 

BeobRditiiiig».Btenienle  mH  nicbato  FolBenngen. 

Da  an  diesem  Exemplare  der  centrale  Tbeil  ausgespmngen  vrar, 
so  gestattete  solches  f^t  nur  eine  Untersuchung  der  Verhältnisse  der 
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yiissorn  Spirale.  Es  liessen  sich  jodorseits  vioi  ^Vindungspunkte  be- 
sUmmeo,  und  die  Messung  ergab  folgende  Elemcute: 


Wioduagsabstliode 

Diameter 

ah'  r=  9,05  mm. 

ab' 

=22,90  mm. 

6V  =  3,25  „ 

b'h 

=16.05  „ 

=  2,30  „ 

he' 

cd  =  1.85  „ 

e'c 

=  7,25  „ 

he  =  3,55  „ 

cd' 

=  4,75 

a6  =6,85 

d'd 

=  58,90  „ 

Die  WindongsabsMiide,  mit  Ausnahme  des  leisten  Abstandes  ^6',  fbhreD 
auf  den  Quotieoten  q  =  %  welche  Zahl  noch  weit  genauer  aus  den 
Differenzen  der  Diameter  folgt.  Nur  der  ftnsserste  Thetl  der  letzten 
Windung  strebt  einem  kleinern  Quotienten  entgegen,  wie  das  Ver- 
hsItnisB  von  h'e' :  a'h*  lehrt,  weshalb  denn  auch  der  Diameler  a'a  ausser 

4   

Acht  gelassen  worden  ist  Es  besUitigt  sich  sonach  an  diesem  dritten 
hidividuum,  dass  Pianoibis  comeus  den  grOssten  Theil  seiner  Schale 
nach  dem  Qnoliimtmi  8  Inidet,  znletst  aber  in  einen  kleinern  Quot^ten 

übergeht. 

Die  Wiudung<;punktc  d'  und  d  gehören  übrigens  schon  zu  der 
innern  Spiiaic,  wie  die  oachfolgeade  Rcchauog  lehrt. 

§  14. 
fiefachoang  der  Spirale. 

Die  an  den  beiden  vollsUlndigen  Exemplaren  Nr.  I.  und  Tl.  an- 
gestellten Beobachtungen  berechtigen  nvoIiI  ohne  Weitere.s  zu  der  .An- 
nahme, dass  auch  da.s  mplar  III.  in  seinem  Innern  nach  iMner  loi.:a- 
rithmisclien  Spirale  vom  (JiKjdetilcu  p  =  3  gewunden  gewesen  sei. 
Selzen  wir  nun  ;uu  h  den  Werth  von  a  abermals  =0,125  mm.,  so  führen 
die  duplüdistanten.  .sin.i^nilodislunten  und  semissodistanten  Diameler  von 
ab'  bis  d'd  auf  den  Mittel werth  von  M  5.) 

M  =  0,08  mm. 

Aus  diesem  Werlhe,  welcher  mit  dem  in  ^  0.  Hlr  das  Exemplar  Nr.  1. 
gefundenen  völlig  ttbereinstimmt.  U>\u,t  al&o  eben  so  wie  dort: 

V  =  2.542 

a  =  2,04  mm. 

fTsss  f»36mm. 
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und  es  beredmeii  sich  die  Umlan&vrinlEel  derWindimgspiiDkte  a,  h  a.8.w. 
▼om  Anfinigspuiikle  der  äussem  Spirale  aus,  wie  folgt: 


für  a,  n  =  2,332 
„6     =^  1,384 


für  b'  n  =  1,900 
„  c'  =0,878 


Aus  diesen  ergiebi  sich  2,386  als  der  corrigierte  mittlere  Werth  Dir 
und  Uberfaaapt  der  corrigierte  Umhniiinwiiikel: 


Dir  «,  «  r=  2,386.2« 

„  6,  =1,386.2» 
c,     =  0,386.2jF 


nir  a'  9  =  2,886.2i» 
,,  h'    sss  1,886.2jr 

„  c  =0,886.2» 


Berecfaneii  wir  nun  aus  diesen  Umlaufswinkeln  die  Radien  der  Punkte 
ö,  h  u.  s.w.,  so  erhalten  wir  die  unlen  stehenden  W(;rthe,  welchen  die 
Badien  der  beiden  zur  innem  Spirale  gehörigen  Punkte  d'  und  d  bei- 
gefügt sind,  deren  Berechnung  unf  Folgendem  beraht.  Der  Ponkt  e  liegt 
0.386.2)F  vom  Anfimgsponkte  der  Sasaern  Spirale,  welcher  aeinerseita 
2,542.2»  vom  Anftnggpiinkte  der  innern  Spnale  entfernt  ist;  der  totale 
Umlaol^winkel  des  Punktes  e  betifigt  also  2,928.2»,  woraus  sich  natorlicfa 
filr  die  beiden  Punkte  d*  und  d  die  Ihnlaubwhikel  2,428.2»  nnd  1 ,928.2» 
ergeben,  aus  denen  ihre  Badien  nach  der  Gleichung  r  =  ap"  berochnet 
werden  konnten.  Die  ganze  Beihe  der  berechneten  Radien  wird 
hieniach  folgende: 

für  a,  r  =13,540 


6,  =  6,427 
„  c,  =  iJ,874 
„  d.    ==  4.040 


für  6'.  f  =  9,373 
„  e\    =  4,347 


«r     =  4,800 


Dniefa  Addition  der  smgulodistanten  Badien  gelangt  man  endlich  anf 
folgende  berechnete  Werthe  der  Diameter  und  Windungsabstünde, 
welchen  die  beobachteten  W^e  beigesetzt  sind: 


Diameter 

berechnet 

gemessea 

ab'  • 

22,913 

22,90 

b'b 

15,800 

16,05 

bc 

10,774 

10,80 

CG 

7  221 

7,25 

cd' 

4,C74 

4,75 

2,840 

2.90 

16 
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■whiirtiiitit 

bcrachiMl 

6V 

5,086 

5,25 

e'd: 

2.547 

2.50 

cd 

4,834 

4,85 

hc 

3,533 

3,53 

ab 

7,113 

6,85 

Wiedorum  stolll  siel«  oinc  so  nahe  Ucberoinsliminung  zwischen 
Messung  uod  Rechnung  horaus,  dass  die  Theorie,  als  die  Grundlage 
der  letztem,  eine  neue  Bürgschaft  ihrer  Aichtigkeil  gefiinden  haben 
dürfte. 

§.  45. 

Endresultate. 

Nach  den  ao  drei  verschiedenen  Individuen  von  PJanorbis  comeus 
gefundenen  Ergebnissen  der  Messung  und  Rechnung  glaube  ich  mich 
berechtigt,  ober  das  Geslaltungsgcsetz  dieser  Sttsswasscrschnecke  fol- 
gende Satze  aufstellen  zu  dürfen: 

1)  Die  Schale  völlig  ausgewachsener  Exemplare  ist  dreifach 
zusanimongeselzt,  (xler  triplospiral. 

i)  Der  innerste  TIkmI  der  Schale  ist  uümlich  nach  einor  loga- 
rilh  mischen  Spirale  vom  Qunficnfen  3  und  vom  Archinidius 
«  — ^  0,1 2->  mm.  gewunden;  dieser  Tlu  il  absolvirt  etwas  über  2\  Win- 
dunspii ;  seine  erste  Hallte  wird  aber  bei  dem  sptttom  Waclislhum  des 
Thieres  atlmählig  mit  Kallannsse  ntis^efUllt,  indem  sich  dasselbe 
nach  und  nach  aus  demselben  herauszieht. 

3)  Der  mittlere  und  bedeutendste  Xheti  der  Schale  ist  nach 
einer  cyclocentrischen  Conc  ho  Spirale  vom  Quotienten  q  =  t  und 
vom  ArchiradittS  a  =  2,0  mm,  gewunden;  er  scheint  ungefilfar  drei 
Windungen  zu  bilden. 

4)  Der  ausser  sie,  meist  nur  etwa  in  einer  VIerfelwindung  auS' 
gebildete  Theil  der  Schale  ist  nach  einem  dritten  Qucrtienlen  ge- 
wunden, welcher  kleiner  als  2  und  vielleicht  =  f-  ist. 

Schliisslich  will  ich  nur  nocJh  bemerken,  dass  das  l'iMiMi:^sL;esetz 
des  mittleruThcilcs  der  Schale  durch  den  in  §.  ü.  erwiihnU  n  l.iings- 
schaiii  eines  vierten  Exemplars  voilkouimcn  bestätigt  wird,  indem 
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sowohl  die  Windungsabstande  als  auch  die  Diameter  der  sicfatbar  ge- 
fflachtea Windmigeii  ganz  eatschieden  den  Qnotieoten  geben. 
Eine  Messung  gab  z.  B.  die  Blemenle : 

Windungsabstönde  Diamelcr 


nh'  — 

ö,20  mm. 

a'a 

=l6,tiü  mm. 

b  c' 

2,55  „ 

ab' 

=44,40  „ 

c'd'  = 

4,25  „ 

n 

=  7,70  „ 

be  = 

4,80 

=  5,46 

ha  — 

3,70  „ 

ee 

=  3,36  „ 

cd' 

=  2,40  „ 

aus  weichen  gar  kein  anderer  Werth  von  q  gefolgert  werden  kann. 
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WIDERSTANDSMESSUNGEN  NACH  EINEM  GEGEBENEN 

GRUNDMAASSE. 

1. 

Dio  Ausfuhrung  Uer  Wi(!<Tstandsraessungen  setzt,  wie  die  Ausführung 
anderer  Messungen,  dreierlei  voraus,  namh'ch  erstens  eine  Donnillon 
der  zu  messenden  Grösscnart,  zweitens  ein  bestimmtes  Maass  und 
drittens  eine  Methode  zur  Yergleichung  der  Grössen  dieser  Art. 
unter  ein-uidcr. 

E  r  s  t  ( n  s  die  D  e  fi n i  ti  o  n  den  Wiclerstandes ,  von  welchem 
hier  gehandeit  wird,  ISsst  sich  auf  folgende  Weise  aussprechen. 
Nach  den  von  Ohm  aufgestellten  Gesetzen  der  galvanischen  Kette 
hat  bei  unvermindertem  geschlossenem  Leiter  der  Quotient 
aus  der  gemessenen  elektromotorischen  Kraft  und  aus  der  ge- 
messenen Stromintensität  immer  gleichen  Werth  und  dieser  Werth 
hangt  bloss  von  der  Grösse  und  Beschaffenheit  des  Leiters  ab.  Dies 
vorausgesetzt,  wird  nun  Dasjenige,  was  in  der  Grösse  und  Beschaffen- 
heit  des  Leiters  liegt  und  wovon  der  Werth  jenes  constanten  Quotienten 
abhängt,  mit  dem  Namen  des  Widerstandes  des  Leiters  bezeichnet 
nnd  als  eine  jenem  Quotienten  proportionale  Grösse  be- 
trachtet. Hierdurch  ist  die  Möglichkeit  von  Widerstandsmessungen  ver- 
mittelst der  Bestinmumg  jenes  Quotienten  gegeben. 

Was  zweitens  das  Maass  des  Widerstandes  betrifll,  so 
soll  hier  das  von  Jacobi  in  Petersburg  angestellte  und  ont^  dem 
30.  August  1846  mit  folgenden  Bemerkungen  an  Herrn  Fkofesaor 
Poggendorff  inBerUn  übersendete  Grund  maass  angenommen  wer- 
den. Herr  Jacobi  schreibt:  «Ich  habe  mich  schon  bei  einer  früheren 
Gelegenheit  dartlber  geäussert,  wie  interessant  und  wichtig  es  wSre, 
wenn  die  Physiker  bei  ihren  galvanischen  Untersnchun^n  ihre  Strom- 

I«' 
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messungcn  nach  elekirolytischem,  also  abaolatem  Haasee  angaben. 
Es  wäre  dazu  nur  noihig,  die  Boossoleii,  mit  denen  man  arbeilet,  auf 
elektrolytische  Actionen  zu  bezidien«  um  durch  Publicierung  der  an- 
gestellten Versuche  Auskunft  Uber  den  Grad  d&t  Genauigkeit  zu  geben, 
den  das  gewählte  Instrument  oder  die  gewählte  Methode  gewährt. 
Indessen  behalte  ich,  dieses  nliher  zu  erörtern,  einer  andern  Gelegen- 
heil vor.  Nicht  minder  wichtig,  als  die  Absolutheit  der  Strommessungen, 
ist  CS,  wenn  die  Physiker  das  Maas.s  der  Leiluni^swiderstünde,  die  sie 
messen,  durch  eine  gemeinschailli(  he  Kiuheil  ausdrücken,  iiier  aber 
kann  keine  absolute  Bestimmung  staltfinden,  weil  es  scheint,  dass  bei 
den  Widerständen  auch  der  chemisch  reinsten  Metalle  Unterschiede 
stattfinden,  welche  durch  eine  Verschiedenh<Mt  der  Dimensionen  allein 
nicht  erklärt  werden  können.  Gesetzt  also,  Sie  liStten  Ihre  Widerstands- 
messer und  MnIttphCatoren  auf  Kiipferdraht  von  1  Meter  Länge  und 
i  Millimeter  Dicke  bezogen,  so  hiUten  wir  immer  noch  nicht  die  ücbcr- 
zeugung,  ob  Ihr  Kupferdrahl  und  der  unsrige  einen  fj;leichen  Widerstands- 
coefTicienlen  besitzen.  Alle  (liest-  Schwieric;kpiten  nun  werden  gehoben, 
wenn  man  einen  beliebig  gewählten  kupl*  i  -  oder  andern  Draht  hei  den 
Physikern  urnlicrwnndern  läFSt  und  diese  bittet,  ihre  Widerslandsmess- 
instrumenle  darauf  zu  beziehen  und  ihre  Messungen  künflig  nur  nach 
diesem Maasse  anzugehen.  Herr  Professor  Magnus  wird  Ihnen  also  ein 
kleine.s  schwarzes,  mit  zwei  Schrauben  verselienes  Kislchen  überreichen, 
inwelchrni  ein  auf  einem  Breie  aiügewiindeüer  kiij»ferdraht  durch  einen 
aus  Wachs  und  Harz  bestehenden  Mastix  eingekittet  und  vor  Nässe  und 
Feuclitigkeit  fjeschützt  ist.  Diesen  Widerstands -Etalon  bitte  ich  mit 
Ihren  Widerstandsmessern  zu  verf^Icirhen,  zu  einem  solchen  Vergleiche 
aber  auch  Hemi  Professor  Weber  und  andere  Physiker,  die  sich  mit 

galvanometrischen  Mes.sungen  beschäftigen,  aufzufordern  

Der  Kupferdraht,  der  in  diesem  Kästchen  befindlich  ist,  ist  zwischen  den 
Schrauben  genau  25'  russisch-englisch  lang,  wiegt  2S''t6495  und  seine 
Dicke  beträgt  nach  den  mit  einem  guten  Mttnchener,  mit  Mikrometer 
versehenen  Mikroskope  gemachten  Messungen  an  einem  Ende  0'0t65 
englisch  und  am  andern  COSGO,  im  Mittel  also  O^OiöSö  enghsch.  Diese 
Messungen  selbst  sind  das  Mittel  aus  3  sehr  nahe  ttbereinstimmenden 
Beobachtungen.  Bemerken  will  ich  noch,  dass  die  gewogene  Drahll.inge 
25J' betrug  (also  25|'=  22^5195.  und  dass  l"  auf  jeder  Seile  an  den 
Sabrauben  angelöthel  sind.  In  fninzösischeffl  Maasse  ausgedrttcki.  wOrde 
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die  LHnge  des  Drahtes  2Ö' =  T^GIQTS  und  öeine  Dicke  0  02625 
^0"000667  sein.» 

Was  endlich  drittens  <lic  \ 1 1 ^leichunu;  dos  Widerstan(!es  zweier 
Leiter  oder  die  Bestimrming  ilirc;»  Widorsiaiulsvorliiilfiiisscs  hetritri,  zum 
Beispiel  die  Vergleichung  einer  Copio  mit  tU  in  j^cf^'obcDen  Grundmaasse, 
80  sind  dazu  zsNci  InslrunK-nto  neböt  mehriMen  lA'itom  erforderlich, 
ntiinlich  1)  ein  Elektromotor,  mit  welchem  icalvaniüche  Ströme  er- 
regt werden,  2)  ein  Galvanometer,  mit  welchem  die  Intensität  der 
erregten  Ströme  gemessen  wird.  In  dem  ersten  Instrumente  bildet  der- 
jenige Leiter,  in  welchem  der  Strom  erregt  wird,  in  dem  zweiten  In- 
strumente derjenige  Leiter,  durch  welchen  der  Strom  geln  ii  imif>s,  imu 
gemessen  zu  werden,  einen  wesentlichen  Bestand! lu  i!  Fiigt  man  zu 
diesen  beiden  in  den  beiden  Instrumenten  schon  cuthaltenen  Leitern 
noch  diejenigen  hinzu,  deren  Wi<ler.standsverhaltniss  bestimmt  worden 
soll,  so  hat  man  eine  vollstün  lige  üebersicht  aller  zu  einer  Widerstands- 
vcrgleichung  nolh wendigen  iltdfsmittel.  Narli  dieser  Uehcrsirht  sollen 
nun  1)  der  bei  den  (olgenden  Versuchen  gebrauchte  K ) e  k  ( ro  m  o to  r, 
2)  das  Galvanometer,  3)  die  Leiter  uod  deren  Coaibiaalioneo 
beflooderä  betrachtet  werden. 

Der  Elektromotor. 

Bei  der  Wahl  des  Elektromotors  kommt  es  hauptsachlich  auf  die 
Entscheidung  dartlber  an,  ob  man  sich  fortdauernder  oder  mo- 
mentaner Ströme  bedienen  wiH.  Im  erste ren  Falle  leuchten  die 
Yorzttge  der  sogenannten  constanten  Sttuien,  wie  sie  von  Daniel!, 
Grove  und  Buosen  angegeben  worden  sind,  zum  Zweck  solcher 
Messungen  von  selbst  ein.  Im  zweiten  Falle  dagegen  bedient  man 
sich  zur  Stromerregung  mit  weit  grosserem  Vortheile  der  Ind actio 
beharrlicher  Magnete,  weil  es  bei  der  Anwendung  momentaner 
Ströme  weder  auf  die  Intensität  dieser  Ströme,  noch  auf  die  Dauer  der- 
selben allein,  sondern  auf  den  Werth  des  Products  beider  ankommt, 
welches  man  den  Integral werth  der  StromintensilUt  nennen 
kann.  Dieser  Tntegralwerth  kann  aber  nur  auf  dem  Wege  der  Induction 
dnrch  beharrliche  Magnete  in  immer  gleicher  Grösse  daigestellt  werden. 

Bei  den  folgenden  Versuchen  ist  den  momentanen  Strähnen  ond 
folglich  der  magnetischen^ Induction  der  Vorzug  gegeben  worden  aus- 
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folgenden  zwei  Gr(ln(lon.  Erstens  gewahrt  bei  feinen  Mess;nna;en  die 
Anwendung  metallischer  T  oilfM-,  z.  H.  die  Anwendung  von  lautet  Kupfcr- 
drähten,  ohne  dass  cm  frin  liier  Leiter,  wie  Wasser,  Säure  oder  eine 
Salzlösung,  in  die  Kette  0111- -sc hallet  zu  werden  braucht,  eine  weit 
grössere  Sidiorlieit.  Ks  ist  k^inuJ,  dass  die  Polarisationscrscheinungen 
an  den  in  einen  feuchten  Leiter  cingelanelw*  n  metallischen  Oberflächen 
die  Messungen  stören.  Solche  Störungen  vermeidet  man  durch  An- 
wendung geschlossener  Drahtketten,  in  denen  man  Ströme  induciert, 
indem  man  sie  gegen  beharrliche  Magnete  bewegt.  Jede  Wiederholung 
einer  solchen  Bewegimg  bringt  einen  Strom  von  dem  nämlichen  In- 
tegralwerthe  hervor,  so  kurz  auch  die  Dauer  desselben  sei.  Zweitens 
würde  bei  Anwendung  fortdauernder  Ströme,  wie  sie  mit  constanten 
Säulen  erhalten  werden,  die  Temperatur  der  Leiter,  deren  Widerslands- 
verhultniss  bestimmt  werden  soll,  steigen  und  dieses  Steigen  in  den 
verschiedenen  Leitern  verschieden  sein.  Mit  der  Temperatur  wachst 
aber  der  Widerstand  der  Leiter  und  diese  Veränderlichkeit  des  Wider^ 
Standes  wurde  die  Bestimmung  des  Widei^t^iudsverhältnisses  unsidier 
machen,  whs  durch  die  Anwendung  momentaner  Ströme,  welche  von 
80  kurzer  Dauer  sind,  dass  gar  keine  merkliche  TemperaturandeniQg 
einireten  kann ,  vermieden  wird. 

Die  zweckmassige  Einrichtung  und  der  Gebrauch  magnetischer 
Inductoren  zu  Messung^  im  Allgemeinen  ist  bei  einer  andern  Ge- 
legenheit schon  erörtert  worden.  Siehe  darüber  «Resultate  aus 
den  Beobachtungen  des  magnetischen  Vereins  im  Jahre 
4836.»  S.  86.  Die  besondere  Einrichtung,  welche  dem  bei  den  fol- 
genden Tersuchen  gebrauchten  Inductor  gegeben  worden  war,  findet 
man  am  Ende  dieser  Abhandlung  in  Beilage  A  genauer  beschrieben  und 
daselbst  in  Fig.  4  abgebildet. 

3. 

Dos  (lalvanomcter. 

Zur  Messung  der  Intensitttt  eines  fortdauernden  Stromes  kann 
man  sich  sowohl  der  sogenannten  Sinusboussole  als  auch  derTangenton- 
boussole  bedienen;  um  aber  die  Intensitilt  eines  inducierten  momen- 
tanen Stromes,  d.  h.  die  Starke  eines  sogenannten  Induclionsstosses, 
zu  messen,  kann  man  sich  nur  der  Tangentenboussole  bedienen,  weil 
der  Gebrauch  der  Sinusboussole  ein  Beharren  der  Nadel  in  ihrer  ab* 
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gclenkteii  Lage  vonuigsetel«  was  bd  eiiieiii  Indoctionfistosse  nicbt  der 
Fall  ist;  deon  die  Nadel  wird  dnr^  eineo  IndnctioiiflBtois,  welchea  sie 
in  ihrer  Rahelage  eriiSlt,  bloss  in  Schwingung  geselsl  und  erholt  da- 
diireh  keine  bleibeode  Ablenkung.  Am  geaaoesleii  und  bequemsten 
lassen  sich  die  Blongaüonen  der  dnrchlndactiMisslOsse  erregten  Nadel- 
schwingungen  an  einem  mit  Mnltiplieator  Tersehenen  Magnetometer 
beobachten,  wozaGanss  dieAnldtung  in  den  «Resultaten  ans  den 
BcobachtuDgen  des  magnetischen  Vereins  im  Jahre  1837» 
gegeben  hat.  Nur  ist  zn  beachten,  dass  zu  den  vorliegenden  Messungen 
ein  grosser  Multiplicator  mit  grossem  L ei tiingswid erstände, 
womit  gewöhnlich  die  grösseren  Magnetometer  versehen  sind,  von 
Nachlheil  sein  würde.  Zu  den  folgenden  Versuchen  wurde  daher  ein 
Magnetometer  von  sehr  kleinen  Dimensionen,  dessen  Nadel  nur  100  Milli- 
meter lang  war,  gebraucht,  welches  mit  einem  kleinen  Multiplicator  von 
massigem  Widerstände  versehen  war. 

Die  Ausfuiirung  der  Beobachtungen,  zumal  wenn  sie  oft  und  schnell 
hintereinander  \\  i«  derholt  werdeu  sollen,  wird  sehr  erleichtert,  wenn 
das  Magnetomeier  ausser  mit  dem  Multiplicator  auch  mit  cin< m  st  w  ki  n 
Dttmpfer  versehen  wird,  welcher  die  in  Schwingung  versetzte  Nadel 
nach  einer  kleinen  Zahl  von  Schwingungen  zur  Ruhe  zurückführt. 
Da  die  Wirksamkeit  dieses  Dampfers  hauptsJSchlich  auf  der  muguelischen 
Kraft  der  schwingenden  Nadel  beruht,  so  muss  man  dazu  das  Magneto- 
meter Hill  einer  sehr  stark  magnetisierten  Nadel  versehen.  Zugleich 
ist  es  aber  nüthig,  dass  die  Schwingungsdauer  der  Nadel  nicht  unter 
10  bis  !2  Sccunden  betrage,  wenn  die  Beobachtungen  mit  (Genauig- 
keit ausgefilhrt  werden  soilon  Diesen  Zweck  k;>nn  num  auch  hei 
einer  starken  Magnetisierung  der  Nadel  daduich  cu  t  irlien,  dnss  man 
der  Nadel  eine  verhältnissmUssig  zu  ihrer  geringen  Länge  grosse 
Dicke  i^'iebt  z.  B.  von  15  Milliineter  bei  4  00  Millimeter  Lange.  Die 
genauere  Beschreibung  d(  .s  hier  gobrauchtcn  Galvanometers  hudel  man 
am  Mndc  der  Abhandlung  in  Beilage  B»  WO  auch  in  Fig.  2.  3.  4.  eine 
Abbildung  gegelien  ist. 

4. 

Gombinallenen  der  ^nct  ILeiler. 

Die  vier  Leiter  sind  der  luductordraht,  der  Multrplicator- 
druht,  der  Draht  des  Original-Widerstandsmaasses  und  der 
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Dnht  der  Gopie.  Von  dieaeii  vi«r  Leitern  and  die  beiden  ersten  la 
allen  Yeisuchen  nolhwendtg  nnd  bilden  die  Kette  entweder  allein  oder 
nsammen  mit  dem  einen  oder  mit  den  beiden  anderen  Dmhten,  wobei 
folgende  Combinattonen  stattfinden  können. 

1)  Die  Enden  des  Indnctor-  and  Moltiplicatordfahtea  werden  un- 
mittelbar mit  einander  verbunden,  und  dieae  beiden  Dmble  bilden  aBein 
die  Kette. 

2)  Die  vorige  Kette  wird  an  einer  Stelle  geldat  und  daielbBt  der 

Draht  des  Original -WiderBlandsmaasses  eingeschaltet 

3)  Statt  des  Drahtes  des  Original-Widerstandsmaaasea  wird  der 

Draht  der  Copic  eingeschaltet. 

4)  Der  Draht  des  Original-Wid^tandsmaasses  und  der  Copie  werden 
an  einander  gesetzt  und  in  die  Kette  hinter  einander  eingeschaltet. 

5)  Der  Druiit  des  (3riginal-Wider.standsmaasses  und  der  Copic 
werden  neben  einander  gesclzl  und,  am  Aufaug  uud  am  Ende  mit 
einander  verbunden,  in  die  Kette  eingeschaltet. 

6)  Die  Enden  des  liicitu  tor-  und  Multiplicatordrahtes  wcrdeu  mit 
eiruindcr  uomitlelbar  verbanden,  bilden  aber  nicht  wie  unter  (1)  die 
Kelle  allein,  sondern  zvvisclicn  ihre  beiden  Verbind ungsstelleu  wird  der 
Draht  des  Original -Widcrstandsmaasses  <!ingcschaltet,  so  dass  der  vom 
Induclordrabte  zugeleitete  Strom  zwischen  diesem  letzten  und  dem 
Mulüplicatordrahle  getheill  wird. 

7)  Statt  des  Drahtes  des  Original -Widerstandsniaasses  wird  der 
Draht  der  Copie  zwischen  den  beiden  Verbindunggs teilen  des  biduclors 
und  Mulliplicators  eingeschaltet. 

8)  Der  Draht  dos  Original -WidorslandsuNi  iv-r,^  und  der  Copic 
wcnlen  an  einander  gesetzt  und  zwischen  den  beiden YerbiaduDgg- 
stellen  des  Inductors  nnd  Multiplicalors  eingeschaltet. 

9)  Der  Draht  des  Origina!-Widerslandsniaasses  und  der  Copie 
werden  neben  einander  gesetzt  und,  am  Anfang  und  am  Ende  mit 
einander  verbunden,  zwisehen  den  beiden  YerbindungssteUeii  des  In- 
ductors und  Midlijilicalors  eitigesehaltet. 

Von  die^=f'n  9  vr  rsrhicdenen  Conibinationen  sind  nur  die  4  letzten 
bei  den  folgenden  \  eriiuclien  ix  tuitzt  worden,  weil  bei  den  5  ersten 
die  Wirkung  /u  stark  war,  um  die  Elongation  der  Nadel  mit  derselben 
Scale  zu  messen.  Die  Bereclinung  der  Beobachtungen  wird  jedoch 
nachher  zeigen,  dass  schon  3  von  jeoeu  Gombinationen  zur  Bestimmung 
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des  Widerslaadsverhaltnisses  des  Originals  und  der  Copie  genUgeo  und 
die  vierte  bloss  zur  Coatrold  der  Genauigkeit  der  Messung;  dient. 


Die  Anwendung  der  beschriebenen  Instrumente  zu  den  Beobach- 
Uingen  lässt  sich  nach  verschiedenen  Methoden  machen,  die  sich  theils 
durch  ihre  Genauigkeit,  theils  durch  ihre  Bequemlichkeit,  theils  doroh 
die  Regeln,  nach  welchen  die  Beobachtungen  zu  bereclmen  sind,  von 
einaniier  rotencheiden.  Statt  der  einfochenBeobachtong  derElongatkMi 
der  Nadel,  oadidem  sie  von  der  Ruhe  ab  durch  einen  Indoclioiisslofls 
m  Bewegoiig  gebracht  worden  ist,  lOsst  sich  mit  grossem  Yortheil  ein 
System  von  Elongationsbeobachtungea  ausführen,  wlihrend  der  Nadel 
in  Yoigescliriebenen  Augenblicken  wiederholte  InducItonssKtose  ertheilt 
werden.  For  diese  Wiederholungen  iHsst  sich  allgemem  die  Regel  auf- 
steUen,  dass  alle  luductionsstOsse  nur  in  sohshen  Augenblicken  statt- 
finden dürfen,  wo  die  scbwiDgcade  Nadel  die  Lage  passiert,  in  welcher 
sie  ruhend  befaanen  wurde.  Es  ist  ifies  nlmlich  die  notibwendige  Be- 
dingung, wenn  die  Berechnung  der  Beobachtungen  auf  eingehe  Regehi 
gebracht  werden  soll. 

Zum  Zwecke  aller  feineren  galvanischen  Messungen,  sowohl  in 
Beziehung  auf  fortdauernde,  als  auch  auf  momcutauo  .Sinnuc,  ist  es 
von  Wirhiigkeit,  von  den  verschiedenen  Methoden  der  Anordnung  der 
Beobachtungen  und  Versuclie  und  von  deren  Berechnung  eine  klare 
Uebersicht  zu  erhalten  und  iii^ln  otulcre,  wenn  das  Galvanorueler  wie 
in  unserm  Falle  mit  einem  Diinipff  r  versehen  ist,  die  Regeln  kennen  zu 
lernen,  nach  denen  die  Beobachtungen  berechnet  werden  mllssen,  wenn 
der  Einfluss  der  Dämpfung  berücksichtigt  werden  soll.  Um  jedoch  hier 
nicht  bei  einer  Zusammenstellung  der  verschiedenen  Beobachtung»» 
methoden  und  der  ihnen  entsprechenden  Berechnungsarten  zu  verweilen, 
soll  dieselbe  am  Ende  der  Abhandlung  in  der  Beilage  C  gegeben  werden, 
WO  insbesondere  der  Unterschied  der  hier  gebrauchten  Malt ipli- 
cationsmethode  und  Zurttckwerfungsmethode  nfiher  erOrtert 
werden  wiid,  die  beide  sulSssig  sind,  wenn  momentane  StrOme  an- 
gewendet werden.  Die  ersten  hier  ansnflibrenden  Beobachlun^neihea 
sind  nach  der  HuHiplicationsmethode  ausgefitthrt  worden. 
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6. 

Beobaehtun^eo. 

Die  Nadel  im  Galvanometer  war  Anfangs  in  Robe  und  ihr  Stand 
wurde  an  der  Scale  beolwcbtet  Der  erste  positive  hductionasfo« 
ertbeilte  darauf  der  Nadel  eine  positive  Geaehwindif^eit,  und  es  wurde 
die  grOssle  Elongation  oder  der  höchste  Stand  an  der  Scale  beobachtet, 
welchen  die  Nadel  hierauf  erreichte.  Der  zweite  negative  bdnctions« 
stoss  wurde  in  dem  Augenblicke  gegeben,  wo  die  zurttckschwingende 
Nadel  den  Ruhestand  passierte,  und  es  vrarde  der  niedr^Bte  Stand  an  der 
Scale  beobachtet,  welchen  die  Nadel  hierauf  erreichte.  Der  dritte 
wieder  positive  InductionsstosB  wurde  in  dem  AngenbliclEe  gegeben, 
wo  die  wieder  vorwärts  schwingende  Nadel  den  Ruhestand  passierte, 
und  es  wurde  nun  wieder  der  höchste  Stand  an  der  Scale  beobachtet, 
welchen  die  Nadel  hierauf  erreichte.  Auf  diese  Weise  wurden  die 
Beoljacliluu^t'ii  lu  der  Regel  l)is  ziiin  1  i'*"  Inductionsstosso  fortgosetzt 
und  zuletzt,  als  die  Nadol  wieder  zur  Huhn  gekomiui  n,  ihr  Staad  an  der 
Scale  nochmals  boiiici  kt.  Dergleichen  lkHji)achtungsreihen  wurden  nun 
boi  den  vorscliicMlcnt^n  Combinationen  der  Drllhte  niehrrnals  hmln  ein- 
ander gemacht.  Diese  verschiedenen  Reiben  sollen  nun  nnt  A,  B,  C,  D 
bezeichnet  werden,  so  dass  A  sich  auf  die  6'*,  B  auf  tiic  T",  C  auf  die 
9"  und  D  auf  die  8'*  der  oben  angeführten  Comblnatinncn  der  Leiter 
bezieht.  Folgendem  Tafel  giebt  die  Uebersicbt  der  nach  diesen  Reihen 
geordneten  Heobachiungon. 


D.  i 

a 

A, 

B. 

A, 

C. 

D. 

Stand 

494,8 

492.9 

493,2 

493,7 

493,7 

493,0* 

494,3 

494.1 

494.3 

i. 

8il,H 

587,8 

672,7 

676,3 

673,2 

675,3 

673,1 

588,8 

821.2 

S. 

88,3 

376,1 

271,8 

268,8 

272.2 

268,1 

273,1 

377,8 

88,1 

3. 

918,0 

614.6 

723,3 

726,7 

724.4 

726,6 

724.4 

614,7 

916,2 

4. 

64,5 

370,5 

200. i 

257,0 

260,9 

257.5 

201,9 

372.7 

64,5 

5. 

922,9 

616,3 

725,7 

731,1 

726,7 

729,0 

726,7 

616,9 

923.2 

G. 

Ci,0 

369,8 

259,5 

256.1 

2")9.9 

257,5 

261,7 

371,9 

62,9 

7. 

923,3 

OK).  4 

726,0 

730,7 

72G.3 

730,2 

727.2 

617,2 

022,7 

8. 

63,4 

3Ü9,8 

259,6 

256,2 

259.9 

257,3 

261,6 

371.6 

62.6 

9. 

616.6 

726.2 

730.8 

726.5 

730.5 

727,2 

647.6 

923.7 

iO. 

62,9 

370,2 

259,2 

255,7 

200.0 

257,5 

261,9 

371,5 

6 1 ,7  1 

922,9 

616,0 

724.2 

731,1 

7  25,9 

730,9 

720,9 

017.7 

923.3 

12. 

61,9 

370,2 

262,7 

•2.")  5, 7 

200.3 

257,2 

201.7 

37  1 ,0 

02,9 

Stand 

492.7 

493.7 

492,91494.2 

494.4 
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DieBeobacli!nnp;on  sind  in  dieser  Tafel  nach  der  Reihenfolge  geord- 
net, wie  nie  uniiiiUi  IIku  nach  einander  in  einem  Zeitraum o  gemacht  wor- 
den sind,  welcher  kcitu^  ganze  Stunde  betrug.  Die  Wiederholungen  der 
nämlichen  Beobachluiigsreihen  siinl  so  symmetrisch  gestellt,  dass  die 
kleineren,  von  der  Zeit  ai)hängig<'n  Einflüsse  (z.B.  der  Einflugs  der  Va- 
riation der  erdmagnctjschen  Directionskrart)  durch  CombiDation  der- 
selben fast  ganz  eliminiert  werden  können. 

Aus  olim'L  r  lall  I  (ier  uninittelhnren  Ablesunijen  orgiebt  sich  die 
folgende  Tafel,  wenn  man  i)  von  jeder  an  der  S(  abgelesenen  Zahl 
den  Miltelwerlh  des  zu  Anfang  und  am  Endo  der  Reihe  beobachteten 
Ruhestandes  abzieht;  Ti  von  allen  correspondierenden  Heobachtangcn 
der  mit  A,  oder  der  mit  B,  oder  der  mit  C,  oder  der  mit  D  bezeichneten 
Reihen  den  Mittelwerth  sucht,  und  3)  diese  Mitlelwerthc  der  an  der 
Scale  beobachteten  Ablenkungen,  welche  nach  der  Theorie  des  Magneto- 
meters den  Tangenten  der  doppelten  Ablenkungswinkel  proportional  sind, 
so  reduciert,  dass  sie  den  Ablenkungswinkeln  selbst  proportional  werden. 
Dabei  ist  zu  bemerken,  dass  der  horizontale  Abstand  des  Spiegels  von 
der  Scale  2150  Scalentheile  betrug,  wonach,  wenn  x  den  beobachteten 
Werth  bezeicbuetp  der  reducierte  Werth  erhalteo  wird»  wenn  man  den 
beobachteteo  vm  Tsstiss.  verkleinert. 


Nr. 

D. 

C. 

A, 

1. 

+  325,05 

+  94,64 

+  178,96 

+  181,72 

2. 

—  400,87 

—  116,53 

—  220,49 

—  224,38 

3. 

+  4l7,7.i 

+  120,92 

+  229,42 

+  232,09 

4. 

—  423,70 

—  121,87 

—  231,67 

—  235.45 

5. 

+  423.45 

+  122,87 

+  231  82 

+  235,69 

6. 

 4  2  i ,  'i  2 

—  122,62 

—  232,36 

—  230,89 

7. 

+  423,40 

+  1  23,07 

+  231,96 

+  235,84 

8. 

—  426,13 

—  122,77 

—  232,36 

—  235,94 

9. 

+  423,50 

+  122,47 

+  232,09 

4-  236,04 

40. 

—  425,81 

—  122,62 

—  232,36 

—  230,09 

11. 

+  423,50 

4-  123,37 

4-  231,13 

+  236,39 

12. 

—  425.72 

—  122,57 

—  231,17 

—  236,24 

BlaD  saehi  in  dieser  Tafel»  dass  die  beobachteten  ElongaiioneD  der 
Magnetnadel  im  Galvanometer  zwar  Anfangs  schnell  wachsen,  sieb  aber 
bald  einem  Grenzwerihe  nfthem,  in  Folge  des  mit  derSchwingungsweito 
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der  Nadol  wachsenden  Einflasses  des  Dampfers,  mit  welchem  das 
Galvanometer  versehen  war.  Um  alle  einzelnen  Beobachtungen  auf 
diesen  Grcnzwerlh  zu  reducicrcn ,  inusstc  das  logarithmiscljc  Decre- 
ment  der  Abnahme  der  Schwingungübügen  bostiTiiiul  werden,  wuza 
besondere  Vorsurho  uiiniiKelbar  vor  imd  nacli  ubigt  i  Ijeohachtungsreihe 
gemacht  worden  \Naren.  Das  lugarithmische  Decrement  halte  sich  aus 
diesen  Versuchen  im  Mittel  ergeben 

=  0,03395, 

oder  CS  verhalten  sich  zwei  auf  einander  folgende  Elongationea  der 
Nadel  wie  1  :  0,2323. 

Da  die  Abweichungen  von  diesem  Mitlelwerllic  für  die  einzelnen  Reihen 
nicht  gross  sind ,  so  trcnili;!  es,  diesen  Mittelwertli  statt  der  wahren 
Werlhe  hier  in  Rechnung  zu  bringen.  Hiemach  wird  nun  die  erste 
Beobachtuni?  auf  den  Grenzwerth  reduciert,  indem  man  sie  nach  dem 
VerbaUnisae  von  0.7677  :  1, 

und  die      Beobachtung,  indem  man  sie  nach  dem  Verhttlloisse  von 

M  —  0,2323")  :  i 

vergr^)ss('r!    Fnlm  ude  Tafel  giebt  die  Uebersitht  dieser  reducierten 

Werllu;  uiid  du-  für  A.  fi,  ('  I)  daraus  frezoi?<nicri  ^litfrl 


D. 

Ii. 

A. 

i. 

+  423,41 

+  123,28 

+  233,11 

+  236,71 

2. 

—  423,73 

—  1  23,18 

—  233,07 

—  237.18 

3. 

+  4i3,0ö 

+  122,46 

+  232,33 

-f  23ö,Üi 

4. 

—  42i,93 

—  122,22 

—  23?  3 i 

—  230,13 

5. 

+  423,73 

+  122,95 

+  231,98 

+  235,85 

6. 

—  424,29 

—  122.64 

—  232,40 

-  235,93 

7. 

+  423,42 

+  123,07 

+  231.97 

+  235.85 

8. 

—  425,13 

1  ^  ^  y  /  V 

—  232,36 

—  235,94 

9. 

+  483,60 

+  122.47 

+  232,09 

+  236,04 

10. 

—  485,81 

—  122,62 

—  232,36 

—  236,09 

II. 

4-  483.50 

+  123,37 

+  231.13 

+  236,39 

48. 

—  425,7« 

—  122,57 

—  231,17 

—  236.24 

Mittel 

+  424,19 

+  122,80 

+  232.19 

+  236,13 

Dieselbe  Versucbsreihe  ist  auf  gleiche  Weise  3  llal,  an  3  auf  eiiunder  fol- 
genden Tagen,  gemacht  worden,  uod  die  folgende  Tafel  g|ebt  die  Udter- 
sieht  der  aua  allen  3  Versuchsreihen  gefundenen  Werlhe  von  A,  B,  C, 
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D. 

C. 

1 

1. 

424.19 

122.80 

232.19 

236.13 

n. 

424,80 

423.27 

232.25 

235,93 

m. 

423.00 

122.59 

231,38 

235,53 

Mittel 

424,00 

m,89 

231,94 

235,86 

7. 

BenchDnog  der  BeobiehtaagMi. 

Durch  die  eben  beschriebenen  Beobachtungen  sind  die  4  mit 
A,  Ii.  C,  D  bezeichneten  Wcrthe  genau  bestimmt  worden,  und  es  fragt 
sicli  luiü  ferner,  wie  aus  diesen  4  Werthen  das  i^esuchte  Widerstands- 
vcrhUllaiss  des  Original -Widersstandsmaasses  a  zu  den- (lopie  b  abgeleitet 
werden  könne?  Der  Einfachh»  ii  wegen  werde  zunadist  angenommen, 
dass  der  voü  der  Kette  selbst  herrührende  Theil  der  Dampfung  gegen 
den  von  der  Kette  unabhflngigen  Theil  so  klein  sei,  dass  er  vernachläs- 
sigt werden,  fülghch  die  Dämpfung  für  alle  Beobachtungen 
A,  B,  C,  i)  gleich  angenommen  wertlen  dUrfe.  Für  diesen  Fall  über- 
zeugt man  sich  leicht,  dass  die  reducierfc  Klonpationsbeobachtung  der 
Geschwindigkeit  pmpori  ii.il  ist.  uf  lciic  der  Nadel  des  Galvano- 
meters in  dem  Augenblicke,  wo  sie  den  lUihestand  passiert,  durch  den 
von  einem  Inductionsstosse  lierriihrenden  Strom  im  jMuItipIicator  dos 
Galvaiiuauiters  ertheilt  wird,  und  dass  jone  Gesch\\ iiuiigkeil  selbst 
dem  Integral  werthe  dieses  Stroms  proportional  ist.  Hiemach 
können  die  beobacbleten  EIuDgalionen  als  Maasse  dieser  Ströme  be- 
nutzt werden. 

Der  durch  den  Mul tiplicator  des  GahTtnometers  gehende  und 
gemessene  Simm  war  aber  bei  obigen  Versuchen  nicht  der  ganze 
Strom,  welcher  dunh  einen  Tndnclionsstoss  im  Inductor  hervor- 
gebracht wurde,  sondern  nur  ein  liruchlhcil  desselben,  w'elchej-  nach 
dem  Gesetze  der  Strom  the  i  1  ung  ausgedruckt  wird  durch  das 
Verlialtniss  des  \N'iderstandes  des  eingeschalteten  Drahtes  zur  Summe 
der  Widerstande  des  eingeschalteten  Drahtes  und  des  ^lultiplicator- 
drahtes.  Bezeichnet  m  den  Widerstiiud  des  Multiplicatordrahtcs, 
a  den  Widerstand  des  Grundmaasses  und  h  den  Widerstand  der 
Copie,  80  ist  der  Widerstand  der  eingeschalteten  Drahte 
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für  die  Bcobachtang  A.  =a 

B,=b 


p   ,  ab 

»1     »»  «»  —  a  +  b 

„         „        X).  =  0+6 
nnd  firfg^ich  die  ent^recbeadeii  BruchtheQe 

für  ii,  = 


D  — 


r.h 


•+*  +  < 

Der  ganze  Strom  wird  aber,  nacb  dem  Ohmschen  Gesetze,  durch 
einen  Brach  dai^stelll.  dessen  ZiiUer  K  für  alle  Versttche  gleich  ist 
und  von  der  einem  hduclionsstosse  entsfMwdiendai  elektromotoiiscben 
Kraft  abhangt,  wahrend  der  Nenner  durch  den  Widersland  der  Kette, 

durch  welche  der  Strom  geht,  gegeben  ist  Bezeichnet  man  den  Wider- 
stand des  Inductordrahtes  mit  r,  so  ergicbt  sich  der 

der  gtin/en  Kette 

für  die  Beobachtung  A.  =  r  +  -^.^ 


ahm 


C.  =  r  + 


»•     "  »♦  ^  ab  +  am-^bm 


Man  eihalt  hiemach  folgende  Gleichungen  für  die  uut  dem  Galvano- 
meter beobachteten  Stiomintensitaten,  welche  mit  A,  B,  C,  D  bezeich- 
net werden  sollen: 

ä  o  K  aK 


b  K    ?A- 


■  oA(m  +  r)+(a  +  6jw 


Setzt  muü  hierin  Kürze  halber 

^  •  K  =  a,  -5-+-?- 

00  ergid>t  sich: 
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und  hieraus: 

A—B  A  —  C    A—D   ** 

woraus  zur  Bestimmung  des  gesuchten  Widerstandsveriittitiiisses  der 
Copie  zum  Grandmaasse  h :  a  fo^eada  zwei  Qleichimgen  ertialtra 
werden:         («^  6)  ilÄ  — «AC  +  ÄBC  =  0 

(M  —  H)        Mü)  ^  adU)  =  0 
oder:   ab^ac 

a  AB~BC 

66    AB  — BD 

aa         AB  — AD 

Zwischen  den  4  Beobachtungen  A,  B,  C,  D  findet  abo,  den  Ohmschen 
Gesetzen  gemäss,  folgende  Relation  statt: 

AP   /A—CY  A—D 

welciie  sich  eigiebt,  wenn  man  a  und  b  aas  den  voiiiergehenden 
Gleichlingen  elÜDniniert 

Nach  der  gegebcucn  EniwickclLuiL:  gelten  die  hier  aufgestellten 
Formeln  zunächst  nur  fllr  diejenitjen  Fälle,  wo  die  Beobachtungen 
A^B,  C,D  die  inducierten  und  durch  denMuUiplicalor  gehenden  Ströme 
nach  gleichem  Maasse  ausgedruckt  geben,  d.  i.  wo  die  Dflmpfiing  der 
Galvunometemadel  für  die  verschiedenen  Beobachtungen  nicht  merküch 
vcrsf  liiüden  ist.  Diese  Formeln  bedtlrfen  aber  noch  einer  besondem 
Prüfung,  um  sie  auch  auf  die  tlbrigen  Falle  anzuwenden,  in  welchen 
die  Dämpfung  variiert,  weil  dann  nämlich  die  beobachteten Elon- 
gationen  A,  B,  C,  Z),  wie  man  leicht  einsieht,  zwar  ebenfalls  der 
Stromstärke  proportional,  ausserdeiu  aber  der  Starke  der  Dämpfung 
umgekehrt  proportional  sind. 

Die  DämpAmg  besteht  nun  aus  einem  ftlr  alle  Beobachtungen 
con stanten  Theile,  welcher  von  dem  unverJinderUchen  ringförmigen 
Dämpfer,  mit  welchem  das  Galvanometer  versehen  ist,  herrührt  und 
=  1  gesetzt  werden  möge ,  und  aus  einem  v  a  r  i  a  b  c  1  o  n ,  von  der 
Schhessung  des  Multiplicators  abhängigen  Thcile,  w<  !t  h.  r  i\rm  Wider- 
stande der  vom  Multiplicator  ausgehenden  und  zu  ihm  zurückkehrenden 
Kette  umgekehrt  proportional  ist.  Der  Widerstand  dieser  KeUe 
ist  aber: 
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„  B.  =  m  + 

„  1/  i»^  a  +  »  +  r 

es  Itann  folglich  der  ^ariabde  Thefl  der  DatapAmg  daigestellt  wflidfiD, 
wenn  man  ^4-  ^  =ß  setat  und f  einen  constanten  Faetor  berejcfanet, 


filr  il.  dttrch 

r  • 

^  +  4- 

t»  ^»  it 

T  +  X 

y  • 

t«  ^»  II 

r  • 

#+4+4- 

«>  ^*  « 

f « 

JL  A  ' 

Fttr  die  FttUe  niin,  wo  dieser  variabele  Theil  der  Dämpfung  gegen 
den  constanteB  =  1  nicht  Ternachlussigi  Nverden  daif,  mttsaen  in  dea 
oben  entwickelten  Fonneh  ftatt  A,B,C,D  ihre  Frodoole  m  die  n- 
gäOnfai  Wertbe  der  DUBpAn«  g«Mlct  ymäea,  d.  h. 

Malt  il  tat  zo  «elzeD  A  ^1  tf. 

«   Tri) 

Durch  diese  Subatitotion  ethSlt  man  aber: 
und  hierana: 
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^(^-?)(r4)+'*c(^-?)T-*c(/,-±)±=o 
^(/'-4)(H)+^(''-i)(iT»-i)-*»(-»-r)U-i)=o 

folgti  oder,  indem  der  gemeinschaflliche  Factor  {ß  —  herausfiilli, 
die  minücbea  GleicbiingeD  wie  frober  erhalien  werden»  namlicli: 

»    ÄB-ÄC 

-TT—  AB-iC 

IteT —  AB  — AD 

Wendet  man  endlidi  die  gefundenen  Regeln  auf  die  Werthe  von 

ii,  B,  C,  D  an ,  welche  sich  ans  den  oben  beachriebenen  Versachen 
ergeben  haben,  nämlich: 

A  935,86 
Jl^  231,91 

422,89 
D  =  424.00, 

80  ergiebt  sich  zuvörderst: 

^==1,05150 

Die  nahe  Uebereinslimmun-  (licsor  beiden  Worthc,  welche  nach  ohigen 
B^bi  gleich  sein  soUteo,  kann  als  Bestätigung  der  Ohmschen  Gesetze 
dienen,  ans  denen  jene  Regeln  abgeleilei  sind. 
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Ferner  ei^ebt  Mch  daians  das  Widcrstandsvcrhaltniss  der  Copic  h 
zum  Gmüdfliaassd    und  zwar  aus  den  beobacbleien  Wertfaen     B»  C: 


im  Millel  also  ist  der  Widerstand  der  Copie,  in  Theilen  des  1Vide^ 
Standes  des  gegebenen  Gmndmaasses  ao^edrUckt, 


Auf  die  namliohe  Weise,  vHe  liier  das  WidenMandsveilixHaiBi  dar 
Gopie  zu  dem  Grundmaasse  bestimmt  worden  ist,  kann  nun  auch  dM 
Wideistandsverbttltniss  anderer  Leiter  zum  Grundmaasse  gefimden  «ad 
dadurch  können  die  Widerstünde  aller  dieser  Leiter  nach  dem  ge- 
gebenen Grandmaasse  gemessen  werden. 

Die  Anordnung  der  Beobachtungen  war  in  dem  hier  gegebenon 
Beispiele  nach  der  Muhiplication.s-AIcthode  getrofTon  worden.  Ej»  ist 
aber  schon  crwJilm!  Nvordon,  dass  diese  Anordnung  nocli  auf  cinp 
andere  Weise,  numiu  h  nacli  der  ZurUckwerfungsmethode.  gemacht 
den  kann,  und  es  besilzl  sogar  diese  letztere  Anordnungsweise  eioige 
Vorzöge  vor  der  ersteren.  Es  verdient  daher  diese  zweite  Methode 
r\\\hor  erörtert  zu  werden,  was  in  der  Beilage  C.  am  Ende  dieser  Ab- 
handlung geschehen  soll,  wo  auch  ein  Messungsbeispiei  nach  dieser 
Methode  beigelttgt  werden  wird. 


b           AB  —  AC 


=  0,98<616. 


aus  den  beobachteten  Wertben     B,  D  : 


=  0,98155. 
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u. 

ZliRÜGKFlHRUNG  DER  WIDERSTANOSMESSUNGEN  AUF 

ABSOLUTES  MAASS. 

8. 

Nachdem)  im  ersten  Abscfanitle  geangt  worden  ut,  wie  der  Wider* 
jsland  eines  Leiters  mit  der  erforderlicbea  Schttrfe  nach  einem  gegebe- 
nen GrandmaasjBe  bestimmt  wollen  kann,  soll  nun  im  zweiten  Abr 
schnitte  die  ZiuUddUbrim^  dieser  Messongen  auf  absolutes  Maass 
gegeben  werden. 

Man  konnte  glauben ,  dass  sich  eine  solche  ZurUckfUhrnng  aof  die 
einfachste  Weise  dadurdi  bewoilcstelUgen  lasse,  dsss  man  auf  die 
räumlichen  Dimensionen  (Laoge  und  Querschnitt}  der  Leiter  znrttck- 
gefae  und  sich  dabei  an  dasjenige  Metall  halte,  was  zu  den  Leitern  am 
geeignetsten  ist  und  am  häufigsten  dazu  gebraucht  wird,  an  das  Kupfer, 
ha  der  Thai  worde  man  auf  diese  Weise  zu  Wideraiaiidsbestimmuoge^ 
der  Leitm*  gelangen,  welche  dem  Namen  nach  als  absolute  be- 
zeichnet werden  konnten,  die  aber  in  der  That  dem  wahren  Zwecke, 
die  Zahl  der  willldihrlich  anzunehmenden  Grundmaasse  zu  vennindem, 
nidit  .entsjNrecben  würden.  Es  würde  dadoroh  nur  an  die  Stelle  eines 
Gmndmaasses  Air  absoluten  Widerstand  ..ein  Grundmaass  fttr  speci- 
fischen  Widerstand  (nümlich  der  des  Kupfers)  gesetzt  werden.  Ftlr 
den  angeRihrten  Zweck  ist  es  aber  gleichgaUig .  ob  man  esu  Maass  dey 
absoluten  Widerstandes  zum  Grande  legi  und  daslbass  des  qiectfischen 
Widerstandes  daraus  ableitet,  oder  ob  man  umg^ehi-t  ein  Maass  des 
specifischen  Widerstands  zum  Grunde  legt  und  daraus  das  Maass  des 
absoluten  Widerstandes  aUettet.  Absolute  Wtderstandsmessnngen  sind 
daher  nur  dann  vcm  wesentlicher  Bedeutung,  wenn  sie  so  ausgeführt 
werden,  dass  gar  keine  neuen,  sondern  nur  vorlumdeDe,  zn  anderen 
Zwecken  schon  gebrauchte  und  unentbehriiche  Maasse,  wie  z.  3-  die 
,des  Baumes  und  der  Zeit,  zum  Grande  liegen. 

17» 
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Hiernach  kann  nun  leichl  Dasjenige  beurtheill  werden,  was  Jacobi 
in  der  oben  angeführten  Stelle  S.  1 99  f.  bei  Gelegeuheit  seines  Vurschlags 
in  Betreff  eines  festen  Widersttmdsmaasses  gesagt  hat:  es  könne,  um 
die  Leitungswiderstündc ,  welche  die  Physiker  messen ,  durch  eine  ge- 
meinschaflliche  Einheit  auszudrücken,  keine  absolute  Bestimmung  slatl- 
iindeu ,  wi  il  es  scheine ,  dass  bei  den  Widerstanden  auch  der  chemisch 
reinsten  Melall(^  Unterschiede  stattf^inden ,  welche  durch  eine  Vcr- 
schicdciilicil  ilcr  Dimensionen  allein  nicht  erkliirt  werden  könnten,  und 
dass  alstj,  wenn  der  eine  Physiker  seine  Widerstandsmesser  und  Mul- 
tiplicatoren  auf  Knpfcrdraht  von  1  Meter  Lünge  und  1  Miliinicler  Dicke 
bezöge,  die  amlorn  Physiker  immer  noch  nicht  die  Uebcrzcugung 
liMIff'n,  ob  sein  Kiipferdrahl  und  der  ilirige  einen  gleichen  Widerslands- 
coeflicienten  (d.  i.  ob  das  Kupfer  dieser  Drahte  gleichen  specifischen 
Widerstand j  besitze.  Man  sieht,  dass  Jacobi  hier  nur  eine  solche  absolute 
Bestimmung  im  Auge  hat,  bei  welcher  das  Maass  des  absoluten  Wider- 
standes aus  einem  für  den  specifischen  Widerstand  angenommenen  Grund- 
maasse  abgeleitet  wird,  die  er  mit  Recht  verwirft  ;  die  Frage  aber,  ob 
überhaupt  ein  neues  Grundmaass  nöthig  sei ,  oder  ob  Widerstands- 
bestimmungen möglich  seien,  ohne  irgend  eines  von  jenen  beiden 
Grundniaassen  anzunehmen,  hat  Jacobi  gar  nicht  bertthrt.  Diese  Frage 
ist  es  aber  gerade ,  deren  Beantwortung  uns  vorzugsweise  beschäftigen 
wird.  Wenn  sich  übrigens  aus  dieser  Antwort  ergeben  wird ,  dass  in 
der  Tliat  zum  Zweck  der  Widerstandsmessungen  gar  kein  neues  Grund- 
maass nöthig  ist ,  so  folgt  doch  daraus  noch  keineswegs ,  dass  die 
Feststellung  eines  solchen  Grundniaasscs ,  wie  Jacobi  vorgeschlagen 
und  wie  es  im  ersten  Theile  dieser  Abhandlung  zur  Anwendung  ge- 
bracht worden  ist,  ganz  überflüssig  sei.   Es  wird  vielmehr  gezeigt 
werden  ,  dass  die  Annahme  des  Jacobi'schen  Vorschlags  auch  dann 
noch  aus  praktischen  Grimden  höchst  wUnschenswerth  bleibt,  weil  eine 
absolute  Widerstandsbestimmung  sich  direcl  nur  in  seltenen  Fallen 
unter  besonders  günstigen  Verhiiltnisscn  genau  ausftlhren  lasst ,  durch 
Annahme  des  Jacobi'schen  Vorschlags  aber  eine  Brücke  gebaut  wird, 
auf  welcher  man  dazu  gelangt,  mit  Hülfe  einer  einzigen  wirklich  aus- 
geführten absoluten  Widerstandsbestimraung  alle  andern  Widerstands- 
messungen auf  absolutes  Maass  zurückzuführen,  Dass  nun  eine  abso- 
lute Widerstandsbestimmung  auf  ganz  andere  W^eise  möglich  sei,  als 
diejenige,  von  welcher  Jacobi  spricht,  ganz  unabhängig  von  dem 


Elektrodynamische  Maassbbs  nviioMGEM. 


217 


qiecüischea  Widecsttnide  oder  von  dem  Widenteodacoeflicieiilea  iiigeiid 
eioM  KUfpen,  wie  des  Kupfers,  ollnilich  durch  eine  eigenllittniUche  Com- 
Irination  magneloelelrtriBehermid  elektromagneiiadier  Beobachtungen,  isl 
schon  von  Gauss  ausgesprodien  worden,  bald  nachdem  Faraday*s 
Bnfdeoknng  der  Magneloeleictridtat  bekannt  geworden  war. 

Das  Wesentliche  dieser  Methode  iMsst  sich  auf  folgende  Weise 
knn  in  Worten  ausdrucken :  Betrachtet  man  die  Intensität  irgend  eines 
'  galvanischen  Stroms,  so  leuchtet  ein,  dass  dieselbe  im  Allgemeinen 
auf  zwei  wesentUfdi  verschiedeoe  Arten  bestimmt  wenten  kann: 
erstens  aus  den  Ursachen,  von  wdehen  sie  abhfingt;  sweitens 
aus  den  Wirinmgen ,  welche  sie  hervorbringt.  Die  aus  ihren  Wirkun- 
gen defim'erte  SiromintensitHt  kann  nun  aber,  wie  sich  leicht  zeigen 
lasst,  auf  absolutes  Maass  zurUckgefllhrt  werden,  und  da  ein« 
leuchtet,  dass  der  Werth  einer  Stromintensitat  nach  absolutem  Uaasse 
deF  nMmliche  sein  mttsse,  es  mOge  dieselbe  aus  ihren  Wirkungen  oder 
aus  ihren  Ursacben  defii^  weiden,  so  ist  das  Resultat,  welches  auf 
dem  letzten  Wege  erhallen  werden  muss,  durch  das  auf  dem  ersten 
erhaltene  schon  im  Voraus  bekannt  Nun  weiss  man  aber,  dass  die 
Stronüntensitlit  nur  von  zwei  Ursachen  abbüngt,  nürnjich  von  der 
eMcIromotorischen  Kraft  und  von  dem  Widerstände  der  Kette,  und 
dais  von  diesen  beiden  die  etekirosBotoriscfae  Kraft  auf  absolutes  Haaas 
zurOckgefiibit  werden  kann.  So  wie  nun,  wenn  ausser  der  elektromo- 
torischen Kraft  auch  der  Widerstand  nach  absolutem  Ilaasse  gegeben 
v?ttre,  der  absolute  Werth  der  Sirommlensitat  si«^  unmittelbar  daraus 
ergeben  würde,  eben  so  ergiebt  sich  mngekehrt,  da  ausser  der 
elektromotofisohen  Vraft  anch  die  Strommtensltlt  nach  absohilem  Maasse 
gegeben  ist»  der  Werth  des  Widerstandes  nach  absoluiem  Maasse,  und 
man  sieht  hieraus,  dass  Widerstandsmessm^  ansgeftthrt  werden 
können,  ohne  dass  irgend  ein  neues  wiUkOhrlicfaes  Gmndmaass  dazu 
gebraucht  wird,  was  zu  beweisen  war. 

Leuchtet  nun  auch  hieraus  im  Allgemeinen  die  MfigUchkeil  eines 
äbsokiten  Widerstandsmsassee  m  der  angegebenen  engem  fiedeninng 
des  Wortes  ein,  so  ist  es  doch  noch  nOtbig,  eme  genaue  Definition 
dieses  Maasses  zu  geben,  wenn  eine  wiridicfae  Messung  nach  diesem 
Maasse  ausgeführt  werden  soll.  Eine  solche  Definition  findet  aber  eine 
Schwieriglteit  darin,  dass  sie  andere  absolute  Maasse  als  bebannt  vor- 
aussetzt, nttodicb  das  absohUe  Maass  fUr  die  elektromotorischen  Krttfte 
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und  das  absolute  Maass  fiBr  die  (ana  ibren  Wirtcangen  beaiiiMiiteo) 
StromiiiteDsiülten.  Es  handelt  sieh  demnach  bei  der  Begrondang  ehiea 
absololea  Widerstandsmaasses  im  Grunde  um  die  PestSlellung  eines 
ToOsiandlgen  Systems  absoluter  Ibasse  fkir  die  ganze  EleklrodynamtlL 
Geht  man  noch  weiter  zurttdc,  so  findet  man,  dass  auch  diese  letzteren 
Maasso  wieder  andere,  ausser  dem  Kreise  der  Bleldrodynamilc,  Tor~ 
aussetzen,  und  dass  also  die  beabsichtigte  Begründung  des  Wider- 
standsmaasees  eine  nMhere  Erörterung  der  absoluten  Maasse  mdirerer 
verschiedenen  GrOSBenarten  nöthig  macht,  welche  der  AüsMbrung 
unserer  Messung  vorausgMchidit  werden  mnss. 

9. 

Uber  die  «bsolutea  Maaase  melirerer  v^rsdiiedeoen  GrOsscnarten. 

Es  ist  bekannt,  daas  es  sehr  zur  Yereinlhehung  physicaliscller 
Forschungen  dient,  wenn  man  Otr  die  verschiedenen  Grössenarten  nidit 
mehr  ^gene,  von  einander  unabhängige  Grundmaasse  dnfhhrt,  ds 
unumgänglich  nOthig  sind,  und  wenn  man  alle  anderen  Ma^e  aus 
diesen  wenigen  nothwendigen  Grundmaassen  ableitet.  Aus  dieeem 
Grunde  werden  in  der  Mechanik  bloss  für  Lini'en,  Zeiträume  und 
Massen  Grundmaasse  aufgestellt,  und  die  Maasse  aller  andern  in  der 
Mechanik  betrachteten  GrSssenarten  werdmi  aus  diesen  wenigen  Grund» 
maassen  abgeleitet  und  heissen  dann  absolute  Maasse.  Zum  Bei- 
spiel werden  keine  Grundmaasse  Ihr  GeschwiDdigkcit  und  Dichtigkeit 
aufgestellt,  sondern  es  werden  absolute  Maaase  daAdr  gebrandit, 
welche  auf  jene  drei  Grundmaasse  znrOckgeflIhrt  werden  können. 
Eben  so  werden  die  Maasse  für  die  bewegenden  und  Air  die  abeoloten 
Kräfte,  flir  die  Drehuogsmomente ,  Trägheitsmomente,  Nutceffecte 
u.  8.  w.  nach  bekannten  Gesetzen  auf  jene  drei  Grundmaasse  zurück- 
geführt. Aus  demselben  Grunde  wird  femer  auch  fUr  den  BfagnetisoMis 
kein  eigenes  |unabhttngiges  Grundmaass  eingelährt,  aondem  man  häU 
sich  an  das  absolute  Maass,  wdches  Gauss  fto  den  Magnetismus  ans 
den  drei  Grundmaassen  der  Mechanik  in  der  Abhandlung:  LUmmku  tm 
magneüea»  ünnUns  ad  mamnm  abiokOm  revseals.  GM/kgae  4833, 
abgeleitet  hat. 

Das  Maass  fär  den  Stabmagnetismus  ist  nämlich  biemadi  der  Ifa- 
giiotismus  eines  solchen  Stabs,  welcher,  — wenn  er  ans  grosser  Enlfer- 
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mmg  Jl  auf  einen  andern  gleieh  ataric  magoeCiachen  Slab  wiikt,  denen 
OMgaeliiclie  Ave  deijenigen  Geiadeg  paralleJ  ist,  welche  die  Hittel- 
punkte der  beiden  Magnete  verbindet ,  während  seine  eigene  magne- 
tische Axe  dagegen  aenkreeht  Ist,  —  ein  Drabongsmoment  ausübt, 
welches  sich  zum  absolulen  Haasse  des  Drabungsmomentes  wie  1 : 
verbttlL 

Das  Uaaas  tor  die  Starke  des  Erdmagnetismus  (Air  die  Stttiie  der 
erdmagnetischen  Kraft)  an  iigend  einem  Orte  ist  eben  danach  das 
nach  absnlniem  Haasse  ausgedruckte  Drebungamoment,  welches  der 
Erdmagneüsmns  auf  einen  an  diesem  Orte  befindlichen  Magnetstab 
ansöbt,  wenn  letzterer  das  absointe  Haass  Magnetismus  enthalt  und 
seme  magnetische' Axe  mit  der  Richtimg  des  Brdmagnetismus  an  die- 
sem Orte  einen  rechten  Winkel  macht. 

Definitiooeu  der  absoluten  Maasse  in  der  Elektrodynamik. 

Die  absobiten  Haasae  der  in  der  Blektrodynamik  betnchtetetf 
grggsenarten  laasen  sich  nun  auf  folgende  Weise  durch  Zorttckfbhrung 
auf  die  langnetiflchen  Maasse  knrs  und  vollständig  definieren. 

1)  Du  Maas»  lUr  die  StfumlBtensltätea. 

Das  Haass  fUr  die  StromintoisitSIten  ist  die  Intensität  detgenigen 
Stroms .  welcher ,  wenn  er  eine  Ebene  von  der  Grtf  sse  des  Flachen- 
maasses  umlitaifl,  nach  den  elektromaguetiscben  Geaetnen  die  nUm- 
licben  Wirkungen  in  die  Feme  anattbl,  wie-em  Mingnelitabt  weleber 
das  voiber  definierte  Haass  des  Hagnetismns  enihilf. 

Diese  Definitbn  von  dem  Haasse  fllr  die  Stromintensitlfen  ist  die- 
selbe« welche  in  den  «Resultaten  ans  den  Beobachtungen  ' 
des  magnetischen  Vereins  im  Jahre  1840»  S.  86  gegeben 
worden  ist. 

2)  Das  Maass  tür  die  elektromotorischen  Kräfte. 

Das  Manss  für  die  eleklromotorischeD  Kraflc  ist  diejenige  eleklro- 
motonache  Kraft,  welche  von  dem  vorher  deßnierien  Maasse  des  Erd- 
magnetismus auf  eine  geschlossene  Kette  ausgeübt  wird ,  wenn  letztere 
80  gpdreht  wird,  dass  die  von  ihrer  Protection  auf  eine  gegen  die 
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mehtniig  des  ErdmagneUsmns  senkrechte  Ebene  iMgrenzte  FUche 
wtthrend  des  ZeiUnsasees  um  das  FlHcheiuiinflss  wmimmt  oder  «boiBiiiiL 

3)  Au  Maass  Air  den  Widentaml. 

Dtts  Maass  (Ur  den  Widerstand  ist  der  Widerstand  einer  soldien 
geschlossenen  Kette,  in  welcher  durch  das  vorher  definierte  Maass  der 
elektromotorischen  Kraft  das  voiher  definiM  Maass  derSlrominlensiiat 
hervorgebracht  wird. 

Besseichnetman  das  oben  definierte  Maass  tor  dteSfromlnlensitAlen 
mit  /  und  irgend  eine  hiernach  gemessene  Strominfensitat  mit  il,  wo- 
rin t  eine  reine  2ahl  bezeichnet,  und  bezeichnet  man  femer  das  oben 
definierte  Maass  für  die  elektromotoriscfaen  Krttlle  mit  E  und  iqiend 
eine  hiemach  gemessene  elektromotorische  Kraft  mit  ei?,  worin  e  eine 
reine  Zahl  beseichnet;  so  wird  w  W  der  Widerstand  einer  Kette  sem, 
auf  welche  die  elektromotorische  Kraft  bE  wiikl  und  darin  einen  Strom 
von  der  Intensitttt  il  hervorbringt,  wenn  W  das  oben  definierte  Wider- 
standsmaass  bezeichnet  nnd  w  s  y  eine  reme  Zahl  ist  Der  Wider> 
stand  dieser  Kette  ist  also  dem  Widerstandsmaasse  gleich,  wenn  a=t 
gefunden  wurd.  Man  ersieht  hierans,  wie  ein  Leiter,  wddier  das  voiiier 
definierte  Widerstandsmaass  besitzt,  wiildich  dargestellt  werden  kann. 

41. 

Schema  zur  absoluten  Widerstandsbestimmung  eines  Leiters. 

Zur  Erifiuterang,  wie  die  voiher  definierten  elektrodynamischen 
Maasse  zur  Aosfllhning  der  absololen  Widersfandsbestimmong  eines 
Leiters  in  Anwendung  gebracht  werden  kfinnai,  diene  das  fttlgiende 
Beispiel. 


Die  Gerade  NS  bezeichne  die  Richlong  des  Brdmagnetismus, 
dessen  Starke  an  den  beiden  Orten  A  und  B  nach  dem  vorher  definier^ 
ten  Maasse  =^  T  sei.  Der  Werth  von  T  vikd  bekanntlich  nach  der  von 
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Gauss  in  der  •hImtUa»  wr  wtognelkaB  leiretiri»  ud  mmmnm  sftioAi- 
km  fwoetUä*  gegebenen  Anldtong  aas  magnelomBtrischen  Beoliacli* 
timgen  gelniiden.  Nun  beslebe  eine  gescUoSBene  Kette  aus  zwei  Krei- 
sen^ deran  Mülelpiuikle  A  vand  B  seien;  ^  Urne  NS  liege  in  der 
Ebene  dieser  Kreise.  Bs  gelitken  aber  sn  dieser  Kette  noch  feiner  swci 
neben  einander  Üegende,  von  einander  isoliefte  Ditthle,  welche  eine 
doppelle  Verbindung  zwischen  beiden  Kreisen  berstailen,  und  es  sei 
endlich  jeder  Kreis  zwischen  den  beiden  Ponlden,  wo  die  beiden 
Drähte  mil  ihm  verbunden  .smd,  durchschniMen,  so  dsss  alle  Theüe 
ansammen.,  wie  die  Figur  zeigt,  eine  in  sich  xurttdkIaQrende  Linie  bil- 
den; r  beseidnie  die  der  Ein&cfaheit  wegen  gleich  angenommenen 
Hslbmesser  beider  Kreise.  Pirojloieri  man  den  Kreis  A  nadi  der  Bich- 
Cung  NS  aoT  eine  g^gen  NS  senkrechte  Ebene,  so  ist  die  von  der 
PrqjectioB  begrenzte  Flache  ss  0.  0ie  Bengsamlceit  der  die  beiden 
Kruse  veibindeaden  Dichte  mQge  aber  gestatten,  den  Kreis  A.  in 
drehen  and  gegen  NS  senkrecht  zu  stellen,  wo  dann  die  von  der 
nSmIich«  Frojection  begrenzte  Fllldie  =mr  wird.  Biese  Drehung 
geschehe  in  einer  kurzen  Zeit  t  anf  solche  Weise,  dass  die  von  der 
Kreisprojeciion  begrenzte  FJUche  in  dieser  Zeä  gleichföimig  von  0  bis 
mr  wachse.  Es  eigiebt  sich  dann  aus  den  magnetoelektrischen 
Gesetzen  eme  elektromotorische  Braft  s£,  welche  der  Erdmagnetis- 
mns  T  auf  den  kreisfifrmigen  Leiter  A  wiihrend  der  Zeit  r  ausübt, 
wddm  dnrch  das  vorher  deffaiierte  Uaass  B  und  dntch  die  Zahl 

bestimmt  ist  Dnrch  diese  elektromotorische  Kraft  wird  wShrand  der 
Zeit  T  ein  durch  die  ganze  geschlossene  Kette  gehender  Strom  hervor- 
gebracht, dessen  Intensität  mit  il  bezeichnet  werden  soll.  Dieser 
Strom  geht  auch  dnrch  den  Kreis  B  and  wirict  von  diesem  Kreise  ans 
anf  eine  entfernte  Hagnetaadei  in  C,  deren  Drehungsai»  nd  N8 
senkrecht  sei  and  in  der  Ebene  des  Krsises  B  liege.  Ist  nun  /  das  vor> 
bei'  definierte  Maass  die  Stromintensititen,  so  eiigtebt  sicfa  ans  den 
elektrom^gnetisoken  Gesetzen,  dass  das  von  dem  dnrdi  den 
Kreis  B  gehenden  Strome  auf  die  Nadel  susgeiibte  Diebungsmomeat  dem 
von  emem  Magnetstabe  ansgeUblen  Drehungsmomente  gltoich  ist,  wel- 
eher  im  Mittelpunkte  des  Kreises  B  so  angestellt  winde,  dass  seine 
magnetische  Am  anf  der  Kreisebene  senkrecht  wäre,  wenn  der  nach 
dem  vorher  definierten  Maasse  gesnessene  Msguetismas  Jf  dieses  SSlabes 
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mos  der  Nadel  C^mvaA  BCsssRiai,  imd9»den  WUhü 
net,  welchen  die  magneliache  Ax»  der  Ibdel  C  mit  der  Riahtong  ÜB 
deg  EidmagDetieniiis  macht;  so  wird  das'  von  den  Magaeiilabe  M 
auf  die  Nadel  m  avsgellbfe  Drebonganomeiit  dmIi  bekannten  mi^toe- 
tiachen  Geaetaai  dnrch 

cos  ip  =  ^r-  *  «m.  cos  9» 

ausgedruckt.  Hieraus  ergiebt  ^ich ,  wenn  das  Trä^heiläuioiueul  der 
Nadel  bezeichnet,  die  Acceleration  der  Drehung 

=  -jfr  •  -jj-  ■  COS  q> 

nnd  folglich,  wenn  die  Nadel  vorher  io  Ruhe  und  qt=sQ  wart  die 
Drehangageschwindigkiaii      am  Ende  der  kurzen  2eit  t, 

dt     —    BF        K  ^ 

Aus  dieser  Geschwindigkeit  findet  man  endlich  die  grdsste  Elon^- 
tion  ff  der  dadurch  in  J^chwint^unj^  gcselzlon  Nadel  nach  bekannten 
Schwingnnjj^gospf/en  (IuilIi  Multiplication  mit  der  Schwingungsdauer  f 
und  durcii  Üivii^iua  mit  der  Zahl  n^,  nämlich: 

rr        im  . 

FUr  die  Schwingungsdauer  i  gilt  bekaonilicb  die  Gleichuag 

aii 

woraus  ^  =  ^ 

und  folglich  a  =        *  jf 

Man  klinnle  nun  üBraer,  nidem  man  beachtet,  daaa  der  dnmh  äm 
Ereis  B  gebende  Strom  auch  den  Kreia  A  durchünfl^  amdi  idie  Wtrtamg 
des  Kreisalroma  A  auf  die  Nadel  faerechaeii;  iadcaaen  niQge  hier  dar 
Bialhchheit  wegen  angenommen  werden,  daai  die  BtM&rmmg  AC  so 
gross  sei,  daaa  dieae  WMomg  gegen  die  Wtritmg  dea  KMiaatiDma  J 
verschwinde;  ea  wird  dann  die  Beobachtung  der  wirkUdien  Eloiii^ 
lioDSweile  der  Nadel  anmittelbar  den  Werth  von  a  geben. 


oder  i^^.  -ir'T 


definierten  Maasae  faeatimmten  eleklroaioloiiadutt  Kieft  äff,  filr  welche 
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e  =  —'  T 

gefandea  -worden  ist,  in  der  ganzen  Kette  ein  Strom  hervoi^e- 
bracht  werde,  dessen  Intensität  nach  dem  vorher  definierten  Maasse 
durch  il  bestimmt  wird,  wenn 


Ol* 


Noa  msd  eodlich  der  Wideistand  der  ganzen  Kette  nach  dem  vorher 
definierten  Maasse  durch  wW  bestimmt,  wenn 


ist.  Die  AnsfUhrang  der  absoluten  Widerslandsmeäsw^  der  ganzen 
Kette  isl  hiemaeh  auf  die  Blessang  der  Grossen 

r  Jl.  «,  t 

zorüokgeftlhrt  worden,  oder,  mit  andern  Worten ,  der  Widerstand  der 
ganieii  Kette  hann  bieraach  in  dem  vorher  definierten  Maasse  ausge- 
drBolGt  werden,  wenn  man  ans  den  BeobachlBBeeD  erstens  die 
Zahl  tt  geAmden  hat,  welche  die  Blongationsweite  der  Nadel  in  Theüen 
des  HattHnessera  imgiebt,  zweitens  die  Zahl  ^,  welche  den  flai»- 
messer  der  beiden  Kreise  in  Theilen  der  Entfemmig  BC  angiebt, 
drittens  die  GeschwindiglDeit  -j-,  mit  welcher  der  Hattunesser  jener 
Kreise  wahrend  einer  Schwingung  der  Nadel  dnrcblaofea  wtlrde.  Hiennia 
folgt  also,  dass  einHaass  für  die  Geschwindigkeit  das  einzige 
GrSssenmsBSS  Ist,  anf  welchem  die  absolute  Widerstandsmessnng  beruht. 

Nach  der  hiermit  gegebenen  Obersicht  aller  zu  einer  ahsohiten 
WiderstandsbesCimmung  erfbrderlichen  Beobachtungen  gehen  wir  zur 
AusfUhnrng  dieser  Beobachtangen  selbst  Uber. 

Ulier  die  Aust'ühruug  der  Beohachtungen. 

Die  mdsten  Boobbchtaiieen,  welche  der  vorhergehenden  Darstel- 
lung' gemäss  zur  «hsohilen  Widerstandsbestimmung  der  ganzen  Kette 
gemacht  werden  müssen,  können  nun  ohne  Schwierigkeit  mit  grosser 
Scharfe  viMdich  ausgellihrt  viferdoi.  Dem  dfe  zur  Bestimmung  der 
Schwingungsdauer  der  Nadel  «forderfichen  Beobachtungen  gestflHeB 
eine  Schttrfe,  die  bekanntlich  nichts  zu  wünschen  übrig  Usst.  Eben  so 
verhüll  es  sich  mit  dea  .\bmes8ungen  der  Kreishalbmessar  und  der 
Eutleruung  BC=:R.  Es  bleibt  daher  nur  die  Beobachtung  der  Ekti^ 
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galionsweite  «  der  achwingftndaii  Nadel  alif%.  Auch  diese  knm  be- 
kanntUdi  mit  den  fttr  das  HagDetometer  getroffenen  Binriehtmigen  bia 
auf  «oige  Bc^naecimden  genan  bestimmt  wenten  md  ^litrde  daher 
gleich&Ua  nichla  zu  wünschen  llbrig  lassen,  wenn  z.  B.  die  Warthe 
Ton  a  nicht  unter  1*  gross  wfiren.  Aber  diese  Werthe  sind,  wenn 
genau  nach  diesem  Schema  ver&hren  wird,  allerdings  viel  Uehier  und 
worden  sogar  mit  den  besten  Beobachtongsmittebi  nichC  wahrgenom- 
men werden.  Die  Hauptaufgabe  Ittr  die  praktische  AnslUhrong  der 
Widerslandsmessung  einer  Kette  nach  absolatem  Ifaasse  besteht 
daher  darin,  solche  Hodificationen  in  der  beschriebenen  Hünnchtong 
zn  treffen ,  durch  welche  die  in  beobachtende  Elongation  m  möglichst 
veigrOssert  wird. 

Eine  solche  Modification  besteht  erstens  darin,  dass  man  die 
Magnetnadel  C  ans  der  Feme  in  den  Mittelpunkt  des  Kreises  B  ver- 
setxt,  wo  die  Elongation  nach  emem  aus  den  Gesetzen  des  Elektro- 
magnetumus  genau  zu  bestimmenden  VerhMltnisse  vergrOsseit  wird. 
Nor  muss  dabei  darauf  geachtet  werden,  dass  die  Unge  der  Nadel  viel 
klemer  sei,  als  der  Durchmesser  des  Kreises,  damit  die  eigentlilim^ 
liehe  Vertbeilungsweise  des  Magnetismus  in  der  Nadel  nicht  besonders 
in  Rechnung  gebracht  zu  werden  brauche,  weil  die  genauere  Bifor- 
schung  dieser  Vertbeilungsweise  mit  Schwierigkeiten  verbunden  ist. 

Eme  zweite  Modification,  durch  welche  eine  VergrOsserung  der 
Bbngation  a  erhingt  werden  kann,  besteht  in  einer  solchen  Verviel- 
ftdtignng  der  Umwindnngen  beido'  Kreise,  wodurch  sie- in  Riege, 
welche  einen  bedeutenden  Querschnitt  besitzen,  verwandelt  werdra. 
Bs  muss  aber  dann  der  Emfluss  aller  Umwindongen  einzeln  in  Rech- 
nung gebracht  werden,  weil  sie  versdiiedene  Halbmesser  haben  und 
nicht  alle  in  einer  Ehesoe  mit  der  Nadel  liegen. 

Mit  diesen  beiden  wesentlichen  Modificationen  gelangt  man  zn 
einer  solchen  VergrOsserung  der  Biongaik»,  dass  auch  diese  Beob- 
achtung mit  Scharfe  ausgeUBhrt  werden  kann,  wie  die  zn  beschreiben- 
den Versuche  beweisen  werden. 

Ehe  zn  der  Beschreibang  der  Versuciie  selbst  Ubergegangen 
wud,  mOge  noch  eine  Bemerkung  ttber  eine  andere  Modification  der 
Bhirichtung  vorausgeschickt  werden,  zn  vreleher  man  gebngt,  wenn 
man  die  für  den  KreÜB  B  schon  angesehene  Yertauschung  einer  Wir« 
knng  in  die  Feme  mit  ^ner  Wirkung  auf  den  Mittelpunkt  auch  auf  den 


Digitized  by  Google 


EtnnoDnuimGiiB  HunaBsnmmiGBii. 


Kreis  A  in  Anwendung  bringt.  Iliernach  würde  also  die  elektromoto- 
rische Kraft,  wolcbc  der  Erdmagnetismus  aus  der  Feme  auf  den 
Kreis  A  ausübte,  durch  die  eiekh  uiiioiorischc  Kraft  eines  im  Mittelpunkte 
des  Kreises  A  aufzusteltendcn  Magnets  ersetjjt  werden.  Es  crgiebt 
sich  sodann  nach  den  Gesetzen  der  MagnetoeloktricilUt  eine  Identität 
der  Wirkung ,  weuii  der  Magnet  ruhet  und  der  Ki  eis  vorwärts  gedreht 
wird,  oder  wenn  der  Kreis  ruhet  und  der  Magnet  rUckwitrts  gechoht 
wird.  Man  kann  daher  im  Mittelpunkte  des  ruhenden  Kreises  eine 
Magnelnadel  aufli  liii^rcu  und  st  hwingen  lassen  und  durch  diese  schwin- 
gende Nadel  eine  elcklrunKitorischc  KraH  auf  den  Kreis  ausüben,  und 
dabei  können  der  Kreis  und  die  Mafs^ietnadel  bei  A  ganz  gleiche  Stel- 
lung erhalten,  wie  der  Kteis  und  die  Magnetnadel  hei  B. 

Bei  dieser  gleichen  Gestaltung  und  gleichen  Aufstellung  beider 
Kreise  und  ihrer  beiden  Nadi  In  stellt  endlich  einer  völligen  Vereini- 
gung gat  nichts  im  Wege ,         n.'unlich  die  magnetoelektrischc  Wir- 
kung der  Nadel  auf  den  Kreis  und  die  elektromagnetische  Wirkung  des 
Kreises  auf  die  Nadel  ohne  gegenseitige  Störung  in  derselben  Nadel  und 
in  demselben  Kreise  nach  dem  Principe  der  Damplung  coexistie- 
reu  können.  Man  braucht  dann  eine  einzige  Nadel ,  welche  in  Schwin- 
gung gesetzt  wird  und  dadurch  auf  einen  in  sich  geschlossenen  Kreis, 
iu  dessen  Mittelpunkte  sie  sich  befmdet,  nach  magnetoelektri- 
schc n  Gesetzen  eine  elektromotorische  Kraft  ausübt,  welche  in  die- 
sem Kreise  einen  galvanischen  Strom  hervorbringt,  der  auf  dieselbe 
Nadel  nach  elektromagnetischen  Gesetzen  zurückwirkt,  von  wel- 
cher er  erregt  worden  war,  und  der  dadurch  eine  DUmpfung  oder 
Abualinie  der  Schwingungsbogen  der  schwingenden  Nadel  hervor- 
bringt.   Nach  dieser  Vereinfachung  genügt  die  Beobaciituug  der 
Schwingungsbogen,  durch  deren  Grösse  die  Grösse  der  elek- 
tromotorischen Kraft  und  durch  deren  Abnahme  die  Stärke  des 
inducierten  Strom s  bestimmt  werden  kann.  Die  zweite  und  dritte 
Versuchsreihe  werden  Beispiele  geben ,  wie  auch  nach  dieser  Methode 
der  Widerstand  einer  Kette  nach  absolutem  Maasse  gemessen  wer- 
den kann. 

Wir  gehen  nun  zu  der  Beschreibung  der  nach  den  aus  einan- 
der gesetzten  McLhodcn  ausgeftlhrten  Versuche  über  und  werden 
zuerst  die  nach  der  ersten  Methode  gemachten  Versuche  zusammeo- 
sleileu. 
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13. 

Ente  Metbode« 

« 

Zur  Ausfuhrung  der  Versuche  nach  der  ersten  Methode  wurden 
folgende  Instminento  eiogmchtet.  nämlich:  I)  der  Brdinductor 
oder  ein  Drahtring,  in  welchem  durch  Drehung  von  dem  Erdmagne- 
tismus cip  galvanischer  Strom  erregt  wurde;  2)  ein  Multiplicator. 
dessen  Drahtenden  mit  denen  des  Erdinduotors  verbunden  waren; 
3)  ein  kleines  Magnetometcr,  de^n  Nadel  im  Mittelpunkte  des 
Multiplicators  aufgehangen  wurde.  Ueber  diese  drei  Instrumente  ist 
Folgendes  zu  bemericen. 

1)  Der  £nlliiductor. 

Der  ziDHi  Erdindnctor  verweDdefe  Knpferdraht  hatta  mit  Bi»- 
acblius  der  Wolle,  mit  welcher  er  uberspomieii  war,  ein  Gewicht  von 

46.533  Grammeo, 
wovon  &8t  500  Gramme  tat  die  Wolle  kamen.  Dieger  Draht  wurde 
juaS  ein  HoUsgestell  aufgewunden,  welchea  nahe  die  Gealalt  eines  refft- 
iMien  Sechseda  hatte.  AUe  Drabtwindimgen  siiaammai  bildeten  einen 
Bing  mit  rectangulärem  Queracfanitt,  deesen  eine  anf  die  Bingefaene 
aeokreehle  Seile  C4  Millimeter,  die  andere  etwa  16  llillimeler  lang 
war.  Die  Lttoge  eines  um  das  Holzgeslell,  ehe  der  Draht  an^iewnnden 
war,  gelegten  Bandes  eigab  den  Umfimg  =  3067  Millimeter;  die 
Lange  eines  um  den  aa%ewundenen  Drabt  gelegten  Bandes  eigab  den 
Urnfai^  =3470  MilÜmeler.  Der  Draht  bfldeie  7  Lagen  ober  einander« 
jede  mit  SS  bis  23  Umwindongen,  diO'  T*  oder  oberste  Lage  war  nicht 
ToU  und  hatte  bloss  40  Umwindongen,  was  zusammen 

4  i$  Umwindnngen 
gab.  Die  Longe  der  beiden  oberslehenden  Drahtenden  betrag  «osank- 
men  genommen  550  Millbneler.  Hieraus  ergab  sich,  mit  Berflcicsich- 
tigung  der  geringen  Abweicsfaung  der  Form  von  einem  regulären  Sechn- 
eck, die  Summe  der  Flachen,,  welche  von  den  ProjectioneD  ^dieser 
4  45  Umwindnngen  auf  die  Biogebene  begrenzt  wurden,  zu 

404,924,000  Qua<faatmaiimeter. 
Nach  der  AuAvindoog  des  Drahtes  wurden  an  zwei  gegenoberstehen- 
den  Bcken  des  Sed^ecks  zwei  starice  Holzbacken ,  welche  den  Kupfer- 
ring umschlossen;  am  Holzgestelle  befestigt,  jede  derselben  wfur  mit 
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eiacm  starken,  runden,  nach  aussen  wkehrton  Zapfen  vorsehen,  um 
welche  der  Ring  gedrehet  werden  konnte,  wenn  er  mit  du  son  Zap(en 
in  die  L  ii'fM-  oincs  fnos&en,  aus  Balken  sehr  fest  zusamnn  n_r!'fil^len 
Holzgeslelles  emt;i'l(  irt  wurde.  Die  von  diesen  Za[>li!n  gei)iMi  tc  ih  r 
Rincebcne  parallele  Drchungsaxe  war  verlical.  Der  «  ine  dieser  beiden 
Z;i)ifiM\  war  hohl  und  durch  denselben  wurden  die  beiden  Drahtenden 
dilti  h-pfiihrf  und  am  Ende  befestigt.  Diese  beiden  um  drehbaren 
Zaplen  belebtigten  Drahtenden  wurden  mit  i  Spualiedern  von  Messing 
verbunden,  welche  sich  an  dem  testen  llolzgestclle  endigten,  wo  die 
Verbindungsdröhte  eingeklemmt  waren ,  welche  den  Inductor  mit  dem 
Multiplteator  verbanden.  Auf  (üese  Weise  war  io(h'  lockere  Verbindung 
vermieden,  wehho  eine  Unbestimmtheit  dcfi  Widerstandes  der  Kette 
venjrsachen  konuti',  und  es  war  zugleich  eine Dreliuug  des  Inductors  im 
Halbkreis,  vonvörls  oder  rtlckwttrts.  gcslaltel,  wflhrend  die  übrigen 
Theile  der  Kette  unbewegt  blieben.  Am  andern  Zapfen  war  eiiie  lautre 
Kurbel  für  die  Drehung  angebracht,  welche  am  Ende  jeder  Drehung 
durch  einen  festen .  am  Ilolzgestell  angebrachten  Zahn  arretiert  wurde. 
Die  Stellung  dieser  Sperrzidine  wurde  so  reguliert,  dass  die  Drtihung 
des  Inductors  gennu  zwei  rechte  Winkel  hetrnt,',  und  dass  die  verticale 
Kiiiirhene  am  Aniang  und  am  Ende  jeder  Drehung  genau  seAkredit 
gegen  den  magnetischen  Meridian  w^. 

t)  Der  MtdtIpUeator. 

Der  zum  MuUipUcalor  verwendete  Kupferdrahl  hatte  mit  Einschlaas 
der  Wolle,  mit  weicher  er  übeisiionm  n  war,  ein  Gewicht  von 

1 07,4110  GramiiK  U, 
wovon  4540  Gramme  auf  die  Wolle  kamen.  Dieser  Draht  wurde  auf 
«ine  h(^Keme  Kolle  uufire wunden,  welche  auäserüch  von  einer  Gylin- 
lierflache,  deron  Halbmesser 

303,51  MiiUmetcr 
betrug,  begrenzt  wurde.  Der  daranf  gewundene  Dralit  lag  zwischen 
zwei  parallelen  hölzernen  Schntzi^nnden  welche  ß''y  Millimeter 
von  pfinander  abstanden.  Der  mtlilinr  Halbmesser  einer  die  äusserste 
Lage  von  Dralrtwindungcn  begrcnzciiden  Flüche  war  374,41  Milli- 
meter, wonnch  der  rectangulare  Querschnitt  des  von  allen  Umwiii  iim- 
gen  gebildeten  Ringes  202,05  Millimeter  lan^  mui  70,0  Millimeter  bieit 
war.  DQr  Draht  bildete  28  Lagen  Uber  einander,  jede  von  66  bis  6S 
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Umwindungen.  Die  28***  oder  oberste  Lage  war  nicht  voll  and  hatte 
bloss  44  UmwmduDgen,  wns  zusammen 

4  864  Umwindunf^Pti 
gab.  An  der  letzten  Umwindung  fehlten  465  MiUimeler.  DieLingeder 
beiden  nberalehenden  Enden  betrug  zusammen 

4340  Müb'meter. 

Dieser  Mnltiplicator  wurde  so  aufgestellt,  doss  seine  Ebene  mü  den 
magnetischen  Meridian  zosanunenfiel. 

3)  Das  kleine  Magnetomet^. 

Die  Nadel  des  kleinen  Uagnelooieieis  y/mr  ein  gehlrlaler  oad 
magnetisirter  Stahlcylinder,  60  liUlimeler  lang  und  6,2  WUlmeler  dick, 
in  ihrer  Mitte  mit  einem  messingenen  BUgel  versehen,  an  dem  sie  aaf* 
gehangen  wurde»  und  der  einen  runden  Flanspi^Eel  Ton  30  Mi'lmwiar 
Dorehmesser  trog,  dessen  Normale  mit  der  magnetisehea  Aze  einea 
rechten  Whikel  bildete.  Bei  der  angegebenen  Lüniga  der  Nadel,  yiM» 
noch  nicht  den  40^  Theil  des  Dorchmessers  des  HuItiplicalorB  betmg^ 
kommt  der  Emflvss  der  eigenifafimlichen  Verlheilung  des  MagoetisnuB 
nicht  mehr  in  Betradit  und  braucht  daher  nicht  in  Bedmung  gezogeo 
zu  werden.   Die  Nadel  war  an  beiden  Enden  durch  zwei,  34  Miffi- 
meler  lange  Messingstifle  verlängert,  welche  zwei  Messingkugeln  von 
41,7  Millimeter  Durchmesser  trugen.  Diese  Gewichte  dienten  zur  Ver- 
grüsseitiii-  des  Trifgheitsraomentcs  der  Nadel,  wodurch  die  Schwin- 
guiiirstl^iucr  eine  filr  die  Beobachtung  bequeme  Grüss«  erliiek.  Diese 
Nadel  wurde  an  vier  zu  einem  Faden  vorcinif?ten  Coconfüden  aufge- 
hangen, welche  an  der  inneren  Waud  des  Muiliplicators  so  befestigt 
wurden,  dass  die  Milte  der  Nadel  im  Mittelpunkte  des  Multiplicatoj s  m 
liegen  kam.  Der  von  dem  Multiplicator  umschlossene  Raum,  in-  dessen 
Mitle  dio  Magnetnadel  schwebte ,  wurde  endlich  durch  zwei  von  bei- 
den Seiten  angebrachte  Hoizdeckel  in  ein  geschlossenes  Geh;5nse.  ver- 
wandelt. In  dem  einen  dieser  Deckel  war  eine  kleine  Oetfnung  vor 
dem  Spiegel  der  Nadel ,  welche  mit  einem  planparallelen  Glase  ver- 
schlossen wurde.  In  der  Verticalebene  der  Spiegelnormalo  wurde  ii 
etwa  4  Meter  Entfernung  das  Ablesungsfemrohr  des  Magneto  meters 
aufgestellt  und  senkrecht  gegen  die  Spiegelnormale  eine  Scale  darauf 
befestigt,  deren  Horizontalabstand  vom  Spiegel 

4087.5  Millimeter 
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bolrug  und  dorcn  Bild  durch  das  auf  den  Spiegel  gerichtete  Fernrohr 
beobachtet  werUen  koimte. 

iL 

Beobafiktongeii« 

Mit  diesen  Tnstrumenfcn  wurden  nun  folgende  Beobachtungen  £;e- 
mnrht.  Es  wurde  der  huhu  tor  so  ijestellt,  dnss  seine  Ebene  mit  dem 
ningnelisehen  .Aleridiane  zusanmicnfiel,  und  die  IMaj,'netnadel  zur  Ruhe 
gebracht.  Darauf  wurde  der  Ituluctor  plüfzlich  um  Ö0°  gedreht.  Da- 
durch wurde  die  Nadel  in  Scliwini;ung  gesetzt  und  es  wurde  mit  dem 
Femrohr  der  Stand  der  Nadel  bei  ihrer  grössten  positiven  Elongation, 
welche  sie  nach  einer  halben  Schwingungsdauer  erreichte,  an  der 
Scale  beobachtet.  Nach  Verlauf  von  i  l  Scbwingnngsdaaer  gelangte  die 
Nadel  zu  ihrer  grössten  negativen  Elongation,  welche  ebenfalls  an  der 
Scale  beobachtet  wurde.  Hierauf  >viuxie  in  dem  Augenblicke,  wo  die 
wieder  vorwärts  scliwingendc  Nadel  ihren  ursprttngiichea  Ruhestand 
passierte«  d.  i..  2  Schwingungsdauem  nach  Beginn  der  Versuche,  der 
Inductor  riickwSrt«;  um  180"  gedreht  Die  schwingende  Nadel  wurde 
dadurch  miUeu  io  ihrer  Bewegung  arretiert  und  rttclcwdrts  gewOTfen« 
worauf  nun  wieder  zuerst  ihre  grösste  negative  und  sodann  ihre 
grOsste  positive  Elongaüoii  an  der  Scale  beobachtet  wurde.  Nach  Ver- 
lauf von  4  SchwinguogBdauem,  in  dem  Augenblicket  wo  die  Nadel 
von  ihrer  letzten  Elongation  zurückkehrend  ihren  uisprttngliclien  Ruhe- 
stand passierte,  wurde  der  Inductor  wieder  um  180*  vorwMs  be- 
wegt, worauf  die  nllmlichen  Blongationsbeobaditnngea  gemacht  wur- 
den* wie  das  erste  Mal,  und  auf  diese  Weise  wurden  die  Versuche 
fortgesetzt,  bis  eine  hinreichende  Becdmcbfungsreihe  erbalten  wurde. 
Die  folgende  Tafel  um&sst  4  solche  Beobachtungsreihen.  Fttr  jede 
Reihe  sind  in  der  ersten  Columne  die  an  der  Scale  beobachteten  Eton- 
gationen  der  Reibe  nach  unter  einander  gestellt.  In  der  zweiten  Co- 
lurnne  sind  die  Mittelwerthe  aus  je  zwei  aufeinander  folgenden  posi- 
tiven odssr  negativen  Blongationen  beigefügt  worden.  In  der  dritten 
Colunme  endUcb  shid  die  Unterschiede  der  grOssten  positiven  und  ne- 
gativen Blongationen  oder  die  GrOsse  der  ganzen  Scbwingung&bugen 
und  unter  jeder  Reihe  deren  Mittelwerth  angesehen. 
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Erste  Reihe. 


Zweite  Reihe. 


Dritte  Reihe. 


Vierte  ReiliB. 


467, t 
r,i0,7 

461,4 
465,8 


543,70 
46M0 


640,6  ^_ 
54M  ^"'^5 


461,3 
465,9 
S41,4 
«45.7 


548,0 
462,8 
465,3 

541,0 

.■.4:i,o 

461,9 
464,8 

542,7 
r,ii,7 
463,4 
465,1 

r.42,f. 

045,3 
462,8 


464,10 
543,55 

0 

5i3.50 
464.05 
543,50 
463,85 
543,70 
464,15 
543,95 


.464,20 


80,f0 
79,75 
79.J5 
79,45 
79,75 
79,70 
79,45 
79,45 
79,65 
79,85 
79,45 
79,70 
79,75 


467,1 

-l?f"3,65 
o46,o 

461,3 


464,00 
543,55 
463,65 
a43,65 
463,95 
543,80 
46.1,7  0 
543,50 


466,7 
540.8 
546,3 
461,8 
465,5 
51*,«  _ 
1545, 2 
462,8 
465.« 
542,3 
545,3 
462,7 
464,7 
542,3 
544,7 
462,8L__ 
464,7|*®^'^^ 
54t,9 
544,8 
462,3 


543,35 
463,60 


464,9 

545,6i''"'*^ 


79,65 
79,55 
79,90 
80,00 
79,70 
79,85 
80,10 
79,80 
79,75 
79,60 
79,75 
79,85 


463,0 
636,7 
542,6 
456,6 
461,9 
537,6 
54i,6 
458,3 
464,8 
537,7 
544,8 
457,9 
464,7 
537,6 
644,7 
458,2 
464,7 
537,6 
542,5 
457,3 
462,7 
53C,f; 
512.4 
457,2 
462,3 


539,65 
459,25 
639,60 
460,05 
539,78 
459,80 
539,65 
459,95 
540,08 
460,00 
539,50 
459,75 


80,40 
80,35 
79,55 
79,70 
79,96 
79,85 
79,70 
80,10 
80,05 
79,50 
79,75 


462,0 

534,7 
54  4,7 
455,3 
464,4 
535,4 
540,8 
456,0 
460,9 
535,3 
540,6 
456,0 
459,8 
|536,4 
|539,4 
456,8 
459,6 
536,0 
539,7 
4. "6, 5 
459,8 
535.8 
539,7 
456,4 
460,0 
535,7 
539,8 


538,20 
458,20 
537,95 
458,45 
537,95 
467,90 
637,75 
458,20 
537,85 
458,4  5 
537,75 
458,20 
537,75 


80,00 
79,75 
79,50 
79,50 
80,05 
79,85 
79,56 
79,65 
79,70 
79,60 
79,55 
79,öö 


llltt«!  79»69 


Der  Mittelwcrth  für  den  gimzen  Schwingwnf?.sbogon  aus  allen  Be- 
obachtuDgen  ist  folglich  79,755  ScMlenthcile,  wofür  die  Abmessung 

79.4  Millimeter 

gab.  Dieses  Resultat  ist  aber  noch  um  4  Millimeter  zu  vergrOssem, 
wenn  es  von  dem  Einflüsse  unabhängig  gemacht  werden  soll,  milchen 
die  Dauer  der  Drehung  des  Indnctors  darauf  hatte:  man  erhalt 
dann  79,9  Millimeter.*) 

*)  Di«  Drehung  des  Indncton  liess  sich  bei  seiner  Grösse  nicht  so  schnell  be- 
weritstelUgeo,  daas  Ihre  Dsmr  tßgen  die  Sebwingangsdancr  der  Nadel  sa  venMchli»- 
sigen  wii«.  Sie  wwle  daher  ntt  mdgiicluter  deidifliniri^it  immer  in  S  Secunden 
•QSgelBbrt.  Die  IntonsilUt  des  inducirlon  Stroms  iSsst  sich  hiemach  für  joden  Augen- 
blick der  Drehung  bcslinimen  und  wird  durch  i  sin  (j  dargestellt ,  wenn  i  die  In- 
tensität in  der  Mitte  der  Drehung  bezeicliuet  und  die  Zeit  ü  von  Anlang  der  Üreiiung 
an  gerecfanal  wM.  Dieser  veiindeilicheii,  t  Secundeo  laiig  dauernden  lodiiclioa 
I,  mit  Cut  sleicber  Wbkung,  eine  gteichJOnnige  iDdocUoo  sobaUtaiert  werden, 
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Zur  VcrvollstUiidifivin^  der  Messung  wurde  die  Schwini^ingsdaucr 
der  Nadel  beobachtet  und  ini>  '{OO  Schwingungsdaucra  die  Dauer  einer 
Srhwini^ng  =  10,28 1 8  Secunden 

geiuiuien. 

Femer  wurde  das  Vcrhillfniss  der  magnetischen  üircctionskraft 
zu  der  des  Fadens  gefunden  wie 

1770:1. 

Da  ondlich  in  dem  Saale,  in  welchem  diese  Inslruincnte  aufgestellt 
warrn ,  initl  in  den  angrenzenden  Zimmern  andere  ]\I;ii;n(  sich  licfan- 
den,  weiche  nicht  hatten  entfernt  werden  kiinnc  n  ,  so  liess  sich  nicht 
annehmen,  düss  die  StUrko  des  horizontalen  Ihcils  des  Erdmagnetis- 
mus, welrhcr  in  dem  Induclor  den  Strom  erregte,  dor  StUrke  des 
horizontalen  Theils  des  Erdmagnetismus,  welcher  auf  die  Nadel  im 
Mittelpunlvlo  des  Mn  1  tip iica tors  wirkte,  ganz  gleich  wiire.  Daher 
wurden  beide  mit  einander  dadurch  verglichen ,  dass  die  Schwingungs- 
dauer einer  und  derselben  Nadel  an  beiden  Orten  unmittelbar  nach 
einander  beobachtet  wurde,  und  es  ergab  sich  diese  Schwingungsdauer 
im  Mittelpankte     des  Dämpfers  =  2,9095  Secundeo, 

Inductors  =  2,9126    „  „ 
Umgekehrt  wie  die  Quadrate  dieser  ScbwiDgungsdaucm  verhält  sich 
die  Starke  des  Erdmagnetismus  an  diesen  beidea  Orten,  d.  i.  wie 
  i 00000  :  99787 . 

welctie  ^Socandien  lang  eincnSlrom  vm  dw  intensRIt  i  erxengl.  DiAMr  Strom  begjanl 
—  Secunde  Crfiber  auf  die  Nadel  zu  wiricen,  als  die  Nadel  zum  magnetischen  Meridiane 
gelangt  und  dort  tmikelirt,  und  darauf  verfliessen  nochmals  ^  Secunde,  ehe  der  Strom 
Bafh(irt.  Bezeichnet  u  die  grösste  FlongatioD  der  Nadel  umi  /  ihre  SchwiiiKiin.u'sil.uipr, 
80  wird  die  Äblenicung  der  Nadel  in  dem  Augenblicke,  wo  der  Strom  beginnt  oder  wo 
er  eofhOrt,  nahe  darch  aiu^drOckt  und  die  raUUere  Ablenknng  für  die  ganze  Dauer 
der  mdnetion  dnrdi  ^  *  Die  einer  selchen  Ablenlamg  enlaprecheode  Beschleunigung 
der  Nadel  durch  ihre  Direclionskrafl  ist  =  ^  •  ^7 .  und  die  während  der  Induction 
dadurch  hervorsehrnrhte  Geschwindigkeit  ist  =■  —  •  -^r" "  Hiilfte  dnvon 

müsste  zur  Gescliwindigkeit  a,  welche  der  Nadel,  ihrer  Elongation  a  nach, 
bebn  Durchgang  durch  den  Meridian  zukommt,  hinzugefügt  werden,  um  diejenige  Ge- 
•ehwlDdigkeit  tu  erhalten,  welche  die  Nadel  im  AngenbUcke  nach  der  Umkehrung  be- 
sitzen würde,  wenn  die  Indiirtion  momentan  gescbSbe.  Wie  sich  nun  die  Ge- 
schwindigkeiten ^«  :  (t  +  ^)  «  verhalten,  ebenso  verhält  sich  die  lieob^i  lilele 
Elongation  der  Nadel  a  zu  derjenigen  Elongation ,  welche  hei  ni  o  inen t  ane  r  In- 
duction slallgefuiideu  haben  würde.  L>etztere  orgiebt  sich  hiernach  =  ^1 -f  ^)  «• 
Da  nnn  der  ganze  Schwingungsbogcn  tu  "m  7ft,4  Millineter  und  I  10,1818  war« 
SO  folgt  hieraus  der  oben  angefahrte  Werth  »  79,9  HiUimeler. 

18* 
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Dies  sind  alle  Versnche,  welche  nach  der  ersten  Methode  nölhig  wa- 
ren, um  den  Widersland  der  ganzen  Kelle,  welche  aus  dem  Drahte 
des  Inductors,  des  Dilnipfcn-.s  und  aus  den  beiden  VerbindungsdrSiliten 
bestand,  nach  absülutcni  .Maasso  zu  bestuiiiiiLn.  Ehe  zur  Berechnung 
der  Grosse  des  Widerslands  der  Kette  aus  (lioson  Versuchen  Ulier- 
gegjingen  wird,  sollen  auch  die  nach  der  zweiten  Alethode  gemach- 
ten Versuche  zu^mnu^esteUt  und  vorausgeschickt  werden. 

Zweite  Hetliode. 
A. 

Die  zweite  Methode  gewahrt  die  Vereinfachung,  dass  von  den  bei 
der  ersten  gebrauchten  Instrumenten  der  Ertlinductor  ganz  entbehrlich 
gemacht  wird.  Bei  den  folgenden  Versuchen  bildete  daher  der  Draht 
des  oben  J>eschriebenen  Multiplicators  die  ganze  Kette,  indem  seine 
Enden  unmittelbar  mit  einander  verbunden  wurden.  Die  Au&teUung 
des  Multiplicators,  welcher  dadurch  in  einen  Dampfer  verwandelt 
-worden  war,  blieb  unverändert.  Dagegen  warde  die  Nadel  hn  Magne- 
lomeler  mit  einer  grosseren  und  sttirkeren  vcrt^mscht,  durch  deren 
Schwingungen  eine  grössere  elektromotorische  Kraft  auf  die  geschlos- 
sene Kette  ausgetibt  werden  konnte.  Diese  Nadel  bestand  ans  9  paral- 
lelopipedisdhen  JUagnetstSben,  jeder  90  Millimeter  lang  und  9  Millt- 
meler  breit  und  dicki  welche  mit  parallel  geridileten  Axen  und  durch 
5  Millimeter  weife  Zwi&chenrttmne  von  einander  geschieden,  zu  einem 
festen  System  verbunden  und  zur  Beotiachtung  der  Scfawmgungen  mit 
einem  Spiegel  versehen  waren. 

Hit  diesen  vereiniaiftlen  bstrumenten  wurden  nun  folgende  Ver- 
suche gemacht.  Bs  wurde  damit  begonnen,  dass  die  Drahtenden  des 
Dumpfers  von  einander  getrennt  wurden.  Alsdann  wurde  die  Nadd 
•  in  Schwingung  gesetzt  und  nach  der  von  Gauss  in  den  «Resultaten 
aus  den  Beobachtungen  des  magnetischen  Vereins  im 
Jahre  1837»  gegebenen  Anleitung  die  Scfawingungsdauer  der  Nadel 
und  die  Ahmthmi»  ihrer  Scfaw  ingungsbogen  oder  deren  logarithmisches 
Decrement  bestimmt.  Darauf  wurden  die  Drahtenden  der  Kette  ver> 
banden  oder  der  Dampfer  geschlossen  und  die  nflmlichen  Beob- 
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achUmgon  wiederholl.  Sodann  wurde  der  D&mpfer  wieder  geöffnet  und 
auf  diese  Weise  mehrmals  abgewechselt.  Die  Resultate  dieser  Versuche 
sind  in  der  folgenden  Tafel  zusammengestellt  worden,  wo  in  der  ersten 
Columue  unter  A  dss  logarithmische  Decrement  der  Abnahme  der 
Scbwingungsbogen  bei  geschlossenem  Dfimpfer,  io  der  zweiten 
Cohunne  das  nSmliche  bei  offenem  Dämpfer,  in  der  dritten  Co- 
lumue unter  I  die  zugehörige  Schwingungsdauer  angegeben  ist. 
Unter  den  Columnen  sind  die  Mittelwertbo  aus  den  wiederholten  Be- 
stimmungen beigefügt. 


1  ^• 

t. 

0,028645 

0,000460 

9.1428 

0,027955 

0,000300 

9,1  U8 

0,028565 

0,000380 

9,M07 

0,028388 

0,000400 

9,1428 

Zur  VervolIstandigOQg  der  Messung  wurden  endlich  noch  folgende 
Versuche  gemacht,  um  den  Magnetismus  der  Nadel  zu  bestinunen  und 
auch  von  dessen  VertheUung,  so  weit  es  nOthig  schien,  Kenntniss  zu 
erlangen.  Bs  wurde  nämlich  möglichst  nahe  an  der  Stelle  ;  wo  die 
schwingende  Nadel  sich  befunden  halte,  eme  Ideine  Boussole  aufgestellt 
und  die  Ablenkung  v^  derselben  beobachtet,  wenn  jene  Nadel  ihr  ge- 
nähert wurde.  Eben  so  wurde  die  Ablenknng  beobachtet,  nachdem 
die  Nadel  um  ihren  Mittelpunkt  um  180*  gedreht  worden  war. 
Bndlich  wurden  die  correspondierenden  Ablenkungen  und  bcob" 
achtet,  als  die  Nadel  parallel  mit  sich  selbst  m  gleiche  Entfernung  auf 
die  entt^ogengesetzte  Seitu  von  der  Boussole  versetzt  wurde,  und 
daraus  der  Werth  von 

herechuet.  Diese  Versuche  wurden  nun  gemacht  bei  vcrschicdcnca 
Entfernungen  von  der  Boussolc  und  bei  versciiiedener  Hiclitung  der  Ge- 
raden, welclie  duix?h  die  Mitlc  der  Nadel  und  der  Boussolc  ging,  nUm- 
lich  in  den  Entfernungen  von  400,  500  und  GOO  Millimetern,  als  jene 
Gerade  senkrecht  auf  dem  magnelisclicn  Meridiane  war ,  und  in  der 
Entfernung  von  400"°,  als  sie  dem  magnetischen  Meridiane  parallel 
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war.  Diü  magnetische  ^Vxc  der  ablenkenden  Nadel  war  stets  senkrecht 
gegen  den  magnetischen  Meridian.  In  der  folgenden  Tafel  sind  die  Re- 
sultate dieser  Versuche  znsammengestelll.  Nr.  1 ,  2,  3  beziehen  sich 
auf  die  FaJIe,  wo  die  Richtung  der  Geraden  von  der  Mitte  der  Nadel 
zur  Milte  der  Bfjussole  auf  dem  magnetischen  Meridiane  senkrecht  war, 
Nr.  4.  auf  den  Fall,  wo  diese  Gerade  dem  magnetischen  Meridiane 
parallel  war.  In  der  zweiten  Columne  unter  R  ist  die  Entfernung  der 
Mittelpunkte  beider  Nadeln,  in  der  dritten  Colomne  der  für  diese  Eni- 
fonrang  gefundene  Werth  von  «  angegeben. 


Nr. 

R 

V 

1. 

400°". 

37'  bfb 

2. 

500 

18      1  H?;') 

3. 

600 

19    37  7,0 

4. 

ioo 

17   24  45.0 

Hierbei  ist  zu  bemerken,  dass  diese  Versachsreihe  einige  Zeit 
später  gemacht  wimle  als  die  obigen  Beobachbingen  der  im  Dflmpfer 
schwingenden  Nadel,  und  dass  daher  nicht  angenommen  werden 
konnte,  dass  das  Verbilllniss  des  Nadelmagnetismns  zum  Erdmagnetts> 
mus  in  dieser  Zeit  ganz  nnverllndert  geblieben  wSre.  Deshalb  war 
schon  m  den  Zwischenzeiten  zwischen  den  einzelnen  Sfilzen  der  obigen 
Schwingungsbeobachlungen  einer  von  diesen  Ablenkungsversnchen 
gemacht  worden,  welcher  dazu  benutzt  werden  konnte,  das  aus  der 
letzten  vollständigen  Reihe  von  Ablenknogsbeobachlnngen  sich  ei^ 
gebende  Verfafilbuss  des  Nadelmagnetismus  zimi  Brdmagnetismus  auf 
diejenige  Zeit  zu  reducieren,  wo  obige  Schwingungsbeobachtungen 
gemacht  wurden.  Aus  der  Vergleichnng  der  correspondierenden  Ab* 
lenkung«!  er^b  sich  nttmlich  das  Verfaflltniss : 

40293:  10000, 

woraus  hervorgeht,  dass  der  Nadelmagnetismus  in  der  Zwischenzdt 
merklich  abgenommen  hatte.  Das  Verhültniss  der  magnetischen  Di- 
rectiouskrafl  zu  der  des  Fadens  bei  den  Schwingungsbcobacbtungeu 
war :  (58:1. 

Dies  sind  alle  Sersuche,  welche  iiacli  der  /.weilen  Melhodc  luithig 
waren,  um  den  Widerstand  der  Kette  oder  des  Drahtes,  welcher  den 
Dämpfer  bildete,  nach  absolutem  Maassc  zu  bcätimmca. 
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Aus  den  unter  lA.}  zusamnicngcslclllen  Versuchen  ijotii  hervor, 
dass  eiue  Nadel,  deren  lAxiv^e  fast  nur  den  7'*"  Thoil  des  i)ifr(  liiiiessr<'r!> 
des  l>;lnipfors  !)Otrug  und  die  sehr  Ueinc  Schwingungen  machte,  den- 
noch eine  elektromotorisclic  kraft  auf  d(;n  Diunpfer  ausübte,  wefche 
hinreichte,  einen  Strom  zu  erregen,  dessen  liUckwirkung  uul'  die 
Nadel  nicht  bloss  \vahri^(>noniinen ,  sondern  ij;enau  ijcniesscn  werden 
konnte.  Sollen  diese  Versuche  nun  einer  Berechnung  des  WidersUmds 
der  Kette  nach  absohitem  Maassc  zum  Gnmde  gelegt  werden ,  so 
onlj$teht  ciuigc  Complicaliou  dadurch,  dass  auch  bei  den  massigen 
Dimensionen  der  Nadel  im  Vergleiche  zum  Durchmesser  des  Dtlmpfcrs, 
die  Vertlieilnngswetse  des  Magnetismus  in  der  ergteren  nicht  ^nz 
ausser  Acht  gehüsscn  worden  darf.  Diese  Complicalion  wird  ganz  ver- 
mieden, wenn  man  eine  kleinere  Nadel  im  Dampfer  aufhttngt,  wenn 
die  kleinere  Nadel  .t!;leiel)  viel  Magnetismus,  wie  die  grössere,  besitzt. 

In  lieiu  physicaiischen  Institute  zu  Leipzig  befand  sich  ein  natttr- 
licber  JMagaet  von  geringer  Grösse  und,  im  Yerbttltniss  zu  dieser,  von 
grosser  Stärke,  welcher  nebst  Fassung  40  Granuno  wog  nod  24  MiUt- 
meler  lang  war.  Wegen  dieser  Kleinheit  und  Slftite  war  er  zur  Magno- 
lomefemadel  für  diese  Versuche  sehr  geeignel,  oad  der  IHuduDesser 
des  Dämpfers  hätte,  ohne  eine  genauere  Erforsdiong  der  Verlheilungs^ 
weise  des  Magnetismus  nOthig  zu  machen,  beträchtlich  verkleinert 
werden  können.  Die  zugemessene  beschränkte  Zeit,  in  wekher  die 
grosse  Drahlmasse  des  Dämpfers  zu  diesen  Versuchen  disponibel  war, 
gestattete  aber  keine  Umgestaltung  des  Dämpfers  und  es  wurde  daher 
jener  natürliche  Magnet  als  Nadel  in  den  unveränderten  IMtaipfer  ange- 
hangen und  eine  zweite  Versuchsreihe  damit  ausfuhrt,  die  bier 
gleichfalls  zusammengestellt  werden  soll,  weil  sie  einen  interessanten 
Beweis  von  der  Feinheil  giebt,  welche  die  Beobachtungen  aber  die 
Abnahme  der  Schwingungsbogcn  mit  dem  Dämpfer  gewähren,  um  die 
Wirkungen  sdir  schwacher  elektromotorischer  Kräfte  noch  zu  erkennen 
und  selbst  mit  ziemlicher  Genauigkeit  zu  messen.  Dieser  natürliche 
Magnet  wurde  zu  diesem  Zwecke  mit  Fassung  vers^en  zur  Be- 
festigung des  Spiegels  und  zur  Aufhängung  an  einem  Faden  in  der 
Hitle  des  Dämpfers.  Im  (Jebrigen  blieben  die  Instrumente  unverändert 
und  die  Versuche  wwden  damit  ganz  »if  dieselbe  Weise,  wie  die  vor- 
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hergehenden,  ausgcfilhrt.  Die  folgende  Tafel  gicbl  die  Ucbersicht  der 
damit  gewonnenen  Resultate,  nünilich  unter  A  das  logarithmische  De- 
citjracnt  der  Abnahme  der  Schwingungisbogen  bei  geschlossenem 
Dampfer,  unter  B  das  logarithmische  Decrcment  der  Abnahme  der 
Schwiugungsbogeu  bei  oilcnem  Dampfer,  imtcr  (  die  zugehörige 
Schwinguogsduuer. 


A  1 

B. 

0,00604 

0,00254 

3,955 

0,00613 

0,00S67 

3,954 

0,00615 

0.00267 

3,953 

0.00605 

0,002GG 

3.949 

1  0,006085 

0,008633 

3,9527 

Zur  VervoIIstJindignng  dieser  Versuche  Wirde  der  Magneiisnms  des 
kleinen  Magnets  durch  besondere  Versuche  auf  Uhnliilu!  Weis(!  be- 
stimmt, wie  in  der  vorhergehenden  Reihe;  da  aber  bei  diesem  kleinen 
Magnet  bloss  das  Moment  desselben  zu  bestimmen  nOthig  war,  so 
wurden  diese  Versuche  auf  zwei  verscliiedcnc  Abstände  von  dem 
Mittelpunkte  der  kleinen  Hülfsboussolo  beschrankt,  in  der  Richtung 
senkrecht  auf  den  magnetischen  Meridian  Östlich  und  westlich  von  der 
Boussole.  Die  folgende  Tafel  giebt  eine  Uebersicht  der  dadurch  er- 
langten Resultate,  unter  R  den  Abstand  der  Mitte  des  natürhchen 
Magnets  von  der  Mitte  der  Boussole,  unter  v  die  Ablenkung  derBoussole 
auf  dieselbe  Weise,  wie  in  der  vorigen  Reihe,  berechnet. 


Jt 

•  1 

180"«,08 
240.18 

42'    0'  fl 
9     4  52  II 

Die  Resultate  dieser BeobachUingen  gelten  flir  eineTemperalor  von 
20  R.  des  Kupferdrahts,  welches  im  Mitfei  die  Tempefalar  wUhrond 
der  Beobachtungen  in  diesem  und  im  vor^n  Artikel  gewesen  ist 

Durch  diese  Versuche  sind  die  Data  zur  Bestimmung  des  Wider* 
Stands  der  Kette  nach  absolutem  Maasse  vollständig  gegeben. 
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16. 

R^Ib  lar  Bereehnnnif  des  Widersttnda  ans  den  vorheijgeheaden 

Beobielituiigeii« 

Wenn  die  Veriittltnisse,  unter  welcbeo  die  vorhergeheiiileii  Beob- 
achtungen aoBgeftlhrt  worden  and,  demjenigen  Verhültoissen  genau 
ealqirttchen,  welfibe  in  dem  Art.  14  gegebenen  Schema  zur  absoluten 
Widemandsbestimmmig  eines  Leiters  angenommen  worden  waren, 
80  wurden  die  Regeln  xnr  Berechnung  des  Widerstands  aus  den  milr 
getfaeflten  Beobachtungs-Resultaten  m  der  am  Schlüsse  jenes  Schernaus 
gefundenen  Formel  =  J**!^ 

enthalten  sein ;  denn  es  würde  alsdann  der  Werth  der  Zahl  a,  welche 
die  Elougationsweite  der  von  der  Ruhe  ab  in  Schwingung  gesetzten 
NaddinXhdlen  des  Halbmessers  angiebt,  femer  der  Werth  der  Zahl  ^* 
welcbe  dasYerimltaiss  der  Halbmesser  der  kreisförmigen  Leiter  A  und 
zu  der  Entfernung  BC  angiebt,  und  endlich  die  Geschwmdi^Mt 
mit  welcher  der  Halbmesser  der  kreiaförmigen  Leiter  wahrend  emer 
Schwingung  der  Nadel  durchlaufen  würde,  unmittelbar  durch  die 
Beobacbtungs-Resultate  gegeben  sein.  Wdl  nun  aberdie  vorhergehenden 
Beobachtungen,  nach  der  gegebenen  Beschreibung,  nicht  genau  unter 
den  im  erwühnten  Schema  angenommenen  YerhMltnissen  ausgeführt 
worden  sind,  so  bedürfen  jene  einfiidiea  Regeln  einiger  Abttnderungon, 
um  Anwendung  auf  die  vorliegenden  Beobachtungen  zu  finden* 

Einige  dieser  AbUnderungen  ergeben  sich  leicht,  wenn  man  in  der 
für  die  Gleiclmng  w  =  -^^^  gegebenen  Ableitung  die  Halbmesser  der 
beiden  kreisförmigen  Leiter  ungleich  anniiiMiil  und  sie  durch  r'  und  r* 
unterscheidet,  wenn  man  ferner  die  Zahl  ihrer  Umvvindungen  m  und  n 
in  Rechnung  bringt,  wenn  man  aussordem  die  Elasticitüt  des  Fadi'ns, 
an  welchem  die  Nadel  aufgehangen  wurde,  i)ürücksichfiir(,  aus  welcher 
sich  eine  Directionskrafl  ftlr  die  Nadel  ergiebt,  die  sich  zu  liirer  magneti- 
schen Directionskrafl  verliUlt  wie  öH,  und  wenn  man  endlich  die  un- 
gleiche Starke  des  Erdmagnetismus  an  den  beiden  Orten  A  und  B 
beachtet,  deren  YerhaRuiss  durch  -jr  dargestellt  werde.  Man  findet 
dann,  dass  in  obiger  Formel  das  Product  r'r'  für  das  Quadrat  rr  zu 
setzen  und  der  ganze  Werth  für  w  noch  mit  *  -j^  zu  multipli- 
cieren  ist,  folglich  mn      r  j^rrr'iT 
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Ausserdem  kommen  nun  für  die  nach  der  ersten  Mclhodc  ausgcftlhrten 
Beobachtungen  noch  folgende  weseDlliclie  Modißcationen  in  BcUachl, 
nüniHcli  erstens,  das.s  die  Nadel  aus  der  Enffcrnuni;  liC  =  R  \n  den 
Mittelpunkt  des  Kreises  Ii  selbst  versetzt  wuitle,  wodurch  die  beobaehlele 
Elongatioasweite  ia  dem  Yerhaltniss  von 

vergrtissert  wird.  Hierbei  lüsst  sich  zugleich  der  Umstand  mit  berück- 
sichtigen, dass  der  Kreis  A  statt  um  einen  Quadranten  jedes  Mal  um  zwei 
Quadranten  gedreht  wurde,  wodurch  die  beobachtete  Elongationsweile 
ebenfolls  vetgrüssert  wurde  und  zwar  in  dem  Yerhaltniss  von 

I  :2. 

Bezeichnet  also  «  gegenwärtig  diese  vergrüsserte  Elongaüonsweite, 
so  ist  demgenillss 

mn     T  4arVr' 

za  setzen.  Zweitens  konitut  die  VervielRlItigimg  der  Umwindungen 

beider  Kreise,  uodnrch  sie  in  Ringe,  weh  he  einen  bedeutenden  Quer- 
iJLhiuU  In^silzcn.  verwiindelt  werden,  in  Betracht.  Für  den  Ring  A  ge- 
nligt  es,  mit  lUicksichi  darauf,  dass  er  keine  genaue  Kreisform  \vMU\ 
stiUt  mTtr'r'  die  Sunnue  der  FUtrIien  zu  setzen,  welche  von  den  i'ro- 
jectionen  aller  semer  Unmiiidiiiii^f'n  mif  die  Ringebene  bcijreuzt  wer- 
den, folglich,  wenn  diese  Summe  mit  S  bezeichnet  wird, 

n         T  4T7rS 

10  •      „    •   r,   ♦ 

FUr  den  Ring  ß  dagegen  ist  der  üussei-e  Halbmesser  a,  der  innere  Halb- 
messer a',  die  Hölu;  des  Ringes  26'  und  ausserdem  in  BosEichung  auf 
die  Yertheilung  des  Magnetismus  M  der  Nadel,  wenn 

gesetzt  wird,  wo  ±  die  Menge  des  nördlichen  oder  sudlichen  magne- 
tischen Fluidums  bezeichnet,  welche  dem  bekannten  Gaussischen  Theo- 
reme von  der  iitealen  Yertheilung  des  Alagnetismus  gemäss  au  der 

Ober  lliiche  der  Nadel  Terbreitel  gedacht  werden  kann,  die  Lange  e  in 
Rechnung  zu  bringen,  was  dadurch  geschieht,  dass  statt  -! ,  folgender 
Ausdruck  g(!setzt  wird : 
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Die  liior  anj^oführlcn  Abänderungen  der  Art.  1 1  ei  tiindonon  For- 
mel, welche  nothwendig  sind,  wenn  der  Widcrstiind  der  Ketle  ;uis  den 
Art.  Ii  beschriebenen  Versuchen  bererlinet  werden  soll,  sind  so  zahl- 
reich, dass  ich  es  \ erziehe,  slalt  auf  eine  nliliere  Erörtenmg  und  Be- 
gründung derselben  einzugehen,  die  beiden  Gleichungen,  welche  im  fol- 
genden Art.  1 7  zur  Berechnung  des  Widerstands  aus  den  Art.  i  4  Lo* 
schriebenen  Versuchen  gebraucht  werdea,  nämlich: 


unmittelbar  aus  den  elektromagnetischen  und  magneloelcktrischen 
Grundgesetzen  abzuleiten.  Man  findet  diese  Ableitung  in  Beilage  D,  am 
£nde  der  Abhandlung. 

Ferner  werden  im  18.  Artikel  zur  Bercclinimg  des  Widerstands 
•US  den  Art  15  beschriebenen  Versuchen  folgende  Gleichungen  ge- 
braucht werden: 

r  —  <^  +  riaa' +       +  *  ••*•)*  "~  )      b'ff  I ' 

worin  l  den  natürlichen  Logarillimtis  des  beobachteten  Verhältnisses 
zweier  auf  einander  foJsiender  Si  liwmijungabogen  der  Maj^Mietonieter- 
nudel  in  Folge  der  DUinplunir  bei  geschlossener  Kette  bezeielinel  und 
fangt',,  statt  ;^„.^.Tr  geschrieben  worden  ist.  Auch  diese  letzteren  Glei- 
cbuuL'en  snui  m  der  Beilage  f).  unmittelbar  aus  den  elcktrumaguclischcu 
und  magnetoelektrisrheu  (ii  nrulueselzen  aljiLreleitet  worden. 

Hiernach  können  wir  uua  zur  Berechnung  des  Widerstands  Sülbbt 
aus  den  Art.  i  4  und  1 5  beschriebenen  Versuchen  itbergeben. 

Bereebnong  des  Widerstands  ans  der  ersten  VersudisreUie. 

Bei  der  Verijuchsreihe  .Art.  14,  welche  «ach  der  ersten  Methode 
au^eluiu  l  war,  bestand  die  Kelle  aus  dem  Drahte  des  Induclors  und 
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des  Multiplicators  und  aus  den  beiden  Verbindungsdrähten,  und  der  zu 
b«  roclineude  Widerstand  ist  die  Summe  der  WidersULndo  dieser  vier 

Dröbto. 

J)i(!  unmittelbaren  Ergebnisse  der  Art.  1  4  beschriebenen  Versuche 
waren  erstens  die  Grösse  des  mit  dem  Ülagactomcler  gemofiscnea 
ächwiuguiigsbogens,  nämlich: 

79,9  Millimeter 

für  einen  Halbmesser  von  8175  Millimeter  LUngc  (=  dem  doppellen 
Horizontalabstande  des  Spiegels  von  der  Scale).  Uieraos  eigiebt  sich: 

79.« 

Siehe  darüber  Beilage  C,  ^  die  hier  gebiancfale  Zuruekwerfungs- 
methode  naher  erörtert  ist. 

Zweitens  die  Grosse  der  Schwingaogadaner  der  Magncto- 
metemadel 

<  =  10,8818  Secnnden. 
Drittens  der  von  der  ElasUcitftt  des  Aurhttngungsfadens  hei^ 
rührende  Thcil  der  Directionskraft  der  Nadel»  in  Theilen  ihrer  magneti- 
schen DirectionsIara(t  ausgedruckt, 

ö  =  — *— • 

"  4770 

Viertens  das  VerhiUtniss  der  SUIrkc  des  horizontalen  Thoils 
des  Erdmagnetismus  am  Orte  des  luductors  7"  zu  der  am  Orte  des 
Multiplicators  J* 

=  0.99787. 

Zu  diesen  unmitlelbaren  Ergebnissen  der  Beobäcblcngen  sind  fer- 
ner die  Resultate  der  Ainnessungen  des  Inductors  und  Multiplicators 
hinzuzafbgen.  Fttr  den  Inductor  genügt  das  Resultat,  dass  die 
Summe  der  Flachen,  welche  von  den  Projectionen  seiner  1 45  Umvrin- 
dungen  auf  die  Ringebene  begrenzt  wurden, 

S  =  104924000  QuadratmiUimeter 

betrug. 

Fur  den  MuItipHoator  mtissen  folgende  Resultate  seiner  Ab- 
messung beigerugt  werden: 

innerer  Halbmesser      a'  =  303,51  Millimeter, 

äusserer  Halbmesser     a"  =  374,44  „ 

Breite   26'  =  202,05 

Liilii  der  limwiuduugeu  u  —  18ö4. 
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Aus  diesen  Werthea  von  a ,  a',  h'  ergiebt  sich 

p  «  —  «T  o  +  naa+6tf)  \fa*a'+fc-6)4       {aä+b'b)\J  66  ) 

-T--  =  0,0028352  +  0,00000001  o875  .  e'e' 

wo  bei  der  Kleinheit  der  Nadel  Air  «'  einen  approximativen  Werth, 
von  etwa  20  Milfinieteni,  anzunehmen  genügt,  also  >pr-=s  0,002841 55. 
Hieraus  eiigiebt  sich  dann 

^  1»  r  4jnrS 

^^Tfj'  -r — i?T 

=      .  1854  .  0,99787  •  8175  .  0,00284155 

oder 

«  =  216G  .10«. 

Durch  das  definierte  Widerstandsmaass  W  und  durch  diese  Zahl  ip  ist 
also  der  Wideraland  der  Kette,  welche  aus  dem  Indactor-  und  dem  Mol- 
lipUcalordrahte  nehst  den  beiden  Verbudnngsdrtthten  bestand,  vollstän- 
dig bestimmt,  wobei  nnr  zu  bemerken  ist,  dass  diesa  absohitra  Ibass- 
bestimmung  ifas  Millimeter  alsBaummaass  und  dieSecunde  als  Zeitmaass 
zum  Grunde  liegte  was  durch  folgende  Bezeichnung  uu:>gedr1ickt  wird : 

2166  •  10« 


Verfalllt  sich  ein  anderes  Baummaass  zum  Millimeter,  wie  1  :  r,  ein 
anderes  Zeitmaass  zur  Secunde,  wie  1 so  ist  derselbe  Widerstand, 
wenn  diese  neuen  Bbasse  zum  Grunde  gelegt  werden : 

2166  •  10»'  -j- 

z.  B.  wenn  die  Meile  als  Baummaass  zum  Grunde  gel^  wird,  die 
sich  zum  Millimeter  verhalt,  wie  1 : 0,000000135 : 

29241 


18. 

lieruciinung  des  Widerslands  aus  der  zweiten  Versuchsreibe. 

Bei  der  zweiten  Versuchsreihe,  welche  nach  der  zweiten  Methode 
ausgeführt  war,  bestand  die  Kette  bloss  aus  dem  Drahte  des  Dämpfers, 
d.  i.  aus  deoQenigen  Drahte,  welcher  in  der  vorhergehenden  Versuchs- 
reihe den  Multiplicator  bildete. 
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Die  unmittelbDren  Etigeboisse  der  Versuche  wareo : 

Erstens  die  Grösse  des  logarilhmischcn  Decrements  der  Ab- 
nahme  der  Sch\vinfningi<boi,'oii,  welches  nach  Abzug  des  vom  olrkiro 
magnetischen  Eiutlusse  unabhängigen  IhcUes,  nach  gemciucu  Luga- 
nlhmeo, 

=  0,027988 

gefunden  worden  isl;  folglich,  mich  naiiirliclien  LogariUunea, 

A  =_z  O.OGiiia. 

Zw  ei  Ions  die  Grösse  der  Schwingungsdauer  der  Magneto- 
meternadei 

wobei  noch  zu  bemerken  war,  dass  die  magnetische  Directionskrafl  od- 
gef^hr  um  ihren  68**"  Theü  durch  die  Elasticitai  des  FadeuB  vermehrt 
war,  also  ' 

Drittens  die  GrOsse  des  NadefanagDetismus  im  VeiiiSlltoiss  mn 
Erdmagnetismus  war  aus  den  in  folgende  Tafid  enthaltenen  Eif^eboissei 
der  Ablenicungsversuche  tn  entnehmen : 


Nr. 

R. 

V. 

l. 
2. 
3. 

400*"» 

500 
600 

32"  37'  52"  5 
iS    i  52.  5 
10  37  X5 

4. 

400 

i^  24  45 

Die  drei  ersten  Nunmiem  bezidirn  sich  auf  die  Versuche,  bei  weichender 
Mittelpunkt  der  MaiiiictoiiictoriKulcl  und  ihre  aiaj^neUsclu;  Axe  uiil  Uciü- 
j(-iii.i,'Oii  Perpendikel  auf  den  luagnolisf  hen  Meridian  zusammenfiel,  wel- 
ches» diircli  den  Mittelpunkt  der  IlUlfsboussole  gelegt  wurde ;  die  vierte 
Nummer  auf  einen  Vorsuch,  wobei  die  Magnelomelernach-l  zwar  ebeö- 
falls  mit  ihrer  Axe  senkrecht  _;;et;en  den  magnetischen  Meridian  lag,  aber 
ihr  Mittelpunkt  in  der  durch  den  Mitklpuukt  der  Hülfsboussole  dem  ina- 
gnetiscbeu  Meridiane  parallel  gelegten  Geraden  sich  befand.  Auch  war 
ennittelt  worden,  dass  das  hieraus  hervoi^ehende  Verhaitoiss  des  Nadel- 
magnetismus  zum  Erdmagnetismus  in  dem  Verhitltniss 

40000  :  40293 


Digitized  by  Google 


ELEKTROOnUiasaiB  MAASUESTOniüKGBN.  S43 


vergrössert  werden  muss,  wenn  es  fllr  die  Zeit  gelten  soll,  wo  die  Ab- 
nahme der  Schwingungsbogen  und  die  Schwiogungsdauer  der  Magoeto- 
meternadcl  beobachtet  worden  waren. 

Die  Ableitung  der  Werthe  von  e  und  in  den  zur  Berechnung 
des  Widerstaods  aufgestellten  Formeln : 

aas  den  eben  angeftlhrten  Datis  ist  nun  folgende.  Man  denkt  sich  die 
nach  der  S.  238  schon  erwfibnien  idealen  VertheiluogBweise  an  derOber- 
flsche  der  Nadel  verbreitelen  magnetisdieii  Haida  jedes  in  seinem  MiUel- 
punicle  (Schwerpunkte)  concenlriert,  d.  i.  in  zwei  Punkten,  welche  in 
der  Entfernung  0'  von  der  Mitte  der  Nadel  in  einer  mit  der  Richtung  der 
magnetischen  Axe  parallelen  Lmie  liegen  vnd  deren  Abstand  ==:  2e' 
ist.  Die  Lage  des  Hittelpunkts  der  Nadel  und  ihrer  magnetischen  Axe 
gegen  den  Mittelpunkt  der  abgelenkten  Boussole  und  gegen  den  magne- 
tischen Meridian  ist  in  obiger  Tafel  fiir  jeden  Versudi  genau  besthmnt. 
Hat  nun  fllr  die  Boossde  j^eidie  Bedeutung  wie  e'  für  die  Magneto- 
niclernadel,  so  leuchtet  ein,  dass  fUr  jede  gegebene  Ablenkung  der 
Büussole  V  di('  Lage  (Ilm-  i  l'uukte.  in  denen  die  magnetischen  Fluide  bei- 
der Nadcia  conrenlriori  iietlachl  worden,  gegen  einander  und  gegen  den 
magnetischen  Meridian  durch  e'  und  /"  vollständig  Lcstiuiint  worden,  und 
dass  sich  dann,  mit  Hülfe  des  Gesetzes,  nach  welchem  zwei  Elonietite 
des  magnetischen  Fluldums  auf  einander  wirken,  aus  dem  YcrhlUtuisse 
des  Magnetismus  der  Magnetometcrnadcl  3/  zum  Erdmagnetismus  T.  das 
Verhüitniss  des  Drehungsmoments,  welches  die  Magnetometernadel,  zu 
dem,  welches  der  Erdmagnetismus  auf  die  Boussole  ausübt,  bestimme 
lasse.  Diejenige  Ablenkung  v,  fllr  welche  diese  beiden  Drehungsmo- 
mente sich  entgegengesetzt  gleich  ergeben,  ist  die  beobachtete,  die  da- 
durch  in  Abhängigkeit  von  e\  f  und  ^  kommt.  Die  Gleichung,  welche 
die  Abhängigkeit  dieser  Grossen  ausdruckt«  eigiebt  sich  daraus  fllr  den 
Fall,  wo  die  Gerade  Jt,  welche  die  Mittelpunkte  beider  Nadebi  verbindet» 
auf  den  magnetischen  Meridian  senkrecht  ist: 

(Ur  den  Fall,  wo  K  dem  magnetischen  Meridiane  parallel  ist, 

taagi>=:  ^  -  i  >v-i4-u,.,^)rr  ^ 
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Die  Annabme  von  der  ConoentratioD  der  nugnelisdien  Fluida  ist  mm 
aber  mir  dann  zulHssig,  wenn  diejenigen  Glieder,  welche  mit  R'*  oder 
mit  höheren  Polenzen  dividiert  and»  vemacUflasigt  werden  dürfen.  Da 
nnn  Air  jeden  Yersoch  in  obiger  Tafel  die  Werlbe  von  Jl  und  v  gegeben 

sind,  so  giebt  jeder  Versuch  eine  Gleichung  zwischen  /",  -J'- ,  und  folg- 
lich geben  die  4  in  obiger  Tafel  niilhaltenen  Versuche  4  Gleichungen 
zwischen  diesen  3  Grössen,  von  denen  drei  zur  Ik'stinununij;  die.>>er 
Grossen  dienen  uiul  die  vierte  zur  Gontrole,  dass  die  WcrUic  von  iJ 
wirklich  ao  gross  sind,  dass  die  Glieder  der  höheren  Ordnung  vernach- 
lässigt werden  dürfen.  Die  Wcrthc  obiger  3  Grüssen,  welche  mit  den 
Beobachtungen  am  besten  harmonieren,  sind : 

6'  =  33,71 5 

f  ~  U.856 

=  20143000. 

Der  letztere  Werth  von  -y-  gilt  für  die  Zeit»  wo  die  Ablentnmgsver^ 
suche  gemacht  wurden,  und  muss  nach  S.  248  mit  4,0i9d  multiplicierk 
werden*  wenn  er  fto  db  Zeit  gelten  soll,  wo  die  Sdiwingnngidaner  und 
die  Abnahme  der  Schwingungsbogen  beobachtet  worden  sind;  fUr 
letztere  Zeit  ergiebt  sich  also 

*f  =  4UÖC000 

Substituiert  man  femer  den  gefimdenen  Werth  von  e'  in  der  Gleichung 

^  =  0.0088352  +  0,00000001 5876  «V, 
welche  auch  iUr  die  zweite  Yosuchsreihe  gilt,  weil  die  Abmessungen 
des  Dampfers  hier  die  nttmlicben  sind,  wie  die  Abmessungen  des  Mul- 
tiplicators  in  der  ersten  VersucbsFeihe,  so  erhalt  man 

^  =  0,0028532 

oder  r"  =  300,48  . 

und  mit  diesem  Werthe 

j{S  =  tang  f»^  =  0,96314. 

Ausserdem  ist«  wie  in  der  ersten  Versuchsreihe, 

«  =  4854. 

Hieraus  ergiebt  sich  dann 

»  — TT»'*^*o' — X-  '  r 
=  5!  •  4  8ü42ffir    0  96314  •         o.ocuu'  »so,«» 
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oder  «==1898.10«. 
Durch  das  definierte  WiderstandsnuiaßS  W  und  durch  diese  Zalil  w  ist 
also  der  Widerstand  der  Kette,  welche  bloss  aus  dem  Dämpferdraht  be- 
stand, vollständig  bestiBunt 

19. 

BenschnuDg  des  Widentands  aus  der  dritten  Versncbsreibe. 

Auch  bei  der  dritten  Versuchsreihe  bestand  die  Kette,  deren  Wider- 
stand bestimmt  werden  sollte ,  bloss  aus  dem  Braille  dos  Dnnipfcrs, 
und  die  Versuche  waren  nach  der  /weiten  .Alethude  ausgciuint  wor- 
den.   Der  wesentliche  Unterschied  von  der  zweiten  Versuchsreihe  be- 
stand daher  bloss  daun,  dass  der  zur  Magnetoinelernadel  ijchrauchte 
natürliche  Magnet  viel  kleinere  Dirnonsionen  hatte,  ^MKlurch  eineiM  ii.s 
zwar  die  Rechnung  vcicmlai  hi  wurde,  weil  bei  so  kleinen  Dimen- 
sionen ,  im  Vergleich  zum  Durchmesser  des  Dampfors    dio  Art  der 
Vertheiluni,'  des  freien  Magnetisnmü  nicht  in  Betracht  iumnU,  citnieror- 
seits  verlor  aber  dadurch  die  Messung  au  Pracision,  weil  der  31agac- 
tismus,  so  stark  er  auch  im  YerhüUniss  zur  Grösse  des  Magnets  war, 
doch  fast  nur  den  H)""  Theil  von  dem  JlagnetisniN ^  der  grösseren  Na- 
del betrug,  wodurch  die  Dämpfung  so  geschwüciit  wurde,  dass  die 
Beobachtungen  keine  so  fei/u;  Bestimmung  des  logarilhmischen  Dccre> 
mentjs  der  Abnahme  der  Schwiugungshogen  gestatteten. 

Die  unmittelbaren  Ergebnisse  der  Versuche  waren:  Erstens  die 
Grösse  des  logarithmischen  Decrements  ftlr  die  Abnahme  der  Schwin- 
gungsbogen,  welches,  nach  Abzug  des  vom  elektromagnetischen  Ein- 
flüsse unubhüngigen  Theils,  nach  gemeiuen  Logarithmen 

0,00345 

gefunden  worden  ist,  folghcli,  nach  nattirlichen  Logarilbmcn, 

A  =  0,007944. 
Zweitens,  die  Schwiuguugsdauer  der  Nadel 

r  =  3,9027 

Die  ElaslicitlU  des  AufliMngefadens  konnte  vernachlässigt  werden,  da 
sie  die  Directionskraft  noch  nicht  um  ^Voxr  vergrössorte. 

Drittens,  die  Grosse  des  Nadelmagnetismus  im  Verhültnisse  zum 
Erdmagnetismus  war  aus  den  in  folgender  Tafel  zusammengeälelheu 
Ablenkungsversuchen  zu  entnehmen. 

AI*nil.4.K.8.GM.4.WiiMMafe.l.  J9 
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ß. 

r  j 

240.  la 

20*  IS*  0 
9    4  52 

Die  Lbie  A,  welche  die  Mittelpunkte  der  ablenkenden  und  abgelenkten 
Nadel  verband,  war  dabei  senkrecht  auf  den  magneliachen  Meridian. 

Iliemns  folgt  nach  der  in  der  ,JiUeii»la»mmafftieliette  Urrttln$ele,*' 
von  Gauss  gegebenen  Regel : 

laug  ;iU"  42        =       •  180,08-»  +  a  .180,08"^ 

lang  9»  4  52"  =       ■   240.I8-»  +  a . 240,18-* 

also  =5  Ä824660. 

Es  ist  jedoch  hierbei  zu  bemerken,  dass  bei  dem  geringen  Grade  von 
GenauigWeil,  welchen  diese  mit  so  kloinen  Magneten  gemachten  Ableu- 
kungsvcrsuc\\e  besitzen,  die  EliiniiKiiion  des  zweiten,  von  der  5**  Po- 
tenz der  Enlfcrnang  abhangigen  Gliedes  sehr  uusiclier  ist,  so  dass  ein 
ebenso  genaues  oder  vielleicht  noch  genaueres  ResulUit  gewonnen  wird, 
wenn  man  dieses  zweite  (iUed  gar  nicht  berücksichtigt.  Alsdann  flu- 
det  man 

lang  20°  42' = .  48Ö.08-« 

lang     4'  öa"  =       •  SI40J8-» 

und  hieraus  die  beiden  Worthe  Air     - : 

2?06600 
2214300 

oder  den  Mittelvverth 

2210;)r)0. 

Bei  deui  Zweifel  darüber,  ob  der  eisten  oder  der  zweilen  Bereeiinung 
im  vorliegenden  Falle  der  Yor/.uf?  geliiilite,  und  da  diu  auf  hcid*^  Weise 
erhaltenen  Rcsullale  ohnedem  wenig  verschieden  sind,  so  soll  aus  den 
Resultaten  beider  Bcrechungen  das  iMiUel  genommen  werden ,  nümlich : 

-^  =  2217600. 
Weil  nun  außerdem  für  den  Dämpfer  wieder  dieselben  Abmessviigen 
wie  in  der  vorhergehenden  Versuchareihe  gellen^  dabei  aber  das  von 

e'  abhängige  GUed  im  Werthe  von  ^  wegen  der  Kleinheit  der  Nadel 
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UBmerkUcb  ist,  so  ergiebt  sich 

^  =  0,0028352 
r"  =  352,74 

folglich 

=  tang  «0  =  0.050S4. 

Ausserdem  ist,  wie  in  der  voilieigeiieiiden  Reibe, 

9=1854. 

Hieraus  eigiebi  siob  dann,  wenn  seiner  Klejuheit  wegen  veroacb- 
lllssigt  wird, 

w  —  nnna  .  lang     •  — +~  •  j- 
=  «SM«.«. .  0.08054  •  "liKir'  • 

oder 

10  =  4900  .  40*. 

Der  Unterschied  dieses  Werthes  von  dem  aus  der  zweiten  Versuchsicilio 
abgeleiteten  ist  klcM'iKu-,  ats  der,  welchen  die  unvermeidlichen  Beoitach- 
langsfefaler  der  letzten  Reibe  verursachen  lutnnen. 

20. 

Vei^gleicbnng  des  Widerstands  der  Kette  in  der  ersten  Vmieha» 
rake  mit  dem  Widerstande  da*  Kette  in  der  swriten  vnd  dritten 

Reilie. 

Es  sind  in  obigen  Vcrsuclisreihcn  die  Widt^rstönde  zweiof  Ketten 
nach  absolut(>ni  Maasse  gemessen  wurden,  von  denen  die  erstere  zu- 
sammcngeselzl  war  4)  aus  einem  Drahte  welclier  zum  Multipücator 
diente,  2)  aus  einen)  Drahte  Ii,  welcher  zum  Erdinductor  diente,  3)  aus 
zwei  kurzen,  dicken  \  Li  ijinduniisdrahten  C.  Die  letztere  Kette  bestand 
dagegen  bloss  aus  dem  Drahte  A,  welcher  zum  Dämpfer  gebraucht 
wurde.  Die  Vergleichung  des  Wid«  r  t.iiuls  beider  Ketten  bendit  hauptr 
säcliiich  auf  der  Vergleicbung  de-  Klcrstands  A  mit  dem  W  n I  i. pfände 
B,  da  der  Widerstand  C  so  gering  ist ,  dass  scm  Einfluss  nacli  Propor- 
tion seiner  I.Hnge  und  seines  Querschnittes  leicht  als  Corrcction  in  Rech- 
nung gebracht  werden  konnte. 

Da  die  unmittelbare  Vergleichimg  der  Widerstände  A  mul  D  bei 
ihrer  grossen  Verschiedenheit  zu  einem  weniger  ;>it  lieren  Resultate  ge- 
filhrt  haben  wttrde,  wurden  3  Uulfsdrähle  a,  b,  c  zugezogen,  durch 

»♦ 
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welche  es  möglich  wurde,  das  Veriittlüiiss  von  A :  B  blotft  auf  solche 
Messungen  m  gründen,  durch  wdehe  oninittclbar  Btir  einander  nahe 
gleiche  WidersÜlnde  verglichen  worden. 

Diese  Wider^ndaverig^ichmigen  wurden  äUmnlUeh  nach  der  in 
der  Beilage  C  heschriebcnen  und  durch  ein  Beispiel  erlSulerten  Me- 
thode ausgeführt,  und  es  genügt  daher,  in  der  folgenden  Tafel  die  Re- 
sultate zusammenzustellen,  ohne  in  das  Detail  der  Beobachtungen  ein- 
zugehen. In  der  ersten  Cojunme  sind  die  nach  der  angegebenen  Me- 
thode gemachten  Wideretands vergleich ungcn  durch  Nummern  unter- 
schieden. Die  zweite  Colurone  unter  X  gibt  die  Bezeichnung  des  ge- 
suchten WiderstandsverhiUtnisse.s,  die  dritte  Golnmne  unter  q  den  ge- 
rundenen  Zahlenwerth.  In  den  beiden  letzten  Columncn  snid  endlich 
die  Logarithmen  von  f/  und  q  +  \  beigefügt  worden. 


Nr. 

X. 

9 

1-og  q 

Log(^+1} 

4. 

B 

1,04354 

0,01851 

0,31038 

b 

B  +  e 

4  «03498 

0.30856 

3. 

a 

B  +  h  +  c 

1,00752 

0,30266 

4. 

0,<J1ä2ü 

9,»G15G 

A 
B 

7,3224 

9,94305 

0,92160 

Nun  isl 

das  heisst,  der  Unterschied  der  beiden  LogariÜimeQ  in  der  vierten  Co- 
lumne  (welcher  damntcr  angegeben  tat)  ist  der  Summe  der  drei  Loga- 
rithmen in  der  l^ten  Columne  (die  gleichfolis  danmtor  angegeben  ist) 
hinzuzufügen,  um  den  Logarithmus  des  gesuchten  Verhältnisses  zu 
eriialten,  welches  hiemach  berechnet  unter  der  dritten  Columne  be- 
merkt ist. 

Für  C  reicht  es  hin,  zu  bemerken,  dass  der  Quersohnilt  d  IM 
gi'Osser,  die  Linge  30  Mal  kleiner  war.  ab  bei  B;  folglich,  da  beide 
Driihte  von  Kupfer  waren,  das  Wtderstandsveriittitniss 

-?=«> 
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woraus  endlich  zur  Vergleichung  des  Widerstandes  der  in  der  (ersten 
Versuchsrciho  ^'cbrniiclilen  Kette  A  B  C  mit  dem  Widerstande  der 
Kette  A  in  dea  beiden  andern  Yersuobsreiheu  t'oigt  :- 

Nun  ist  A  -|-/?-f  aus  der  ersten  VersuchsrcUic  nach  absululcm  Maasse 
bestimmt  wurden : 

A  +  ß  +  C       2lfiG  .  10''  . 

Dividierl  maa  diesen  Werth  mit  obi^a  Qttotienten»  so  erb^t^man  dco 
Werth  voD  A  aus  der  ersten  Versocbsreihe  abgeleitet : 


Uebemelit  der  verachiedeaen  BtaaMbeatinmiuigen  flir  den  Wider^ 
stand  des  Hultiplieator*  oder  Dimpferdrabtes  A* 

1.  Aus  der  ersten  Versuchsreihe : 


U.  Aus  der  zweiten  Versuchsreihe  : 
IIL  Aus  der  dritten  Versuchsreihe 


Von  diesen  drei  Maassbcstimniungen  Olr  denselben  Widerstand  ist  der 

dritten,  wie  .schon  bemerkt  worden  ist ,  ein  geringeres  Gewicht  beizu- 
legen, als  den  beiden  ersten.  Da  sii?  aber  mit  den  beiden  andern  sehr 
nahe  ui)enMiistiiiirul,  so  ist  kein  (jinnd,  sie  auszuichiicssüu,  und  es  er- 
giebt  sich  aus  aiieu  iolgender  Miüclwerlh: 


DieUdiereinstimmung,  welche  eich  hiemach  zwischen  den  beiden  nach 
ganz  verschiedenen  Methoden  erhaltenen  Blaassbestimmungen  für  den 
Widerstand  des  Drahtes  A  oiigiebt.  nAmlich  zwischen  der  aus  der  er- 
sten und  der  aus  den  beiden  letzten  Versuchsreihen,  hat  darum  noch 
besonderes  Interesse»  weil  sie  beweist,  dass  die  1864  Umwindnngen, 
welche  dieser  Draht  im  Sfultiplicalor  oder  Dampfer  bildete,  durch  die 
Wolle,  womit  sie  umsponnen  waren,  hinreichend  isolirt  wurden.  Denn 
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hlllto  durch  die  Wolle  hindarr-h  eine  Leitung  von  einer  Uniwindung  zur 
ondern  stattgefunden,  so  svurtle  dadurch  in  der  ersten  Versachsreihe 
die  Wirkung  des  Multiplicators  auf  die  Magnotoraetemadel  geschwBchl 
worden  sein  und  die  Rechnung  würde  einen  zu  grossen  Widerstand 
gegeben  haben,  wie  wenn  der  durch  den  ganzen  Draht  gehende  Strom 
durch  einen  grösseren  Widerstand  geschwächt  worden  wJlre.  Auf  das 
aus  der  /.weiten  Versuchsreihe  berechnete  Resultat  würde  dagegen  die 
Leitung  durch  die  Wolle  hindurch  von  einer  Windung  zur  andt!m  gar 
keinen  Einflus«?  gehabt  haben;  denn  es  ist  bekannt,  dass  die  Dämpfungs- 
kraft  eines  DlUnpfers  dadurch  nicht  geändert  wird,  dass  seine  Draht- 
windungen in  leitende  Verbindung  mit  einander  gesetzt  werden.  Wc- 
nii^stens  kann  dadurch  auf  keine  Weise  die  Dümpfungskrafl  vi  rinindert 
werden;  eine  Vergrösserung  derselben  würde  aber,  wenn  si  '  irgend 
merklich  g(^wesen  wäre,  bewirkt  haben,  dass  die  Rechnung  den  Wider- 
sland  XU  klein  ergeben  btttte. 

S». 

,  Etdons  m  WderaliadlinemiDgeB  iMidi  abiolatieiii  Mause. 

liaile  der  Draht  A .  dessen  Widerstand  durch  obige  Maasshestim- 
roungen  nach  absolutem  IMaasse  bekannt  war,  als  Widerstands -Elalon 
aufbewahrt  werden  können;  so  würde  er  selbst  dazu  haben  dienen 
können,  alle  Widerstandsmessungen  auf  absolutes  Maass  zu  reducieren, 
ohne  dass  eine  Wiederholung  der  Originalmessung  nöthig  gewesen 
wäre,  so  lange  man  auf  die  Unvcrändcriichkeit  des  Etalons  bauen  dürfte. 
Jener  Draht  war  aber  nicht  zu  diesem  Zwecke  bestimmt,  und  es  war 
seine  Benutzung  zu  der  vorliegenden  Untersuchung  nur  ftlr  kurze  Zeit 
verstaltet.  Sollte  daher  der  Nutzen ,  welchen  die  gewonnenen  Resultate 
auf  die  Dauer  fUr  künftige  Maassbestiauuungcn  des  Widerstands  haben 
konnten,  nicht  verloren  gehen,  so  mussten  Copien  vom  Drahte  A  ge- 
macht werden,  deren  gleicher  Wi(h>r.stand  verbürgt  war,  oder  Etalons, 
(teren  Widerstand  mit  dem  Widerstände  A  genau  vei^gUchen  war.  Es 
können  nun  zuntlchst  zu  solübra  Etalons  die  oben  angerührten  drei 
Kupferdrübte  a,  h,  c  dienen ,  welche  als  Hülfsdröhte  zur  Vergleichung 
der  Widerstände  A  und  B  gebraucht  worden  sind,  and  deren  Wider» 
gtandsvorhältniss  zu  A  aus  den  obigen  Beobachtungen  abgeleitet  wer* 
den  knnn.  Denn  oaob  den  obigen  Beobaobtungen  war 
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log    -|  ^0.01851 

FUgi  maD  nach  Olngem  oocb  binza :  , 

U>s4  =  0,86465 

iogil  =  H,S7S82 
so  ergeben  sich  hieraas  die  Widerstönde  der  drei  KupferüräliU;  a,  b,  c 
nach  absolutem  Maasse,  nämlich  : 

«==  10420  .  10^ 

»=  5S60  .  <0' 


Diese  so  bestimmten  drei  Widerstands-Klalons  sind  mit  der  angegebe- 
nen Bezeicboong  and  dem  beigeftigten  Widerstandswerthe  in  der  In- 
stoimentensammlung  des  physikaiiscben  Insüluls  der  UniversiUlt  Leipzig 
medetgelegl  worden. 

Da  nun  aber  mit  dem  von  laeobi  ao^esleiltenWidcrsiands-Etaloa 
schon  viele  Widerslandsmessungen  gemacht  and  Gopien  desselben  Yef^ 
bnilel  worden  sind,  so  ersohieii  es  Hur  pnklisdie  Anweadangen  am 
bequemsfen,  den  Werth  dieses  Blaloos  nach  absolutem  Maasse  zu 
heslinunea,  was  sich  ieksht  durch  eine  Vergieicbung  dM  Widerstands 
dieses  Elalons  «lit  dem  Widerstände  des  oben  mit  e  bezeichneten  Ku- 
plbrdiahtes  erreichen  iiess.  Auch  diese  Vergleidiung  wurde  nicht  un- 
mitlelbar  amigelührt,  sondern  durch  einen  vierten  Kapferdinht  d  ver- 
mittelt. 

Es  ist  S.  SU  der  Widerstand  einer  Copie  des  Jacobi'scbeo  Bta- 
Ions  /  mit  dem  Widerstande  des  Origuials  verglichen  worden.  Die 
Yergleichiing  derselben  Go|ue  mit  einer  anderen  findet  man  in  Beilage  €. 
Bs  ei^ebt  sich  daraus  der  Widerstand 

der  ersten     n=  «,9845  .  J 
der  zweiten  =  0,9839  J 
in  Summa  =  1,U654  .  J 

Die  Vergleichung  dieses  Widerstands  mit  dem  des  Drahtes  d,  nach 
der  Beilage  C  beschriebenen  Methode,  ergab  für  d: 

d  =  4,1295  .  1,9634  .  J  =  iMO  .  / 
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Die  Vergleicliung  dieses  letzteren  Widerstands  aebsl  dem  der  beiden 
Copieu  uiil  dem  des  Dralilcs  c  ergab  aber  für  c 

c  =  0,993  .  (2,220  +  i,9G54)      =  4,156  .  J 
folgUcb»  da  e  nach  absolutem  Maasse  S487  .  10'  -^^^^  isl. 

^=Ö98.^0'-S^=SÖ7^. 

Herr  lospedor  Leyaer  in  Leipzig  bat  eine  Anzahl  Gopien 
des  Jacobi'schen  Etalona  daigeslelll,  deren  Wideraland  nach  genauer, 
von  Herrn  Dr.  Quintos  Icilias  anagetahrler  PrOfung  sowohl  in 
Theilen  des  Jacobi'schen  als  des  absolnten  Haaases  angegeben  ist. 

«3. 

Ceber  Neumanns  Inductions-Constante  und  Kircliko0s  Bestiaunang 

derselben. 

In  PoggendoHb  Annalen  1849.  Bd.  76.  S.  412  ff.  ist  soeben  eine 
Abhandlung  des  Hm.  Dr.  G.  Kirchboff  in  Berlin  ergdiieBai:  „Beetim- 
mung  der  Constanten,  von  weicher  die  Intensitltt  indoderter  elektrischer 
Strome  abbüngt". 

Herr  Kircbhoff  aagt:  „Die  malfaematischen  Gesetze  der  induderten 
elektrischen  Ströme  sind  von  Neumann  und  Weber  aufgestellt  wor- 
den ;  in  dem  Ausdrucke/  den  beide  fUr  die  Inlensitllt  eines  induderten 
Stromes  gelbnden  haben,  kommt  ausser  Grössen,  die  in  Jedem  gegebe- 
nen Falle  gemessen  werden  müssen,  eine  Goostante  vor,  die  ein  iUr 
alle  Mal  durch  Versuche  ermittelt  werden  muss,  und  dieNemnann  dnrdi 
•  bezeichnet.  Diese  zu  bestimmen  habe  ich  unternommen." 

Diese  von  Kirchhoff  bestimmte  Gonstanto  «  steht  nun  in  einer 
einlkchen  Behition  zu  dem  von  ihm  gebrauchten  Widerstandsmaasse  und 
zu  dem  oben  definierten  absoluten  Widerstandsmaasse,  wdcbe  auf  fol* 
gende  Weise  ausgesprodien  werden  kann. 

Nach  dsa  oben  fes^esetztenMaassoifilrStromintensitaten,  elektro- 
motorische KrOfle  und  itlr  Widerstünde  bat  man  für  die  Strominten- 
sittit  t,  welche  durch  die  elektromotorische  Kraft  e  in  einen  gcschtos- 
senen  Ldter,  dessen  Widerstand  w  ist,  hervorgebracht  wird,  folgende 
Gleichung : 
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Fuhrt  man  nun  andere  Blaasse  ein,  die  sich  zu  jenen  absoluten  vei^ 
halten  wie : 

a  1 1 

b  :  i 

c  :  1 

und  bezeichnet  mit  t ,  e,  w'  obige  drei  nach  den  neuen  Maassen  ausge- 
druckte Grossen,  so  erhüll  man 

tti'  —  i,  be  ~  e,  cto'  =  w 

folglich 

ttt     =    --T  . 

CW 

Eine  genauere  Prüfung  und  Vergleichung  degenigen  Maaese,  weiche 
dem  Ncumann'schen  Ausdrucke  fUr  die  Intensität  eines  inducierten 
Stroms  und  Kirchhoffs  Rechnung  zum  Grunde  liegen ,  mit  obigen  Maas-» 
sen  ergiebt,  wenn  Millimeter  und  Secunde  als  Raum-  und  Zeitmaass  der 
Geschwindigkeitsmessong  zum  Grunde  gelegt  werden , 

a  =  /i  und  4  5=  /2 
und  man  bat  also  hieroach 


wofkir  man  auch  schreiben  kann 


Der  conslantc  Goefficieut      ,  mit  welchem  in  rliosr <m  Ausdrucke  dos 

C 

inducierten  Stroms  die  elektromotorische  Kraft  e  nuilttpliciert  ist,  ist 
nun  die  von  Neu  mann  und  Kirch  hoff  mit  #  hezeiclinele  C.onstante. 
Zugleich  ersieht  man  aus  der  gegebenen  Darstellung,  dass  c  —  —  die 
Zahl  isl ,  welche  antriebt,  mn  wie  viel  Mal  das  gewählte  Grundraaass 
des  Widerstandes  grösser  ist,  als  das  Art.  1 0  definierte  ah'^olute  Wider- 
standsmaass.  Wählt  man  z.  B.  ein  solrfios  Grun(hnaass,  Itir  welches  die 
fnductions-Constantc  e=  1  isl,  so  verhillt  sich  dieses  Grundmaass  zu  dem 
Art,  1 0  definierten  wie  2:1.  Nun  findet  Ki  r  c  h  h  o  f  f  aus  seinen  Beobach- 
tungen :  ,,Es  isl  die  Conslante  f  =  ^ ,  w  enn  man  als  Einheit  der  Geschwin- 
digkeit die  Geschwindigkeit  von  1  000  Fuss  in  der  Secunde,  als  Einheit 
des  Widerstands  den  Widerstand  eines  Kupferdrahts  von  einer  Qua- 
dratlinic  Querschnitt  und  0,434  Zoll  Länge  annimmt."  Diesen  Angaben 
liegt  das  preussische  Längenmaass  zum  Grunde.  In  Meterma,ass  Über- 
setzt heisst  dies:  Es  ist  dieConstante  «  =  1,  wenn  man  als  Einheit  der 
Geschwindigkeii  die  Geschwindigkeit  von  313853  Abilimeter  in  der 
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Seconde,  als  Einheit  des  Widerstands  den  Widerstand  eines  Kupfer- 
drahtes von  4,75  QuadralnuUiiDeter  Querschnitt  aod  II »35  MiHimstef 
Lttnge  annimmt. 

Bs  lüBSl  sich  min  leicht  nachweisen,  dass  «  =  I  bleibt,  so  lange 
als  d^s  hier  angebene  Verhaltniss  der  beiden  Maasse.  desGeschwindig- 
keitsmaasses  und  des  WiderslandsDiasse«,  unveiflnderi  bleibt.  Bs  iil 
daher  die  Constante  •  =  I,  auch  wenn  man  als  Binheil  der  Geschwin- 
digkeit die  Geschwindig^it  von  I  MilUmeler  in  der  Secunde,  ab 
Einheit  des  Widerstands  den  Widerstand  eines  Kupferdrahtes  von 
4,75.313853  QuadralmilUmeter  Querschnitt  und  11,35  Mfliimela' 
Lttnge  w»hlt. 

Du  uuu  dann  fili"  f  — =  1  ,  c  =  Ü  ist,  üü  crgicbt  sich  ,  dass  dieses 
Maass  des  Widerstands  2  Mal  grösser  ist,  als  das  Art.  10  definierte  ab- 
solute Maass  des  Widor.st.ti^ds. 

Aus  Kirch hoffs  Beobachtungen  orgiebt  sieb  also  nach  der  an- 
gegebenen Reduction  das  Art.  10  definierte  Maass  des  absoluten 
Widerstands  gleich  dem  Widerstände  eines  Kupferdrahtes  von 
4,75  .  313853  Quadratmillimeter  Querschnitt  und  5,675  Millitn«  ter 
Länge,  oder  von  262752  Quadiatmillimeter  Querschnitt  bei  I  Milli- 
meter Lttnge. 

Aus  den  in  dieser  Abhandlung  mitgetheilten  Beobachtungen  hsl 
sich  dagegen  nach  Art.  22  ergeben,  dass  der  JacobTsche  Kupferditbl 
bei  0,3335>  ff  QuadratroiUlmeter  Querschnitt  und  7619,75  Millimeter 
Lttnge  einen  598  .  iO^  Biai  grosseren  Widerstand  besass,  ab  das  Ar- 
tikel 10  definierte  absohileWiderstandsmaass,  und  dass  Iblglich  von  die 
sem  Kupfer  der  Widerstand  eines  Kupferdrahtes  von  0,3335*.  598 . 1 0^  « 
Quadratmillnneter  Querschnitt  und  7619,75  Millimeter  Lange  oder  der 
Widerstand  eines  Kupferdrahtes  von  274250  Quadratmillimeter  Quer- 
schnitt bei  1  Millimeter  Lange  dem  Widerstandsiniaass^*  ijleich  sei. 

Die  Uebereinstimmung  dieser  beiden  auf  ganz  verschiedenen  We- 
gen erhaltenen  Angaben  kann  nicht  grösser  erwailet  werden ,  weoo 
man  beachtet,  dass  die  Drahte  von  Jacobi  und  von  Kirch  hoff  von 
verschiedenem  Kupfer  gemacht  waren,  und  dass  in  dor  T,<ütungsf^higkeil 
oder  in  dem  Widerslandsooeflkienten  des  Kupfers  oft  noch  weit  gros- 
sere Dififerenzflo  vorkommen.  Setzt  man  die  Differenz  der  beideo 
gaben  bloss  auf  Rechnung  der  Verschiedenheit  des  KupfeQi,  so  ecgiebt 
sich,  dass  das  von  Jacobs  gebrauchte  Kupfer  eine  etwas  geringere  La»- 
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lOBgtfilhigkeit  oder  einen  etwas  grösseren  WiderstandscoeflSdenten  be» 
«88,  als  das  voo  Kircbli off  gebraocble.  Auch  ich  habe  den  Wider* 
'slandaooeffideikteD  des  roa  mir  gebraochleii  Kupfers  kleiner,  als  den 
des  von  lacobi  gebraoGhten  ^Bfonden,  und  der  Unterschied  war  so- 
gar noch  betrKpblUoh  grOsssTp  als  bei  dem  von  Kirchboff  gebrsuchlen 
Kupfer.  Eine  unmittelbare  VeiigleiGfaang  des  Widerstands  das  Kirch- 
hoff  sehen  Drahtes  mit  dem  JacobPschen  Grandmaasse  würde  daher  von 
besonderem  Interesse  sein  nur  genauem  Yergleichung  der  Resultate 
boidar  MiBssungen* 


ni. 

BEISPIELE  DER  ANWENDUNG  DES  ABSOLUTEN  WIDERSTANDS- 

MAASSES. 

21. 

Anwendung  des  Wi<lei*sUutlsmaasse«i  zur  Messung-  galvanischer 
Strüme  bei  technischer  Benutzung  derselben. 

Fttr  die  technischen  Anwendnngen  des  Galvanismus,  z.  B.  zu  che- 
mischen Zwecken  und  rar  Gaivanopla'stik,  fehlt  es  oft  an  dnftichen 
und  allgemein  verständlichen  Vorschriften.  Jeder  Techniker  ist  daher 
genOtiiigt,  durch  eigene  Versm  lio  die  VerhUltnisso  zu  erproben,  welche 
gdnstige  Resultate  geben.  Der  dadurch  verorsachle  Zeit-  und  Kosten- 
aufwand erschwert  diese  Anwendungen  des  Galvanismus  besonders  bei 
grössert'ü  Unternchraungen  Solrhe  Vorschriften  fehlen  aber  nicht  so- 
wohl darum,  weil  noch  keine  jj;entlgen(len  Erfahnmgfn  L-^oniacht  wören, 
als  vielmehr  weil  die  Resultate  der  geraachten  Erfahrungen  sich  nicht 
einfach  und  bestnomt  aussprechen  lassen ;  denn  blosse  Beschreibungen 
des  Verfehrens  genügen  daza  nicht.  Nur  durch  galvanische  Ifaass- 
besiimmmigen  ist  es  möglich,  die  Resultate  der  gemachten  Erfahrungen 
mit  wenigen  Worten  und  2ahlen  aUgemein  verstVndlich  dansulegen 
ond  bestimmte  und  genaue  Yorschriften  zum  fcOnfligen  Gebrauche  av 
geben,  und  ebenso  notbwendig  sind  die  galvanisohen  MaassbeslinH 
mengen  in  der  Anwendung,  um  sich  der  SrflUhmg  der  yofgesdiriebe- 
pen  R^ln  zu  versichern. 
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Es  handelt  sich  dabei  um  die  Wirksamkeit  des  galvaniscben 
Stroms,  die  aber  nach  Verschiedenheil  der  Umstände  sehr  verschie- 
den zu  bemessen  ist.  Oft  ist  CS  die  blosse  Slromintensiiat,  um 
welche  es  sich  liandcit ,  z.  B.  bei  galvanoplastischcu  Niederschlägen. 
Oft  ist  aber  die  Stroniinteositni  nur  der  eiue  Factor  der  fragHchen  Wirk- 
samkeil, deren  anderer  Factor  die  Lange  des  Leiters  ist,  welcher 
dieseu  Strom  führt,  z.  B.  wenn  der  Leiter  um  einen  Eisenstab  gehr, 
welcher  in  einen  Elektromagnet  verwandelt  werden  soll.  Endlich 
kommt  auch  der  Fall  vor,  dass  von  dieser  Lange  des  Leiters,  durch 
welchen  der  Strom  geführt  wird,  jeder  Thcil  mit  einem  besondereu 
Werthe  fUr  die  fragliche  Wirksamkeit  in  Betracht  zu  ziehen  ist,  z.  B. 
bei  einem  Multiplicat^r,  dessen  verschiedene  Windungen  eine  verschie- 
den günstige  Lage;  gegen  dii;  Magnetiuidt;!  iiaben. 

Der  einfachste  und  für  die  technische  Anwendung  wichtigste  Fall 
ist  der  erste,  wo  die  fragliche  Wirksamkeit  bloss  von  der  Strom  in- 
tensiiat  abhangt.  Die  Errichtung  galvanischer  Werkstatten  und  die 
mannigfaltigen  darin  auszuführenden  Arbeiten  würden  sehr  erleichtert 
und  gefördert  weiden  ,  wemi  die  ftJr  jeden  Zweck  günstigste  Stromia- 
tensitat  genau  ermittelt  und  bequeme  Mittel  an  die  Hand  gegeben 
würden,  zur  Prüfung,  ob  bei  der  Auäfuhruog  diese  Strominlensitai 
stalthnde. 

Was  die  Erforschung  und  genaue  Bestimmung  der  günstigsten 
Slromintensiiaten  betrifft,  so  bietet  das  vonFaraday  zu  diesem  Zwecke 
angi  1  i  iH'  Volia  nieter,  wo  die  durch  die  Zersetzung  des  Wassers  iu 
einer  hcstimmten  Zeit  erzeugte  Menge  Gas  diese  Intensität  ansteigt ,  ein 
sehr  einfaches  Mittel  dazu  dar.  dessen  Gebrauch  daher  uicht  geuug 
empfohlen  werden  kann.  Nur  ist  dasselbe;  bei  schwachen  Slrümen, 
wo  die  Wasserzersetzung  sehr  laugsam  geschieht,  nicht  anwendbar. 
Ausserdem  würde  das  Vollamelor  in  der  gewölmlichcn  Praxis,  wenn  es 
zur  Prüfuti-;  d(;r  vorschriftsmlissigen  Strominlensitat  fortwährend  ge- 
braucht werden  sollte,  nicht  inmiri  bequem  sein,  weil  die  Zeil  als  ein 
wesentliches  Element  dabei  gemesseu  werden  muss.  Endlich  muss 
das  Voltameter  fortwahrend  in  der  Kelle  cingeschalt(;t  bleiben,  weil  die 
Slromintensiiat  bei  Wegnahme  desselben  nicht  mehr  die  gemessene 
bleibt,  sondern  viel  stärker  wird.  Die  mit  der  Einschaltung  verbundene 
Schwächung  des  Stroms  kann  aber  iu  manchen  F.'iüen  sehr  unvortheil- 
bafl  sein.  In  allen  Fällea,  wo  aus  den  angeführten  GrUudea  der  Ge- 
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brauch  des  Voltamcters  nicht  praktisch  ist,  Icann  dessen  Stelle  durch 
eine  Tangenten- Boussole  ersetzt  werden,  die  in  den  «Resul- 
taten ans  den  Beobachtungen  des  magnetischen  Vereins 
im  Jahre  1840»  S.  85  f.  I)es<  hriobcn  und  deren  Gebrauch  zu  Inlensi- 
tätsmessnngen  daselbst  durch  BeisfHele  erläutert  worden  ist.  Es  smd 
dort  auch  die  Angaben  der  Tangenlen-Bonssole  auf  Angaben  des  Voltar 
nueCers  zurackgeftifart  und  beide  unter  einander  veigleichbar  gemacht' 
worden.  Jede  Einheit  der  nach  dieser  Vorschrift  mit  der  Tangenten- 
Boussole  gemessenen  Strommlensität  zersetzt  in  I  Seconde  0,009376 
oder  m  i  Mm.  461-  See.  1  Blilligraimn  Wasser  hn  Vollameter  (etwa 
1  Gran  in  ^  Stunde).  Zum  Gebraudie  der  Tangenten-Boussole  ist  keine 
Uhr  nOthig  und  die  Einschaltung  oder  Ausschliessung  des  Instruments 
aus  derKefto  hat  auf  die  Stromintensit^U  keiaen  merkliclien  Einfluss. 

i'^iü  drille»  pjaktiscbes  Hulfsmittel  zur  Bcstimruung  dor  Stroni- 
intensit»t  bietet  endlich  dio  Widersla  ndsmcssung  dar.  Die 
SlromintensiUU  liüngt  von  zweierlei  ah,  von  der  elektromoto- 
rischen Kraft  und  von  dem  W  i  d e  rs f  n  n  d  e  der  kette,  wovon  hei 
technischem  Gebrauche  in  der  Hegci  nur  die  VerUnderlichkeit  des  letz- 
teren in  Betracht  kommt.  Denn  in  der  Regel  wird  bei  technischen  An- 
stalten immer  die  nümhche  Gattung  von  Bechern  gebraucht,  deren 
elektromotorische  Kraft  mit  einer  für  praktische  Zwecke  genügenden 
Sch&rfe  ein  fUr  alle  Mal  bestimmt  sein  kann.  Der  von  diesen  Bechern 
ausgehende  Strom  wird  dagegen  bald  durch  mehr,  bald  durch  weniger 
Gefksse  und  durch  verschiedene  Flüssigkeiten  geleitet,  wodurch  der 
Widerstand  akjh  sehr  lindert. 

Setzt  man  die  Kenntniss  der  elektromotorischen  Kraft  E  voraiis, 
und  koomit  es  also  nur  noch  auf  die  Messung  des  Widerstands  an,  so 
kann  jedes  beliebige  Galvanometer  zur  Bestimmung  der  Strom- 
intensität gebraucht  werden,  wenn  man  skh  dabei  eines  nach  absolu- 
tem Maasse  bekannten  Widerstandselalons  w  bedient.  Denn  be- 
zeichnet a  die  Angabe  des  Galvanometers,  wenn  dieser  Etalon  von  der 
Kette  ausgeschlossen  ist ,  und  b ,  wenn  derselbe  eingeschaltet  wii  d ,  so 
ist  dadurch  der  Widersuuid  der  Kette  nach  ultöuiutem  Maasse  be- 
stimmt, n&mlich:  W=  ^ 
ond  die  Stromintensititt  ergiebC  sich  dann  emfiich' 
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Anw€itduilg  des  Widerstandsmaasses  zur  Messung  elektromotorischer 

Krfilie  nach  absolutem  Maasseu 

Die  letzte  Bemerkung  im  vorigen  Artikel  führt  zu  einer  weiteren 
Anwendung,  welche  man  von  einem  nach  absolutem  Maasse  bekannten 
Widerstandselalon  machen  kann.  Denn  aus  dem  Geigten  folgt 
dass ,  wviiii  imm  sich  statt  eines  behebigen  Galvanometers  einer  Tan- 
genten-Boussole  oth^r  Yoitamelers,  oder  irgend  eines  Lirulrrn  Instru- 
mentes, bedient,  mit  welchem  man  die  Stromintensitat  nach  absolu- 
tem Maasse  bestimmen  kann,  auf  dem  angegebenen  Wege  die  elektro- 
motorische Krafl  selbst  nach  absolutem  Maasse  geftmden  werde, 
wenn  sie  noch  wibelcannt  ist.  Denn  bezeichnet  man  die  nach  absolu- 
tem Maasse  gemessene  StromintcosiUlt  mit  wenn  der  Widers  tand»- 
etalon  aus  der  Kette  ausgeschlossen  ist,  mit  ßf  wenn  er  eingeschallet 
wird,  so  ergiebt  sich  eben  so,  wie  vorher,  der  Widerstand  W  der  Kette 
nach  absolutem  Maasse: 

und  daraus  die  elektromotorische  Kraft  E  nach  absolutem  Maasse : 


Man  ersieht  daraus  zum  Beispiel,  wie  die  elekiromolorischeii  KrSfte 
galvanischer  Becher  auf  diese  Weise  nach  demselben  abecJutca 
Maasse  bestimmt  werden  können,  wie  die  dektromotorischen  Kiifle, 
welche  ddr  Erdmagnetismus  auf  geschhwsene  Ketten,  während  sie 

bewegt  werden,  austlbt.  Es  ist  aber  wichtig,  elektromotorische  Kräfte, 
welche  aus  so  verschiedenen  Quellen  entspringen ,  wie  die  hydro- 
elektrischen und  niagnetoelektrischen  Ki  iifte,  nach  gleichem  Maasse  za 
messen,  weil  dndnrch  der  Weg  zur  com[  urativen  Erforschung  dieser 
Quellen  selbst  i,*  bahnt  wird.  Es  ist  das  Anwendung  eines  Leiters 
von  bekanntem  absoluten  Widerstande  leicht  und  einfach,  ohne  emen 
solchen  Leiter  aber  mit  grossen  Schwierigkeiten  verbunden,  wie  zum 
Beispiel,  wenn  die  Vergleichung  auf  folgende  Weise  geschehen  sollte. 

Der  galvanische  Becher,  dessen  elektromotorische  Kraft,  ohueeinra 
Letter  von  bekanntem  absoluten  Widerstände  anzuwenden ,  mit  einer 
magneloelektnschen  Kraft  ,  verglichen  werden  soll,  sei  durch  einen  Lei- 
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ler  TOD  beliebiger  Lunge  ud  Geeiali  gescUoeeen  und  mnmt  demseUMo 
drehbar.  Bei  der  Drebmig  eBtateht  denn  ein  zweiter  Strom  in  der  Kette, 
nümllGb  aiHser  dem  Strome«  welchor  von  der  eidUromotoiiBchaD  Kraft 
dee  Beeben  telbst  eptspringt,  nooh  ein  anderer  Strom,  wdeber  von  der 
eiektnunotorisohen  Kraft  des  Erdmegnetismiis  berrttbrt  Man  bat  ee  in 
seiner  Gewalt,  dnxeb  die  Rieh  tu  ng  der  Drehung  zu  bewirien,  äau  die 
Richtung  beider  StrOme  in  der  Kette  entgegengesetzt  aei.  Durch  die 
Geschwindigkeit  der  Drehung  Vtm  man  aoderarseils  die  Inlensitst 
beider  SlrOme  wenigstens  lUr  einen  klehieD  Zeitraum  gleich  machen,  wo 
sieh  dann  beide  Slitime  Rh*  diesen  Zeitraum  annniliren.  Sind  aber  die 
IntensitMen  beider  Ströme  gleich,  &o  folgt  daraus  ftlr  diesen  Fall  die 
Gleichheit  der  eleldrooiolimsdiett  Krille,  d.  h.  die  Gleichheit  der  elektro- 
motorischen Kraft  des  Bechers  mit  der  dektroanoCorischeB  Kraft  des 
Erdmagnetismus.  Die  letztere  ist  durch  den  bekannten  Werth  des 
BrdmagDelismns  und  durch  die  Form  und  Drehung  der  geschlossenen 
Kette  nach  absolutem  Haasse  unmittelbar  geg^en ;  folglich  wird  da- 
durch zugleich  auch  die  elektromotorische  Kraft  des  Bechers  nach 
d«umeU>en  Maassc  gefunden.  Es  leuchtet  aber  von  sdbst  ein ,  dass  die 
Vorgieichung  dieser  Krttfle  auf  die  oben  angegebene  Weise  mit  Hülfe 
des  absoluten  Widcrstaodsmaasses  viel  ein&icber  und  leichter  erhal'- 
tea  wird. 


IV. 

CBER  die  PRINCIPIEN  VBRSGHIBDBNBR  ABSOLUTER  BIAASS- 
SYSTEME  IN  DER  ELEKTRODYNAMIK. 

26. 

Selbständige  BegrOadung  der  absoluten  Maasse  in  der  Elektro* 
dynamik,  ohne  aaf  die  magnatiaehea  Maasse  Bezug  in  nahaM*. 

Wie  für  die  Grösse  der  Geschwindigkeiten  kein  eigenes  Grund- 
maass  uufi^estclli  zu  werden  braucht,  wenn  solche  Maasse  fttt*  Rihub 
und  Zeit  schon  gogci)cn  sind,  eben  so  braucht,  wie  vrir  gesdien  haben, 
für  die  Grüssc  der  galvanischen  Widerstände  kmn  eigenes  Grund- 
luuass  aufgetiielU  zu  werden,  wenn  schon  Maasse  ftlr  die  GrCfsse  der 
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elektromolorischen  Krüfle  und  der  Slromint^'nsiUUcn  tregeben  sind.  Aber 
auch  für  die  beiden  letzteren  Grössenarten  braucticn  keine  eigenea 
Grundmaasse  angenommen  zu  werden,  sandcrn  es  können  auch  da- 
fUr  absolute  Maasse  gegeben  werden,  welche  nach  dea  Art.  10  ge- 
gebenen Definitionen  durch  YermitteluDg  der  mag ne tischen 
liatiBfle  auf  die  drei  Grondmaasse  der  Mechanik  zurückgeAikt 
worden  sind. 

FUr  die  meisten  elektrodynaniischen  Blessmigen  ist  es  non  zwar 
genügend  und  beqaeiUt  die  Slaasse  fiir  dijB  elektrodynamisehen  Grfisseo 
auf  die  festgestellten  magnetischen  Maasse  so  zn  reducierao,  w» 
eg  Art.  10  geschehen  ist.  Die  Abhängigkeit,  in  welcher  hieidiirch  die 
elektrodynamischen  Maasse  von  den  magnetischen  gebracht  werden,  ist 
aber  in  der  Sache  seDist  kefaieswegs  begrttndet,  wie  ans  der  UnabfaUi- 
gigkeit  der  elektrodynamischen  Grundgesetze  von  den  niagneli:>chen 
von  selbst  einleuchtet.  Die  clektrodynami-,!  Ik  n  MiutAac  lassen  sich  viel- 
mehr noch  auf  andere  Weise  begrtlnden  ,  w  odurch  sie  von  der  Begrün- 
dung der  magnetischen  Slaasse  ganz  uriubhaiii2;ig  werden.  Es  ist  dnzu 
bloss  nöthig,  statt  von  den  Grundgesetzen  des  Elektromagnetis- 
mus und  der  Magncto-Elcklricitül  auszugehen,  wie  es  Art.  10 
geschehen  ist,  auf  die  Grundgesetze  der  Elektrodynamik  oatf 
Voita-Induction  zurückzugehen. 

Das  Grundgesetz  der  Elektrodynamik  giebi  folgende  Fonnel 
für  die  GrOsse  der  Abstossungskraft  zweier  Stromelemente  «t,  tf' 
mit  den  StrominteDsitaten  t,  t*  aus  der  Entfernung  r,  wetehe  mit  des 
beiden  Stromricfatmigen  die  Winkel  $,  ^  macht,  wührend  der  Wiobel 
der  beiden  Stromriebtangen  =s«  ist,  nOmlich: 

 rr"  "  (^'^^  '           i  ^  ' 

Da^  I  imiuli-M'xiz  der  Vo  1  ta- 1  n  d  u  et  i  0  n ,  wie  es  Ali.  30  der  er- 
sten Abiiaiulluug  über  «Elektrodynamische  Maassbestimmun- 
gen» angegeben  worden  ist,  giebt  folgende  Formel  fUr  die  von  eineffl 
Stromelemente  a  mit  der  Stromintensität  i  auf  ein  anderes  Elemefit  a 
aus  der  Entfernung  r  ausgeübte  elektromotorische  Kraft  ,  wenn  r  mit 
der  Stromrichtong  und  mit  der  Richtimg,  nach  welcher  a  mit  der  Ge* 
scbwindigkeit »  verschoben  wird,  die  Winkel  6  und  &  macht,  die  bei- 
den letzteren  Richtungen  gegen  einander  den  Winkel  «: 

—  ^  vi  (cos  «  —  I  cosö  cos  ö')  —  I       cos  ö  ^ 
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Dioe  Dftch  der  Richtung  r  ^rkende  Kraft  isl  nach  der  Bichtaiig  von  a 
ni  zerißgen.  weü  die  g^gen  a  aenkiechte  Gompoiiente  aufgehob^  wird. 
BezdcfaneC  ^  den  'Winkel,  welolien  a  mit  r  madit,  so  ist  obige  Foimel 
also  mit  cos  9  zu  malti|>licieren. 

Auf  diese  GriHuli5'es;('t/,e  Uissl  sich  nun  erstens  ein  absolutes  Maass 
der  Stromintensitü l,  unabhängig  von  den  magneüscheii  Maasseo, 
auf  folgende  Weise  begründen: 

Das  Maass  der  Strümiotensiiaf  ist  diejeniire  StrofuintcMisifill, 
welche  ein  Strom  besitzt,  der  —  lodeni  er  eine  dem  FUichen- 
maasse  gleiche  Ebene  umlSluft  und  auf  einen  gleichen  Strom^ 
der  eine  eben  solche  Ebene  umläufl,  aus  einer  grossen  Ent- 
fernung R  wirkt,  und  bei  rechtwinkeliger  Lage  beider  Ebe- 
nen, bei  welcher  die  verlängerte  erste  Ebene  die  zweite  hal- 
birt  —  auf  den  letzleren  Strom  ein  Drebongsmoment  ausobt, 
welches  sich  zor  Einheit  des  Drehnogsmoments  wie  \  itW 
verhalt. 

Dieses  neue  absolute  Maass  der  Stronmiteri&ii  if  Uisst  sich  noch 
einfocher  deünieren,  wenn  dabei  gesUiltct  wird,  stall  auf  die  Wechsel- 
wirkung geschlossener  Ströme  auf  die  Wechsclwickang  einzelner  Strom- 
elemente zurückzugehen,  welche  sich  nicht  anmittelbar  beobachten  Ittsst, 
weil  solche  Stromelemente  nur  als  Theile  geschlossener  StrChne  vorkom- 
men, nttmtich: 

Das  Maa.>s  der  Stromintensität  ist  diejenige  Strümiutensitül, 
welelie  ein  Sli(Mii''l(Mnent  besitzt,  wenn  es  auf  ein  gleielics. 
paralleles  und  aul  iler  Verbindungslinie  senkrechu^s  Stronielenieal 
aus  einer  dem  Längenmaasse  gleichen  Entfernung  eine  Anzie- 
hungskraft ausübt,  welche  sich  zum  Kraftmaasse  verhalt,  wie 
das  Quadrat  der  Lttnge  jener  Siroroelemente  zum  Flächenmaasse. 

Dieses  zweite  absolute  INlaass  der  Slromintensitat  ist  dem  ersten, 
von  den  magnetischen  Maassen  abhängigen,  nicht  gleich,  sondern  ver- 
halt sich  dazu  wie  4  :  /2.  ^) 

•)  Die  Ableitung  der  oben  aufgeslellien  Definitionen  aus  dem  Grundgeselze  der 
Eloktro'lvnaruik  ist  folgende.  Erste  Definition.  Es  ist  schon  Art.  9  der  früheren 
Abhandlung  «Ele k  i rod  y  na nii sc  he  Maassbestimmungen»  Leipzig,  <ö46.  an- 
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Zweitens,  (las  Maass  der  elektrniuolor  ischen  K  raft  wird 
auf  folgende  Weise  auf  das  angofalirle  Grundgesetz  der  Volta-induction, 
uDabhüngig  von  den  magnetii»clien  Maasscn,  begründet. 


gegeben  worden .  wie  aus  dem  GrundgeseUe  der  Elektrodynamik  folgender  Ausdruck 
des  von  einem  Pluwlroine  auf  einen  andern  in  derP«nge  amgeablen  Orelinngtmo- 
m en  la  hergeleitet  werde,  nÄmllch : 

^       Bin  « .  /(I  +  3  «ot  v^) 

wo  i, i  «ye  Strominlensltilen,  4,1'  die  unwtrBmtenBlMnen,  r  den  Alistand  Üirer Mitleid 
punkte »  Vir  den  Winlcel  dw  Nonnale  des  ersten  nanslronn  auf  r,  d  den  Winkd  be- 
zeichnet, welchen  die  Normale  des  zwcilen  Planslroms  mit  der  Direclionskraft 
cinschliesst.  Die  DircrtiorisLr;(fl  aber  ist  in  der  durch  die  Normale  des  ersten  Plan- 
stroms A  und  durch  den  Mittelpunkt  des  zweiten  Pianstroms  C  gelegten  Ebene  eat- 
halten  und  ist  in  dem  bei  C  raebtwiiilnligeo  Dreiecke  ACE,  deeeen  Hypotenoee  AB 
die  Nennale  dee  nanatronu  A  ist,  dei;feni^n  Linie  CD  pendlet,  welche  die  Dreiecfc« 
seile  AB  ia  D  so  schneidet ,  dass  AD  :  DB  =  i  :  i .  —  Unter  den  in  der  enteu  De- 
Hnition  bezeichneten  Verhiütnis'.en  ist  nun  i       i',  X  -m     daas^a  iy,  r^H, 

wonacti  das  Ürehuugsmoment  den  Worth 

»V 

erhält,  welcher  zur  Einheit  des  Drebungsmomeats  sich  verhält  wie  i :  2A^,  wenn 
I  Ist. 

Zweite  Definition.  In  dem  dnndi  da«  Groodgesela  der  Elektrodynamik  yn- 
mittelbar  gegebenen  Auidnicke  der  Aniiebnngekraft  iweier  Stromeleniente 

-yp-  ii'  (cos  t  —  I  Cüs  Ö  cos  ö') 

ist  für  die  in  der  Definition  bezeichnelen  Vcrhliltnisse  i  —  i  ',         et,  6  ss  0'  sa 
<  sss  0,  r      I,  wodurch  die  Anziehungskraft  den  Werth 

uaii 

eriiSU,  welcher  aicb  snm  Kraftmaasse  verUill,  wie  sw  :  I,  wenn  t I  ist. 

Bs  ist  noch  flbrig,  nacbsaweisen,  dass  das  aweite  hier  aufgesteDte  absolute 

llaass  der  Sfrominicnsität  zu  dem  ersten,  von  dem  magnetischen  Maasse  abhäogigsn, 

sich  verhalle,  wie  I  :  K"8 .  —  Es  ist  schon  in  Art.  9  a.  a.  0.,  Lekannlen  Gesetzen  ge- 
mäss ,  der  Ausdruck  de^  von  einem  Magnet  m  auf  einen  andern  m'  in  der  Feme  r 
ausgeübten  Drebungsmoments  angegeben  worden,  nämlich: 

-  sin  ry  .  -/i)  +3  cos  Vi») 

wo  ^>  und  S  die  angeführte  Bedeutung  haben ,  wenn  man  darin  die  Normalen  der  bei- 
den Planströme  mit  den  Axen  der  beiden  Magnete  vertauscht.  Bezeichnet  man  nun, 
rar  Unterscheidung  der  beiden  Maasse  der  Stromintensltllt,  mit  K  des  erste,  ron  den 
magoetiseben  Maasssn  abhingige,  mit  /  das  «weite,  so  srien  tcK  und  Jt'JT  zwei  be- 
slimmto,  nnrh  Acm  erstem  Maasse  ausgedrückte,  Strominlensitälen ,  und  iV  und  iV 
seien  die  nämlichen  Stromintcnsiliilcn,  mrh  (fem  /weiten  Maasse  ausgedrückt,  folgticb: 

,y  =  A/i  und  «V  —  *'iSr. 
Dem  Grandgeaeti»  des  Elektromagneiismus  gemiiis  bleibt  ^n  obiges  Drebungs«^ 
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Das  Maass  der  elektromotorischen  KtaSi  ist  diejenige  elektro- 
motorische Kraft,  welche  ein  Strom,  der  eine  dem  Fbtohenmaasse 
§;leiche  Ebene  umläuft,  auf  einen  eine  gleidie,  auf  jene  senkredite 
und  von  ihr  halbierte,  Ebene  begrenzenden  Leiter  aus  der  grosm 
Entfemong  A  ausübt,  wenn  seine  Intensitttt  zu  dem  angestellten 
absoluten  Maasse  sich  Terhilt,  wie  SA*:  4,  wahrend  der  Leiter 
mit  der  Einheit  der  Drehungsgeschwiadigkeit  um  die  Durch- 
schnittslinie  bdder  Ebenen  gedreht  wird. 
Wird  es  gestattet,  auf  die  elektromotorische  Kraft  einzelner  Strom- 
clementc  /.iirückzui5e})en,  i>o  iässt  sich  dies»«  Deliuition  einfacher  auf 
folgende  Weise  liisscn : 

Das  Maa!>s  »ler  elekUomotonscbcn  Kraft  ist  dicjoiHe*'  elektromo- 
torische Kraft  .  welche  ein  Stromclcment  auf  ein  gleich  langes, 
darauf  senkrechtes ,  der  Verbindungslinie  {)aralieles  Leiterciement 
aus  einer  dem  LMngenmaasse  gleichen  Entfernung  ausübt,  wenn 
seine  Intensität  zu  dem  ao%estellten  ni^^oluten  Maasse  sich  ver^ 
hslt,  wie  das  Flächenmaass  zum  Quadrat  der  Lange  jener 
Elemente,  wahrend  das  Leiter-Element  mit  der  Einheit  der  Ge- 
schwindigkeit der  Stiomrichtnng  entgegengesetzt  parallel  verseho- 
ben  wird.  *) 

moment  unverändert,  wenn  man  für  doti  M.if^iit't  m  den  Strom  A7i' scizi,  welcher 
♦■inp  Fbriie  l  ■=  — ^-  unjIUufl.  Scizl  m:«n  auf  gltiiche  Weise  für  den  Ma^not  m  don 
Strom  A  A',  wilclicr  eine  Ebene  A'  —  — "  -  umlüuft,  so  erhalt  man  das  von  dem  ersten 
Planstrome  auf  den  zvkreiten  ausgeübte  Drehungsmoment, 

sin  <J  .  /(!  -f  3  cos  y») 
Für  dieses  DrehungsmomeDt  ist  oben  aber  folgender  Werth  geAmdeD  womleD: 

1  ""^^  sin    .  /(I  +3  cos  V'*)- 
woraus    i'i'  —  kk'  folgt,  d.  i. ,  wenn    »=  i  ,  /  =« « , 

Biemacli  eifielrt  sieb  am  der  Gleteboog  tV  »  kK 

JxK^  \  :  /s. 

*)  Üm  die  erstr  dieser  beiden  neuen  Definitionen  eines  absoluten  Maasscs  der 
elektromolorisehen  Kraft  aus  dem  allconieinon  Gesetze  der  Volta-Induclion  abzuleiten, 
beachte  man  zunächst ,  dass  der  iniiuf  ierendo  Slrou»  »  m  dieser  Definition  conslant 
genommen  ist ,  also  -j)  *=■  0 ,  wodurch  der  allgemeine  Ausdruck  der  nach  der  ilich- 
tung  r  «wirksamen  elektromoloriacben  Kraft  auf  folgenden  rodocfert  wird: 

 ^  Ol  (eoe  <  —  I  «OB  9  coe  ff). 

Wie  Dtto  aber  aas  dem  ähnlichen  Ausdrocke  der  Abstossonpkreft  zweierStromelemenCe 

 ii\cos  (  —  l  cosöcoed') 
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Dieses  zweite  absolute  Maass  der  elektroniotonscben  Kn>f\  ist 
'  dem  ersten ,  von  den  magnetischen  Maassea  abhan^gen,  nicfai  gleicb. 
sondern  verhalt  sich  daza,  wie  /2  :  1. 


sieb  die  Riehtong  und  die  GrOwe  der  Knft  engeben  hei,  weiche  ein  Slroai  t.  welcher 
die  Bbeo0  A  umMuft,  eof  das  Stromelcmcnt  a  ausübt,  iiUoilich  erstens  die  Rich- 
tung als  senkrecht  ^egcn  die  durch  die  Slromrichiung  t'  und  die  DirectioDekraft 

pelci^te  Fbfnc  -die  Dirrflioii.ekrrifl  isl  in  der  durch  die  Normale  des  inducierenden 
Planstroms  A  und  durcli  don  MiKclpunkt  des  induriprfpn  Elomcnls  C  gpiefrleii  Ehf»n*> 
enthalten,  und  ist  \n  dem  bei  C  rechlwinkcligen  Dreiecke  ACB ,  dessen  Hypotenuse  AB 
die  Nonneie  dec  Planstroms  A  ist,  derjenigen  Linie  CL  parsllel»  weldie  die  Dreieek- 
seite  ^8  in  0  so  schnetdel,  das«  AD  i  DB \ .  t)\  sweitens  die  Grtese  der  KraA 

\         ii'  sin  <)  .  l^(t  +3  cos  V'*, 

wo  V  den  Winkel  der  Normale  dos  Plrinsfroms  mit  r,  d  den  Winkel  bezeichnet,  w li- 
ehen die  S(romri<-htmig  in  «  niil  der  Diretlionsknifl  macht  — ;  auf  iduilirlic  \\  eise  er- 
giebi  sicii  auch  aus  dem  vorhergehenden  Ausdrucke  der  cleLtrütiiotonächeti  krati, 
welche  ein  Stromelement  auf  ein  Leiter-Element  nach  Hichtung  der  sie  veibuHteodec 
Geraden  aosüht,  die  Richtung  und  die  GrBne  der  elektromotorischen  Kraft,  welche 
der  ganze,  die  Ehene  X  umhufende,  Strom  i  auf  das  Leiler-Element  tl  ausQM,  qIh- 
lich  erstens  die  Richtung  senkrecht  gegen  die  durch  die  Bahn  ,  in  welclier  «'  vtr* 
schoben  wird,  und  durch  die  Riolitung  der  Oirectionskraft  gelegte  Ebenem  xwei-^ 
teos  die  Grösse 

=■  »  sin  d  .  I^ii  +  3  cos  v') 

wo  ^  den  Winkel  der  Nonnale  des  Piaostroms  mit  r,  9  den  Winkel  beadchoet,  wH- 
ehen  die  Riehtong,  naeb  weteher  a  versdioheD  wird,  mU  der  Dtrectionskraft  ohmAL 

(S.  Art.  0  a.  a.  0.  S.  S6i  in  der  Note,  wobei  zu  bemerken  ist,  d.iss  dort  t  die  n!Tin1icbe 
Bedeiiliing  hat,  wie  hier  d,  dass  aber  in  der  Forme!  fUr  die  Kraft,  woMie  ein  Plan- 
strom  auf  das  bewegte  Element  eines  Leiters  ausübt,  der  von  der  Richtung  der  Bewe- 
gung dieses  Elements  abhängige  Faclo^  sin  t  aus  Versehen  weggelassen  worden  isl.) 

Gehtet  mm  feiner  auch  das  Ldter^emenl «'  der  Regrenaung  einer  Ebene  aa, 
deren  Normale  der  Richtung,  nach  welcher  die  Laiter-Blemenle  (hi  Folg»  einer  Dn^* 
bung  de«  Leiters  um  dne  seine  Ebene  halbierende  Am)  verschoben  werden,  panRcl 
ist  und  also  mit  der  Directionskraft  den  Winkel  d  macht:  zerlege  man  jedes 
Element  u  der  nei?renznngsljnie  in  zwei  Elemente  ds  und  do  ,  d;is  eine  parallel  der 
Linie ,  in  wek  lior  eine  auf  die  Directionskraft  CD  normale  Khene  die  I-l)euö  des  L.e»- 
(crs  sclineidel,  das  andere  senkrecht  auf  dieser  Schneuiun^.slinie.  Die  erstercn  Elemeole 
kann  man  |>aarweise  von  gleicher  L<üige  ds »  d«  ordnen  und  durch  Perpendikel  x 
wai  jener  Scboeidnngsllnie  verbinden.  Beteichnet  man  mit  a,  6,  c  die  Ahettnde  der 
Elemente  ds  und  dt'  und  des  Durchechmitspunkls  des  Perpendikel«  x  mit  der  Dr^ 
hungsaso  von  jener  Schneidongalittie ,  und  ferner  mit  y  die  Orehungsgeecbwindigkcit 
und  mit  d'  den  Winkel  der  die  Ebene  des  Leiters  halbierenden  Drehungsaxe  mit  jener 
Schneidungslinir,  so  ist  wenn  v  und  r'  die Gescliwindigkeilen  bezeichnen,  mit  welcher 
die  Eleuienle  d$  und  d«  verschoben  werden. 
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Drittens  leuchtet  von  selbst  ein.  dass  nun  auch  die  Begrün- 
dung des  drillen  elektrodynamischen  Maasses,  närnUcb  des  Wider- 
Standes,  unabhAogig  voa  den  magnetiBcheD  Maassen  gsmachi  wird, 

[a  —  c)  y  OOS  ^  — -  v 

{(j    /'  CO«  <)'==  v  . 

Beacbtel  mau  ferner,  dass  die  oben  angegobeue  Hichtuiig  der  eleklromotorischeu 
Knft  nüt  den  einen  Blenienle  d»  dired  pinllel,  mtt  dem  andern  dt  entgegeiHteielst 
panDel  isli  und  dass  die  Uaga  d»  *^  d»,  so  eriilU  min  die  naeli  der  Ridilnng  beider 
Elemenle  lerlcsleo  elelciromoloricebeii  KiiAe: 

+  i  ^  sin  d  .  K{l  +  8  OOS  v') .  /  OOS  d'.  (a  —  «}  dv 

■ 

"—  i  ^  siu  d  .  ^"(1  -J.  3  cos  ifi^'i  .  y  006  9*,{b  —  fij  d$ 
folglich  üjre  Summe : 

+  1  ^  '  y  cos  tt'  sid  d  .y{{  -f  ^  cos       .  x-  d*. 
Uieraus  folgl  endiicb  die  Summe  aller  auf  die  mit  obiger  Schneiduogslioic  parulleteo 
Elemente  des  geschloseenen  Leiters  au«geübtea  eleklromotoriscfaen  KrSfte  nach  der 
Rieblung  des  Leiters  xerlegt : 

+  ^     '  ^  «0«     «in  '  ■  n<  +  3  cos  ./ni», 
da»  hdest,  da  das  Integral  fxds  die  OrOsee  der  begreniten  Bbene  X'  beieiebnel, 

+  V     iy  CM  d'  «in  d  .  K(l  +  3  cos  . 

Betraclilet  man  aar  Ihnlicbe  Wtfse  die  auf  alle  gegen  obige  Sduieidungslinie  senk- 
rechten Blemenle  de  wiikenden,  nach  deren  Richtung  lerleglen  elektromotorisehen 
Xrlfie,  «0  findet  man  ihre  Smnme  —  0;  firif^ch  ist  die  obige  Formel  der'Aosdnwk 
der  gan z e  n  eldrtromolorisdien  KraA,  welche  der  Plaostrom  auf  den  gesebhwsenen 

Leiter  atisübt. 

Wemlct  man  nun  diRsen  Ausdruck  auf  die  in  der  ersten  Dcliuiiiou  bezeichneten 
\ erljältoisse  ao,  wo  iianilich  »  =  t',  A  =  r  =^  Ä,  /  =■  I,  d  =  0,  #  =  «/'  ~  ^ 
ist,  80  ergiebt  sich  der  Werth  der  elektromotorischen  lüvft 

i_ 

d.  i.  =31 1,  weuu  i      ilt^  ist. 

Zweite  Definition.  Der  oben  angeRihrte  allgemeine  Ansdrack  dereldttro* 
moloriedien  Krail  dnes  Stromelemenls  auf  ein  Leiterelemeat: 

 S~  '  —  5  cos  d  008  (J*)  CO«  q  —  ^  -~  COS     COS  IJ  .  J 

redndert  slob'in  der  Anweodnng  auf  die  in  deriweiten  Definition  desabaoluten 
MaaeiMe  der  eleicInMooloiiscben  Kraft bezeicbneten  Yerbiltnine,  wo  «»ly— 
e  mm  ^  ^  ^^tm^  l^o«-—  I,     —  0 ,  avf  doo  WoTth : 

d.  i>  auf  die  Einheit,  wenn  die  Inteuäiuu  des induoierendeo  Stroms  t  nun  üBSIgo» 
netzten  Maasse  der  fnlonsilät  sich  verhält,  wie  \  :  aa  . 

Das  Vcrti'ü'niss  endlich  dir>««es  zweiten  hier  aufgesteiiten  absoluten  Maasses 
der  elektrotnoiorischen  Kraft  zu  dcu  ersten,  von  de»  magnetischen  Aiaassea  abhäu- 
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wpnii  in  (lor  Art.  10  gcgcbcnon  Deiinitioii  die  von  tleu  magnolisclien 
Maassea  abliiincii;pn  absoluten  Maasse  der  Stromintcnsitat  und  der 
elektromotorisclKMi  Krafl  mit  Hon  nciieo,  «lavon  unabhängigen  Maassen 
vcrlauscht  werden,  vvolxn  tjbrigim.s  die  Definition  ganü  unverändert 
bleibt.  Es  ergiebl  sich  dann  aus  den  angegebenen  Verhältnissen  dieser 
neuen  Maasse  zu  den  alten,  dass  das  neue  absolute  Maass  des  Wider- 
stands zu  dem  ArU  10  definierteo  sich  verhält,  wie  2:1. 


gigcn,  ergiebt  sich,  v.  ir  ^h\<;[.  Solzt  man  in  dem  in  voripor  Note  anf;efütirtcii  Aiisdruck 
des  D  r  e  h  u  n  g  s  in  0  in  c  n  I  s ,  welches  ein  Magnet  tn  auf  einen  andern  m  in  der 
Feme  r  ausübt ,  nSimlich : 

^  sin  d  .  n*  +  3  (08  V'*1  ■ 

für  den  Magnet  m  einen  Slrom  kK,  welcher  die  Ebene  '/.  =  ^  umlSufl,  so  ertiält 
.  iMii  ifas  auf  diMMi  Strom  "vom  Hagnet  m  ausgeübte  Drehungsmomeut 

k'  sin  d  .  1^(1  +  3  cos  ^<'^] 

und  hieraus  nach  den  bekannten  Relationen,  welclie  rwisphen  rion  oioktromagnelischen 
und  den  magoeloelektrischen  Gesetzen  stattfinden ,  und  die  man  am  Ende  dieser  Al>- 
.  ^  handlang  in  Bsilage  D,  dUmt  ertftert  findet,  die  'eldOroaiotoriRdie  Kraft,  wdefae 
der  )lagnet  m  auf  den  geschlosMoen  Stromletter  «iisubl,  indem  denelbe  mit  der  Bin* 
heil  der  Gcsctn\  indigkeit  in  der  jenem  Drchungsmomenle  ontgegengetelzten  RkhtOOg 
gedreht  wird,  wenn         1  gesetzt  wird,  nämlich  : 

Setzt  man  hierin  endlich  auch  fQr  den  Hagnet  m  <dnen  Sinnn  IX,  welcher  die  Ebene 

i  =  ^  durchlHufl,  so  erhält  man  die  elektroniotorisrh«  Knifl,  welche  dieser  Strom 
auf  jenen  geacUoeaenen  Strondeiter  ^u<:übt,  bei  der  beschriebenen  Drehung  desselben, 

nach  dem  ersten  Maasse  ausgedrficfcl,  die  nach  dem  iweiten  Maasse  ao»- 

gedriiiAt 

4       i;*  OOS  ^'  sin  d .  nt  +  3  cos  v*) 

war,  d.  i. 

\        »  sin  d  .  \r\  \  -f  3  cos  t//'), 
wenn  man  beachtet,  dass  /  =  1  und  cos  d'  =  \  ist. 

Bezeichnet  man  nun,  zur  Unterscheidung  beider  Maasse,  mit  E  das  erste,  mit  i 
das  aweite,  und  beseiobnet  diesdbe  etekiromoloriscbe  Kraft  nadi  beiden  Ibassen  mit 
eB  und  9^'.  so  engiebt  sich,  wann  man  beat^iet,  dass  i  —  klTt  war, 

e'  =  if  .         i  sin  d  .  rn  +  3  cos  v') 
folglich,  da  «£ et^  ist: 

s'«4  rt :  I. 
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27. 

Ueber  das  Vurli&UoiftS  der  absoluten  Maasse  in  der  £iektrodynamik  zu 

denen  in  der  Mechanik. 

Eine  elektromotorische  Kraft  ist  jede  Kraft,  weldie  die  bei- 
iJon  elektrischen  Fluida  an  einem  Orte  nach  enlgcgciigcselzlen  Rich- 
tutijsen  zu  bewegen  suclit.  Solche  KrUfte  sind  nun  aber  alle  nach  deru 
üruiulypselze  der  Elektrostatik  bestimmten  Kiilllo;  denn  alle 
diese  Kiüflc  sind  Aiizieliimgs  -  uiul  AlislossungskrUlU* ,  und  zwar  ist 
die  nflmlichc  Kraft ,  welche  für  das  eine  clRktrische  Fhüduin  eine  An- 
ziehungskraft ist,  iiir  dd&  andere  uolhwendig  eine  Abstossung&krafl. 
Da  nun  a!l(!  Arten  von  eleklromolorisrhon  Kräften  unter  einander  ver- 
glcit  hhar  sind  und  daher  alle  nach  donijenigen  Maasse  ausgedrückt 
werdeu  kunuen,  nach  welchem  irgend  eine  derselben  iiemessen  wor- 
den ist.  so  leuchtet  ein  ,  flass  alle  Arten  von  elektroniuioi isf  lu;n  Kräften 
nach  dem  iu  der  E  ieklros  ta  tik  lUr  elektrische  Krlifte  festgesetzten 
Maasse  müssen  ansaedrürkt  werden  kömieu,  und  dass  man  daher  fUr 
die  eleklromolons(  hun  kralle  keines  anderen  Maasses  als  für  die 
elektruslalischen  Kräfte  bedarf.  In  der  Elektrostatik  wenlen  aber  die 
elektrischen  Kräfte  auch  nicht  nach  einem  besonderen  Maasse ,  sondei  ti 
nach  gleichem  Masse,  wie  alle  Kräfte  in  der  Mechanik,  gemessen, 
indem  diejenige  Kraft  zum  Maasse  genommen  w^ird.  welche  der  ponde- 
rabelen  Masseneiuheit,  wenn  sie  darauf  wirkt,  die  Einheit  der  Besclileu- 
nigung  eiiheilt.  Die  auf  ein  clektrisehes  Theilchen  ausgeübte  elektri- 
sche Kraft  ist  hiernach  =  i,  wenn  der  ponderabelen  Masseneinlieit, 
an  welcher  das  elektrische  Theilchen  haftet,  die  Einheit  der  Beschleu- 
nigung dadurch  ertheilt  wird.  Man  sieht  hieraus,  dass  die  Feststellung 
eines  eigenen  Maasses  filr  die  e I  e  k  t  ro  m  o  t  o  r i  s  c h  e  n  Kräfte  gar  nicht 
nöthig  ist .  soodem  dass  dafbr  das  fUr  alle  Krfifte  in  der  Mechanik  fesi- 
gcätellle  Maass  genügt. 

Eine  ähnliche  Betrachtung  flndet  Anwendung  auf  die  Intensität 
elektrischer  Ströme ,  wenn  man  in  der  Mechanik  diejenige  Stromstärke 
oder  Stromintensität  zum  Maasse  nimmt ,  bei  welcher  die  Masseneinbeit 
irgend  einer  Flüssigkeit  während  des  Zeitmaasses  durch  den  Quer- 
schnitt des  Strombettes  gcfbhrt  wird.  Da  nun  die  Masseneinheit  der 
elektrischen  Flüssigkeiten  in  der  Elektrostatik  schon  bestimmt  ist»  näm- 
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lieh  als  diejenige  Masse,  welche  auf  eine  ihr  gleiche  Blasse  in  der  Ent* 
ferDiing  R  «ne  Kraft  ausübt,  die  sidi  zom  Kraftmaasse  verhillt,  wie 
1  :  itA;  so  leuchtet  ein,  dass  man  keines  besonderen  Maasses  fdr  die 
Intensilttt  elektrischer  Strome  bedarf. 

Soll  nun  hiernach  der  Gebrauch  aller  besonderen  Maasse  für  die 
elektromotorisdien  Krifle  und  Slromintensitaten  gans  beseitigt  werden, 
so  muss  eine  Begel  gefimden  werden,  nach  welcher  die  nach  den  bi»- 
herigen  besonderen  Bfaassen  ansc^ftthrlen  Messungen  zu  rednderen 
sind,  um  sie  von  diesen  besonderen  Maassen  unabhängig  darzustellen. 

Um  diese  R^l  zu  finden ,  genügt  es  nicht,  auf  die  Grundges^ze 
der  Elektrostatik,  Elcktrod>mmik  und  Induction,  sondern  es  ist  notb- 
wendig,  auf  das  allgcmoinc  Grundgesotz  der  Elektricitütslchre,  welches 
die  Elektrostatik,  Elektrodynamik  und  Indiu  lion  /iiiiloicli  unifasst  und 
verbindet  zurückzugehen,  welches  in  der  fidhoron  Ahlumdlunii  «Elektro- 
dynamische MaassbcsUuiniungcn»  Leipzig,  18  iG.  aufgestellt  worden  ist. 
Nach  diesem  letztem  Gesetze  wird  diese  Kraft,  welche  die  elektrische  Masse 
e  auf  die  elektrische  Masse  r  in  der  Entfernung  r,  hfi  der  rolali\cii  (to- 
schwindigkeit       und  der  fckitucii  lieschleuniirunc:       ausübt,  durch 

/  4         <  j_  \ 

rr'  \*       "ce  •  "   d»*"  +    «  dl*"/ 

dargestellt,  wo  -  der  n&mliche  conslaote  Factor  ist,  welcher  in  jener 
Abhandlung  mit  ^  bezeichnet  wurde. 

Für  einen  constantcn  Werth  der  relativen  Geschwindigkeit  ist 
^  —  0.  foigUch  die  Kraft 

=  jL(i  L  . 

rr  V         cc       dl'  /  ' 

woraus  sich  ergiebt,  dass  c  denjenigen  constanlen  Werth  der 
relativen  Geschwindigkeit  bedeutet,  bei  welchem 
zwei  elektrische  Massen  gar  keine  Wirkung  auf  einander 
ausüben. 

Nun  ist  femer  in  der  angeftthrtcn  Abhandlung  Atl.  21  nuchge- 
vriesen  worden,  dass  diejenige  Zahl  i,  welche  zu  dem  im  vorliergelien- 
den  Artikel  definierten  ^aassc  J  gefügt,  irgend  eine  Strominlea- 
si tat  bestimmt, 

1  =  aeu    -  —  •  eu 

c 

ist,  wo  eu  die  Menge  Eioktricitttt  bezeichnet,  welche  bei  dieser  Strom- 
intensitiu  wahrend  des  Zeitmaasses  durch  den  Querschnitt  des  Utters 
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geht.  Wird  nun  (l  osolbc  Strommlcii.  ii  it  nucti  dem  io  der  Mechanik 
festgesetzten  aUgemeiueu  Strommaasse  K  durch 

kE  =  iJ, 

ausgedruckt,  so  ist 

/f  =  ew  ~  ~  » . 

Es  ergiebt  sich  hiemas  die  Regel,  nach  welcher  die  nach  dem  im  vori- 
gen Artikd  d^inimten  besonderen  Maasse  ausgeführten  Messungen  za 
reducieren  sind»  um  sie  von  diesem  besonderen  Haasse  unabhängig  zu 
machen»  nOmlich:  man  multipliciere  die  erhaitenen  WerUie  mit^' 
man  erhalt  dadurch  den  Werth  der  elektrischen  Stromstarke  nach  dem 
allgememen  Strommaasse  in  der  Mechanik  ausgedradct. 

Eben  so  ergiebt  sich  aus  Art.  24  der  angeführten  Abhandlung, 
dass  eine  elektromotoriscbe  Kraft,  welche  durch  eine  Zahle 
und  durch  das  im  vorigen  Artikel  definirale  besondere  Haass  E  he- 
stimmt  ist,  nach  dem  aOgemeinen  Haasse  alter  Kräfte  in  der  Mechanik 
F  durdi  die  Zahl  f  bestimmt  werde,  so  dass  fF  =  eE  ist,  wenn 

'  c 

gcrnaciit  wird;  doun  es  isf  in  dem  angcführtoii  Art.  ?t  folgemler  Aus- 
druck flir  rlcklroinoloi  ische  Kraft ,  welche  ein  const;iiitcr  Strom  auf 
einen  bewegten  Keiler  ausUbt,  nach  dem  allgemciDcn  Üraflmaasse  der 
Meclianik  gegeben : 

f  =  t  (cos  e  —  ^  cos  0  cos  6^) .  0»'  cos  ^ . 

Dnt«'  denjenigen  Verhttltntssen  aber,  flir  welche  die  hierdurdi  be- 
stimmte elektromotoriscbe  Kraft  dem  im  vorigen  Artikel  definierten  be- 
sonderen Maasse  gleich  wird,  ist 

^'  f  =  1,  f  =  0.    =  Itt.  «.  "  jr,  »•  =  I 

rr  -  ' 

folglich  ist,  für  e  =  1,  /' —  a  —  y ,  oder  allgemein 

Bs  ergiebt  sieh  hieraus  die  Begel,  nach  welcher  die  nach  dem  im  vori- 
gen  Artikel  definierten  besonderen  Maasse  ausgeführten  Messmigen 
eldctramotorischer  Kitfte  en  redudeiren  sind,  am  sie  von  diesem  be- 
sonderen Maasse  onabhangig  zu  machen,  nSmKdi:  man  moltipUciere 
die  ei1»ltenen  Werthe  mit  4  •  Man  ertilüt  dadurch  den  Werth  der 
elektromotorischen  Kraft  nach  dem  allgememen  Krafimnasse  der  M^ 
chaoik  ausgedrückt. 
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Soll  endlich  aus  diesen  allgemeinen  Krall-  und  Siiomuiuasson  der 
Mechanik,  indem  sie  fUr  die  elektromotorischen  KriiAe  und  elektri?i(  hen 
Slrünic  ijebruucht  werden,  ein  absolutes  Wid ersta ndsmaass  aul  (lic 
nJImliche  Weise  wie  un  vorhergehenden  Artikel  aus  den  dort  duünit  i  U  ii 
bt  sonderen  Naassen  ahgcleiu^t  werden,  so  nrtralieh,  dass  derjenige 
Wideiöland  zum  Maasso  genommen  wird,  welchen  eine  Kette  besitzen 
muss,  damit  das  .Maa.s.s  der  elekltouiülori.sehen  Kraft  das  Slrommaass 
hervorbringe;  so  ergiebt  sieh,  wenn  ff  nadi  dem  im  vorhergehendLii 
Artikel  delinierlen  Maasse  den  nilniHcben  Widerijtand  bezeichnet,  wel- 
chen p  nach  dem  neuen  Maasse,  fulgcndc  Gleichung : 

»  — —  »• 

Die  Geschwindigkeit  ü,  mit  welcher  zwei  elektrische  Massen 
gegen  einander  bewegt  werden  inOssen,  wenn  sie  auf  einander  gar 
nicht  wiricen  sollen,  ist  bis  jetzt  noch  nicht  ermittelt  worden ,  und  dies 
ist  der  Grund,  warum  die  besonderen  Maasse,  wie  die  im  vorigen  Ar- 
tikel definierten,  zur  Zeit  noch  ftir  den  praktischen  Gebrauch  in  der 
Elektrodynamik  unentbehrlich  sind,  weil  ohne  Kenntniss  der  Geschwin- 
digkeit e  die  Reduction  der  gemessenen  Str om i  n  ten s ita  len ,  e lek - 
Iromq torischen  Krttfle  und  Widerstande  auf  die  bekannten 
Maasse  der  Mechanik  nicht  ausgeführt  werden  kann. 


V. 

UEBßR  DEN  ZUSAMMENHANG  DER  THEOIUE  DER  GALVANI- 
SCHEN KETTE  MIT  DEN  ELEKTRISCHEN  GRUNDGESETZEN. 

28. 

Die  Theorie  der  galvanischen  Kette  bildet  an  sich  einen  Tbcil  der 
Elektrodynamik  und  es  sollt«!  darin  die  Gesetze  der  galvanischen  Kelle 
in  ihrem  Zusammenhaoge  mit  den  elektrischen  Grundgesetzen  enfr- 
wickett  werden.  Dien  ist  bisher  nkht  geschehen;  vielmehr  ist  dw 
Theorie  der  galvanischen  Kette  Rlr  sich  allein  betrachtet  worden  und 
die  Gesetze  der  galvanischen  Kette  shid  Iheils  unmittelbar  aas  der  Sr- 
fobrung  entnommen,  theils  ans  Annahmen  abgeleitet  worden,  welche 
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ganz  tinabbängig  von  dcu  elektrischen  Grundgesetzen  aufge.su  Iii  wor- 
den sind.  Namentlich  gilt  dies  von  den  Gesetzen  der  galvanischen  Kette, 
wie  sie  Ohm  gejjebcTi,  deren  Richtigkeil  und  praktische  Bedeutung  übri- 
gens allgemein  anerkannt  wird.  Der  Grund,  warum  bisher  eiue  solche 
Enlwickelung  der  Theorie  der  galvanischen  Kelte  aus  den  elektrischen 
Grundgesetzen  noch  ni  ljt  gegeben  worden  ist.  dürfte  hauptsächlich  in 
den  mathematischen  Schwierigkeilcn  liefen ,  weiche  eine  solche  Eot- 
wickelung,  wenn  sie  volIstJindig  und  stieng  sein  soll,  findet.  Indf»ssen 
mögen  hier  einige  specielle  Ei-ürterungen  Platz  finden,  wel  he  den  Zu- 
sammenhang der  Theorie  der  g<ilvaniscben  Kette  mil  deu  eleklri.«:rhen 
Grundgesetzen  betreffen,  und  welche  mit  den  in  dieser  Abhandlung  be- 
trachteten Gegenstnnden  in  nJtheieni  Zusammenhange  siehen. 

Im  Laufe  dieser  Abtiandlung  ist  hiiiihger  auf  die  Ohm'schen  Ge- 
setze der  galvanischen  Kette  verwiesen  worden ,  was  nothwendig  war, 
weil  alle  Widerstandsmessuogen  wesentlich  auf  diesen  Gesetzen  be- 
ruhen und  seihst  die  Definition  des  Widerstands  und  des  Widerstands- 
maasses  darauf  begründet  werden  raussto ;  denn  der  Widerstand 
wild  im  Gronde  nur  durch  die  nach  den  Ohm'schen  Gesetzen  fllr  jeden 
geschlossenen  Leiter  in  dem  Verhältnisse  der  elektromotorischen  Kraft 
zur  Stromintengitttt  gegebene  Constimte  definiert  . 

Die  Ohm'schen  Gesetze  setzen  voraus,  dass  die  Intensität  des 
eldctnschen  Stroms  in  allen  Tlieilen  der  geschlossenen  Kette  gleich  sei, 
wie  es  hei  eingetretener  Beharrlichkeit  wirklich  der  Fall  sein  muss. 
Durch  diese  Voraussetzung  ist  das  Gebiet,  für  \v(  Iches  die  Ohm'schen 
GesGtie  gelten,  beschrankt  und  .mnfasst  nicht  alle  Bewegungen  der 
Blektricitlt  in  der  Kette;  denn  es  sind  davon  s.  B.  alle  Bewegungen 
aosgescblosseB,  welche  die  Elektricitat  in  der  Kette  machen  muss,  ehe 
ein  beharrlicher  Znstand  au  Stande  kommt.  Auch  leuchtet  ein,  dass 
diese  Gesetze  nur  in  so  weit  er&hnmgsmMssig  begründet  sind,  als  sie 
die  Abhttngjgkeit  der  in  aSksa  Theilen  der  Kelte  gleich  gewordenen 
Strominleqsitat  von  der  Summe  aller  elektromotorischen  Krflfte  in  der 
Kette  und  von  der  Summe  der  Widerstände  aller  ihrer  ThoJe  betreffe, 
wtthrand  ein  wirkliches  Gnmdgesetz  die  Stromintensitllt  an  iigend  einer 
Stelle  der-  Kette  nur  von  der  auf  diese  Stelle  wirkenden  eleklromoto- 
rischen  Kraft  und  von  dem  an  dieser  Stelle  vorhandenen  Widerstande 
abhängig  machen  darf.  Nun  hat  zwar  Ohm,  um  zu  einem  wiildichen 
Grundgesetze  zu  gelangen,  die  Verscbiedenbeit  der  elektrischen  Ladung 
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der  verschiedenen  Theile  der  Kette  in  Betracht  gezogen  und  hat  das 
(iesetz  zu  iJegrtlnden  gesucht,  dass  bei  irloirlier  StromintensilUt  der 
Unterschied  der  Ladung  an  zwei  Stellen,  zwi.scheu  welchen  keine 
♦  elektromotorische  Kraft  iieiieben  ist  (kein  Berührungspunkt  verschie- 

dener Metalle) ,  dem  WidersUmde  des  zwisc  hen  beiden  Stellen  liegen- 
den Tlieils  der  Kett^,  proportional  sei .  und  dass  dai^egen  an  einer  sol- 
chen Stelle,  wo  eine  elektrürnotorisclie  Ivralt  i,'eireben  igt  (wo  z.  B.  zwei 
verschiedene  Metalle  sich  bordhren^.  die  Ladung  von  der  einen  ?ieite 
zur  andern  einen  plöizlif  hon  Spiung  mache,  und  dass  der  Unterschied 
der  I  adiing  auf  beiden  Seiten  der  fUr  diese  Stelle  gegebenen  clektro- 
nioionschen  Kraft  proportional  sei;  dass  endlich  bei  verschiedener 
Siromintonsiiat  der  Unterschied  der  elekfrüniutorischen  I^dung  an  zwei 
bestimmten  Sfollpn  desselben  Leiters  der  StromintensitiH  proportional 
sei.  Hierdurch  i^eleifet,  hat  dann  Ohm  ein  analoges  Grundgeselz  fiirdie 
elektrische  Strömung  in  jedem  Theile  der  Kette  in  ihrer  Abhängigkeit 
von  der  Vertheilung  der  elektrischen  Ladung  aufgestellt,  wie  Fourier 
für  die  Würmeströmung  in  jedem  Theile  eines  Wärmeleiters  in  ihrer 
Abhängigkeit  von  der  Yertlieilung  der  Temperatur,  und  hat  nachge- 
wiesen ,  dass  die  aas  dieser  Analogie  gezogenen  Folgerungen  mit  der 
Erfahrung  ttbereinstinimen ,  so  weit  als  deren  Resnltale  verbürgt  wer- 
den können. 

Ohm  hat  wirklich  in  der  Yertlieilung  der  elektrisch»  Ladung  den 
wahren  Schlüssel  gefunden  zur  Erüfihung  des  Uebe^gangs  von  dem 
erfahning8inllsfi%  beendeten ,  die  ganze  g^echlossene  Kette  umlassen- 
den  Gesetze  zo  dem  wahren  Grundgesetze,  wie  es  allgemeni  von  jedem 
Theile  der  Kette  aufgestellt  werden  mass ;  was  aber  die  Wirifung  dieser 
elektrischen  Vertheilung  auf  die  Bewegung  der  Blektridiat  betrifit,  die 
er  bloss  nach  dw  Analogie  mit  der  Wukung  der  Tempeniturvertheilong 
auf  die  Bewegung  der  WUrme  betrachtet  hat,  so  li^jen  Annahmen  ni 
Grunde,  wekbe  weder  nothwendig,  noch  zulässig  eiscfaeiiien;  denn  die 
Wirkung  der  freien  Elektriciiat  ist  durch  das  allgemeine  Gnmejgeseti 
der  Elektricitflislehre  oder,  wenn  man  von  den  relativen  Bewogungen 
abstrahiert,  durch  das  Grundgesetas  der  Elektrostatik  schon  gegeben 

■ 

und  kann  daraus  für  jede  Vertheilung  Im  Leiter  berechnet  wenfen, 
woraus  sich  leicht  die  UnzulMssigkeit  willktthrllcher  Annahmen  nach  blos- 
ser Analogie  mit  der  Wiikong  der  Temperatarvertheihmg  auf  die  Se- 
wing der  Warme  nachweisen  Ulsst.  Schon  was  die  VertheUuog  selbst 
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belrifln,  erscheint  os  hiernach  unzulässig,  eine  andere  Vertheilunj^  der 
freien  ElfktriciUtt  als  an  der  Oberflüche  des  Leiters  anzunehmen. 
Ferner  leuchtet  ein  wesentlicher  Untprscliied  auch  darasi>  <  in,  dass 
zwischen  der  Wannefortpflanzung  und  der  in  der  Hic  hfuni,'  derselben 
vorhandenen  Temperaturabnahme  eine  so  nolhwendige  He/iehiuiij;  statt- 
findet, dass  erstere  ohne  die  letztere  trar  nicht  möglich  ist.  Eine  solche 
AbiUingigkeit  der  elckfrisrh(^n  Strömung  von  der  Vertlieiliuii,'  der  freien 
Elektricität  findet  in  der  galvanischen  Kette  nicht  statt,  weil  die  Kräfte, 
welche  die  elektrische  Strömung  hervorbringen,  nicht  l)Ios8  von  der 
nächsten  Umgebung,  sondern  auch  aus  grösseren  Entfernungen  wirken 
und  datier  ihren  Silz  auch  ganz  ausserhalb  des  Leiters  babea  könaoi, 
was  bd  einem  Wärmeleiter  nicht  möglich  ist. 

Man  nehme  z.  B.  einen  kreisförmigen  kapfemen  Ring  zum  Leiter, 
dessen  Querschnitt  ttberall  gleich  ist,  und  bewege  in  der  durcli  seinen 
Mittelpunkt  senkrecht  auf  seine  Ebene  gelegten  Geraden  einen  Magnet. 
Der  Hagnet  obt  bekanntlich  bei  dieser  Bewegung  auf  alle  Ringelookenle 
gleiche  elektromotorische  Kraft  aus  und  es  wird  dadurch,  weil  allen 
Blementen  auch  gleicher  Widerstand  ankommt,  eine  gleiche  elektrische 
Strömung  gleicbieit^  in  allen  Elementen  hervorgebracht,  woraus  folgt, 
dass  an  keiner  Stelle  des.  Ringes  eine  grüesere  oder  geringere  An- 
sammlung von  positiver  oder  negativer  Elektridtttt  entstehen  kann. 
Wir  haben  hier  also  den  Fall  eines  Stroms  in  einer  geschlossenen 
Kette  ohne  eine  Verlheilong  freier  Elektridtat  in  der  Kette.  Das  Gesetz 
der  AbbHngtgkeit  der  Stromintensitat  von  der  Verlheflnng  der  freien 
Elektricitat  im  Ldter  findet  also  in  allen  denjen%en  FftUen  keine  An- 
wendung; wo  die  gegebenen  elektromotorischen  Kmfte  sich  -über  die 
ganze  geschhwsene  Kette  erstrecken  und  in  allen  Theilen  den  Widei^ 
stunden  proportional  wirken.  Nn«  bei  ungletchmllssiger  Wirksamkeit 
der  gegebenen  elektromotoriscbeo  Krilfte  in  den  verschiedenen  Theilen 
der  Kette  tritt  eine  Vertheilnng  freier  Eldttricitit  ein ,  und  das  Factum, 
dass  «in  in  allen  Theilen  der  Kette  gleichltormiger  und  beharrlicher 
StnHn  2U  Stande  kommt,  beweist  dann,  dass  diese  Yertheilung  der 
fMen  Elektridtat  im  Leiter  die  Wirkung  habe,  alle  Ungletcfaheilen  in 
der  ursprünglichen  Wirkungsweise  der  eldclramotorisdien  Kralle  aus« 
zugleichen.  Wird  nun  aber  diese  Ausglttchung  durch  das  Factum  der 
Existenz  eines  beharrlichen  Stroms  als  bewiesen  betrachtet,  so  bleibt 
noch  Qbrig:  erstens  nachzuweisen,  wie  eine  sotehe  Yertheilung 
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na<;li  iloin  t  U'klrisclicn  Grundgosofzc  rnoirlich  ist  und  wie  sie  beschaüeii 
sein  mUääC,  zwcilcns,  wie  sie  entstehe  uud  crlialtcn  werde. 

29. 

Nach welsang' der  M^idikeit  einer  Verdieilung  iler  freien  Blelctrietlil 
im  Leiter,  wodvreh  die  Ungleiebhciten  der  Wirkflainkeit  g^bener 
elektromotoriaelier  Krilft»  in  den  venchiedeoen  Theileo  der  Kette  nach 
Proportion  ilirer  Widersttnde  aosgeglielieii  werden. 

Jedos  Thoilchon  freier  (positiver  oder  negativer)  Elektricitüt ,  wel- 
ches sicli  an  der  Oberflüche  eines  Leiters  Itefindet,  übt  elektromotc^ 
rische  Krttfte  auf  alle  Thoilo  des  Leiters  aus,  welche  die  gegebenen 
elektromotorischeD  Kräfte  der  Kette  an  einigen  Stellen  schwächen,  an 
andern  verstfirken,  und  es  fragt  sich  daher,  ob  eine  solche  Vertheilung 
freier  Elektricitat  auf  der  ganzen  OIx  rniichc  des  Leiters  rnttglich  sei« 
durch  welche  die  elektromotorisciie  Kraft  tiberali,  wo  sie  zu  sdiwadi 
ist,  verstärkt«  wo  sie  zu  stark  ist,  geschwächt,  und  auf  diese  Weise 
eine  Au^leichung  der  elelctroniolorischeii  Kraft  in  allen  Theüen  der 
Kette  nach  Proportioa  ihrer  Widfflvtfinde  zu  Stande  gebradit  werde» 
welche  die  Bedingung  eines  gleichfbnnigen  und  beharrüchen  Stroms 
ist.  Diese  Frage  nrass,  wenn  vor  der  Band  von  dem  Einflüsse  der  re- 
lativen Bewegungen  der  eleklriseheo  Theücfaen  gegen  einander  abstva- 
hieti  wird,  ans  dem  Gnmdgesetze  der  Elektrostatik  entschieden  wer- 
den ,  wodurch  die  von  der  Elektricitat  hei  jeder  beliebigen  Vertheilung 
an  der  Oberflftdie  auf  alle  Punkte  im  Innern  des  Leiters  aosgettbleo 
Kmfte  bestimmt  sind. 

Poisson  hat  bekanntlich  aus  dem  Grundgesetze  der  Elektrostatik 
folgendes  Theorem  bewiesen :  i 

Wenn  auf  einen  Leiter  von  beliebiger  Gestalt  von  aussen  be- 
liebige elektrische  Krttfte  wiiken,  so  ist  an  der  ObeiflAche  des 
Leiters  immer  eine  solche  Vertheilung  freier  Elektricitst  möglich 
—  aber  nur  eine  einzige  —  bei  welcher  die  elektrischen  Krttfte, 
welche  von  dieser  verlheilten  freien  Elektricitat  herrühren,  den 
von  aussen  her  wirkenden  elektrischen  Kräften  in  allen  Punkten 
im  Innern  des  Leiters  zngleidi  das  Gleichgewicht  halten. 
Denkt  man  sich  nun  zunächst  einen  Leiter  von  cylindrischer  Form  mtd 
in  det  Ridiiung  seiner  Axe  in  ^ssm*  Entfernung  one  oonottdrierle 
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Masse  freir n  p'isitivrn  »der  negativen^  nloktrisclKMi  riiiidunis.  wolrlio 
auf  alle  Theile  dos  CvlincJers  gleiche  und  seiner  A\e  parallolo  Kralle 
ausübt;  so  foli^t  ans  ohij^oni  Lehrsatze  die  Möglichkeit  einer  solchen 
Verfheihiiii:  der  freien  Eleklrieit.lt  an  der  Oberfläche  des  (iylinth'rs,  aus 
welcher,  bei  dem  Wegfall  jener  fernen  Masse,  für  all*;  Theile  des  Cylin- 
«lers  gleiche  und  seiner  Axc  parallele  elekiromotorische  Krüftc  resul- 
tieren, nJimlich  diejenigen  Krüfte,  welche  den  von  der  fernen  Masse  vor 
ihrem  Wegfall  ausgeübten  Kräften  das  Gleichgewicht  gehalten  hatten. 

Denkt  man  sich  dagegen  einen  gcbogeooD  Stab  und  in  der  Rich- 
tung der  Tangente  eines  seiner  Elemente  in  grosser  Entfernung  eine 
concenlrierte  Masse  freien  (positiven  oder  negativen)  Fluidums ;  so  folgt 
eben  so  die  Möglichkeit  einer  solchen  Vertheilung  der  freien  Elektricitttt 
an  der  Oberfl{iche  die^^es  Elements,  aas  wekher,  bei  dem  Wei;fall  jener 
fernen  Masse,  (Ur  alle  Theile  des  Elements  gleiche  und  seiner  Tangente 
parallele  elektromotorische  KrUfte  resultieren,  und  diese  Möglichkeit 
bleibt  auch  dann,  wenn  auf  das  betrachtete  El^ent  die  eldttrischen 
Mangen  aller  andern  Elemente  des  gebogenen  Stabes  wirken,  wie 
auch  diese  Ladungen  beschaffen  sein  mOgen .  nur  dass  alsdann  die  Ver- 
Iheilungswetse  der  fireim  Elektricltttt  an  der  Oberfläche  des  betrachte- 
ten Elements  von  der  Ladung  des  ttbrigen  Stabs  abhangig  ist. 

Diese  Betrachtung  Ittsst  sich  nun  auf  alle  Elemente  des  gebogenen 
Stabs  anwenden,  so  dass  for  alle  Elemente  gleiche  und  ihren  Tangenten 
parallele  eldctromotorische  Kräfte  resultieren.  Die  Ladungen  aller  ein- 
zelnen Elemente  werden  dadurch  von  der  Ladung  des  ganzen  Stabs 
abhangig  gemadit,  und  die  Ladung  des  ganzen  Stabs  muss  endlich 
wiederuDi  der  Summe  der  Ladungen  aller  Elemente  gleich  gesetzt 
werden. 

*    

Eine  auf  solche  Weise  gewonnene  Bestimmung  der  Ladung  des 
ganzra  gebogenen  Stabs  wird  nun  gelten,  der  Stab  mfige  nur  einen 
kleineren  oder  eifien  grosseren  Theil  von  mnem  Kreise  bilden.  Die  La- 
dungen in  den  Bertthrung^achen  je  zweier  an  einander  grenzender 
Elemente  massen  sich  neutralisieren,  so  dass  die  Vertheilung  der  freien 
Eleklricitat  auf  die  Oberfläche  des  Stabs  beschrankt  bleibt,  zu 
der  aber  wesentlich  die  Anfangsflache  und  Endflache  des  Stabs 
gerechnet  werden  mttssen,  welche  daher  nicht  zusammenfallen  dliri^o. 

Die  Nothwendtgkeil,  Anfhng  und  Ende  des  Stabs  geschieden  zn 
erhaltai,  wenn  die  an  der  Oberflache  vertheilte  fl«ie  Elektricitllt  in 
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allen  Elementen  des  Stabs  gleiche  elektromotorische  Kräfte  nach  taa^en- 
daJer  Rkiitang  ausüben  floU,  folgt  daraus,  dass  die  Ladnogen  cm  Aa- 
ftm^e  und  am  Ende  des  Stabs,  bei  g^oaeit^er  Annttfaening,  kaaoa 
bestimmten  Grenswerthe  aicii  nahern,  aondern  ins  Unendliche  wachten 
mttssteo ;  wie  man  sich  durch  folgende  BeCrachUing  tibeneogen  kum. 
^  Bs  stalle  AB  die  AnfangsOttche,  CD  die 

End8ache  des  Stabs  dar;  der  sehr  kleine  Ab- 
stand  beider  Flächen  von  einander  hcisse  <>. 
Es  darf  angenommen  werden ,  dass  bei  t  iner 
Verkleinerung  von    die  VerLheiiung  der  fruiefl 

 'S  Elektricitai  auf  der  ganzen  StaboberflSche  mit 

Ausnahme  von  Ah  und  C'/>  uahe  unverändert 
bleibt,  woraus  folgt,  dass  die  ftlr  einen  Punkl  £ 
des  Stabs  resultierende  elektromotorische  iünft 
als  unverändert  angesehen  weiden  kann,  wwi 
^    ^  nur  die  aus  den  Ladungen  der  beiden  FItIcbei 

AB  und  CD  fitr  f  resaltierende  etektromotorisdie  Kraft  gleich  geblieba 
ist.  0  und  B  seien  zwei  gleiche,  efannder  gegenüberliegende  Elemeoie 
der  Flächen  AB  und  C!D.  Die  Ladung  des  Elements  6  werde  mit  ~ 
die  Ladung  des  Elements  ff  mit  +  «  bezeichnet  Der  Abstand  fE 
senkrecht  auf  die  Rielitiinf;  der  für  E  resultierenden  elektromotorischen 
Kraft,  heisse  ß ;  der  Ai>üLuiid  l^E  lieisse  a.  Alsdann  ergiebt  sich  die  von 
H  auf  E  nach  der  tangentialen  Kichlung  J^F  wirkende  kraft  aus  ^ 
Grundgesetze  der  Elektrostatik 

die  von  G  auf  £  nach  der  n&mlichen  Richtung  wiikende  Kraft 

—  (rt  -f-  ^)  # 

folglich  die  Summe  beider  Kräfte ,  wenn  d  gegen  a  sehr  klein  ist. 

Hieraus  folgt  also ,  dass  die  Air  £  resultierende  elektromoCorisehe  Knt 

bei  der  Verkleinerung  von  rV  unverändert  bleibt,  wenn  das  Product 
gleichen  Werth  behalt.   Kur  verschwindende  Wertlie  vua  <1  iiiusslealio 
die  Laduni^'  t'  ins  Unendliche  wachsen,  was  zu  l)e\veisen  war. 

Zugleich  leuchtet  daraus  «'in,  (htss.  wenn  die  im  ganzen  Slabe 
gleiche  clektron^iotorische  Kraft  wachsen  oder  abnehmen  soll,  auch  tief 
Werth  des  Products  die  sich  proportional  andern  müsse. 
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Bezeichnet  endlich  K  einen  zwischen  (h;n  Fhlchen  Alt  und  CD 
gelegenen  I'unki ,  so  leuchtet  ein,  dass  die  l.aduü^LU  der  l  lüclicu  AB 
und  CD  auf  A'  eine  elektromotorische  Krafl  uucii  eiilgcfjengeRet/ler 
Ki(  htuny  wie  auf  E  ausüben.  Soll  daher  ein  geschlossener  Kreis»  ge- 
bildet werden,  in  wckhciii  überall  gleiche  elektromotorische  Kräfte  in 
gleichem  Siiiae  wiikcn,  was  notbw  endig  ist,,  wenn  ein  gleich  förmiger 
und  beharHicber  Sti  oni  zu  Stande  kouiiueu  soll ,  so  muss  K  dei-  Silz 
einer  von  der  Veilheilung  der  freien  Klektricität  an  der  Slaboberllüche 
unabhMngigen  elektiunioluriscbeu  KniH  sein,  welches  z.  R.  der  Fall  ist, 
wenn  Kupfer  und  Ziuk  im  Punkte  h  <  n.inder  berUhien.  Auch  lüssl  sich 
nachweisen,  dass  die  gegebene  eleklrüinolorische  Kraft  in  allen  Punk- 
ten K  der  Linie  d ,  welche  die  beiden  entgegengesetzt  geladcnpü  Flä- 
chen verbindet,  unter  sonst  gleichen  A'erlulllnissen  dem  Produkte  de 
proportional  sein  nitlsso,  und  <lass  also  dieses  Produkt  a!^  ein  Maass 
der  gcgebeueu  elektromotorischen  Kraft  betrachtet  xN^rden  dürfe.*) 

Aus  diesen  ailgememeu  lietraclituagen  lassen  sich  nun  folgende 


*)  Es  sleileo  AB  und  CD  die  beidsn  eot^egeogeseUl  geladenen  Flächen  dar, 
j(  ^  deren  Abslaod     ^  ist.  G  sei  «ht  ElAmeiil  der  Fliehe  AB^  dessen 

LtdaM  mit  •  beceielmel  wird.    Der  Abstand  FC,  senkrcebt  auf 

die  Richtung  der  für  K  resuKiereodcn  clcktroinolariscbcti  Kmfl, 
werde  mit  der  Abstand  FK  mit  a  bezcichncl.  Dann  erpicbl  sich 
die  von  G  aaf  K  nach  der  Richluog  FK  wirkende  Krall  aus  dem 
GruodgeseUe  der  Eleklrastalik 


X 


Idglicfa  lör alte Punkie  Ävon«  —  Obisa*«d 

rar  alle  Kläclienelcmenle,  welche  in  gleicher  Entfernung  ß  von  /  liege»»,  erhält  man 
hiemach  durch  Multiplicalion  mit  tnß 

ine  .^^^^^^-^); 

endlich  (Or  alle  Ftlobenelemento  von    »  0  bis   —  * 

SU«  (#+  ft—ri» +  ■#!)) 

oder,  weil  d  gegen  b  sehr  klein  ist, 

Dsswibe  Resultat  eripebt  sich  lilr  die  von  der  FUcbe  CD  ausgeüble  Krell,  and  ee 
giebt  sich  lUglidi  die  Summe  beider  Krtfte  =  4»sd,  d.  h.  proportional,  dem  fro- 

ducie  de  . 

AMHnMU.4.ii.S.Cw.4.WliMMcli.  I. 
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Rcsaltate  ziehen,  welche  t-me  \  ergleichuüg  uul  den  bekannten  Gesetzen 
der  galvanischen  Kette  gestatten. 

1.  Aus  obiger  Betrachtung  folgt,  dass  in  einem  gesclilossonea 
Ringe  durch  blosse  Verthcilung  der  freien  Elektricitat  an  seiner  Ober- 
flSche  kein  Strom  möglich  ist,  sondern  dass  wenigstens  in  einem 
Querschnitte  dieses  Bingt^s  elektromotorische  Krflfte,  z.  B.  durrh 
die  Berührung  iron  Kupfer  mit  Zink,  gegeben  sein  nins<;en  ,  wenn  durch 
VenDitlelang  einer  gewissen  Yertheüung  der  freien  Klekti-icitäl  an  der 
BingoberfUtchc  ein  gleiclifOrmiger  und  beharrlicher  Strom  im  ganzen 
Binge  zn  Stande  kommen  soll. 

2.  Wenn  in  einer  bestimmten  Kette  der  Strom  verdoppelt  werden 
soll ,  so  muss  die  Menge  der  freien  ElektriciUlt  auf  der  ganzen  Obei^ 
fluche  verdoppelt  werden ;  folglich  muss  auch  dne  Verdoppelung  des 
Factors  e  im  Producle  de  stattfinden,  d.  h.  eine  Verdoppelung  der  da- 
mit |)roportionalen  elektiouiotorischen  Kraft.  Einer  Verdopj>ehaig  der 
elektromotorischen  Kraft  entspricht  also  eine  Verdoppelung  der  Strom- 
intensitAt  in  der  nUmhchen  Kette. 

3.  Werden  alle  Dimensionen  einer  Kette  verdoppelt  und  soll  da- 
bei die  elektromotorische  Kraft  in  allen  Punkten  noch  eben  so  gross 
wie  vorher  bleiben  ,  so  muss  die  Dicke  der  elektrischen  Scliidit  an  ent- 
aprechenden  Stellen  der  Oberflache  unverändert  geblieben  sein,  wäh- 
rend die  davon  bedeckte  Stelle  der  Oberfläche  4  Mal  grösser  gewor- 
den ist.  Zugleich  ergiebt  das  proportionale  Wachsthuni  aller  Dimen- 
sionen, dass  auch  der  Abstand  d  in  dem  Productc  de  verdoppelt  ge- 
dacht werden  muss ,  wonach  also,  da  e  unverändert  geblieben  ist,  das 
Product  de  and  die  damit  proportionale  oleklromotori.sche  Krall  ver* 
doppelt  sein  muss.  Hieraus. folgt,  dass  eine  doppelte  elektromotorische 
Kraft  erfordert  werde,  um  in  einer  Kette  von  doppelfer  Lflnge  und 
vierfachem  Querschnitte  eine  eben  so  starke  elektrische  Bewegung  in 
allen  Funkten  hervorzubringen,  wie  in  einer  Kette  von  einfacher  Lange 
und  einfachem  Querschnitte  l'inc  solche  in  allen  Punkten  gleich  starke 
elektrische  Bewegung  giebt  aber  bei  vierfachem  Querschnitte  die  vier- 
fache Stromintensitttt.  Die  doppelte  elektromotorische  Kraft  bringt  also 
in  einer  Kette  von  doppelter  Lange  und  von  vierfachem  Querschnitte 
die  vierfache  Stromintensitat  hervor,  was  nach  den  bekannten  Gesetzen 
der  galvanischen  Kette  auch  wirklich  der  Fall  istL 
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Eine  voUstAndige  Entwickelung  der  Gesetze  der  galvaDis(  licn  Kette 
fordert  eine  nähere  Bestimmaiig  der  Verliieil»iig  der  freien  Elektricitat 
an  der  Oberflficbe  der  Kette. 

30. 

Uebar  des  Gefell  der  VertheilaDg  der  freieo  Blekirieilit  «n  der  Obe^ 
ilBche  dea  Leiters  eines  irletelifllnDiinn  nnd  behsnUeken  Stroms. 


Bei  einem  linearen  Leiter  ist  es  gestattet,  ftlr  die  Vertheilung 
der  freien  Elektricitat  auf  der  Oberflache  eine  Yertheiluo^  derselben 
in  deijenigen  Linie,  welche  die  Axe  des  Leiters  bildet,  zu  setzen.  Es 
lencfatet  dies  in  Besiebang  auf  alle  Tbeile  des  Leiters  von  selbst  ein, 
welche  in  grosserer  Entfernung  von  demjenigen  Punkte  Hegen ,  fllr 
welchen  die  von  jener  freien  ElektridtAt  ausgeobte  elektromotorische 
Kraft  besthnmt  werden  soll,  und  es  bleibt  daher  nur  übrig,  den  Beweis 
für  demjenigen  TheÜ  des  Leiters  zu  fuhren,  welcher  jenem  Punkte  zu- 
nächst liegt. 

^  (;        Es  sei  k  derjenige 

\  |a  '  >     Punkt,  liir  welchen  die 

\   \    von  der  freien  Elektri- 

^  ^   citJU  des  Leiterelernents 

BCDE  ausgeübte  elektromotorische  Kraft  bestimmt  werden  soll ;  «  be- 
zeichne den  unendlich  kleinen  Halbmesser  des  Leitungsdrahtes.  Die 
Dicke  der  Schicht  der  freien  Klektricitat  in  dem  Punkte  F,  dessen  ge- 
'  rioger  Abstand  von  dem  durch  A  gehenden  Querschnitt  des  Leiters  mit 
«  bezeichnet  werde,  kann  daigestellt  werden  durch 

und  die  elektromotorische  Kraft  welche  die  freie  Elektrkntät  des  Fltt- 
chenelements  Sjwccb  bei  F  auf  den  Punkt  A  ausübt,  durch 

tum  («  «f  te)^, 

uri  -i-  XX 

woraus  die  Componente  dieser  Kraft  nacii  der  Hichtuug  der  Axe  folgt, 

—  +  fcr)  xdx 

{aa  -f 

Der  ItUe^^iulwerth  zwischen  den  Grenzen  x  =  —  X  bis  «  =  +  A  ist 
hieraach 

j  i^?^)!  =  r  ^  i  aai-li  ««)■) 

21  • 
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oder,  weil  a  gegOD  k  sehr  klein  ist,  . 

=  kmtb  .  log  Jj-  =  i.tub  (log  A  —  'og  a) 

worin  <  die  Grundzahl  des  naUirlichen  LogarithmensyBfems  bezeidiDet, 
Wflre  nun  dieselbe  freie  Elektridtat,  statt  auf  der  Oberfläche  des 
Leiters  Terlfaeitt,  in  seiner  Axe  eoncentriert,  so  wdrde  von  dem  Azen- 
elemente,  in  welchem  die  freie  Elekfricität  ^tta{a  +  4p]dd;  conceabierl 
wilre ,  auf  A  nach  der  Richtung  der  Axe  eine  elektromotorische  Kraft 
wirken»  welche  dargestellt  wird  durch 

^     iira  (<i  4  to) 

je  nachdem  x  einen  positiven  oder  ncgativon  Werth  hat.  Der  Inicgnl- 
werih  zwischen  den  Grenzen  w= — A  bis  x= —  ^  ^ 

=  2»a6  (log  A  —  log  f  a)  +  ^mia  (j  ^) 

zwischen  den  Grenzen  «  =  +  |  «  bis  a*  =  +  A 

=  W  (log  A  —  log  I  «)  -  2««,  (^  _  JL)  ; 

fol^ch  ist  der  Integralwerth  zwischen  den  Grenzen  x  ^  —  X  bis 
«  =  +     mit  Ausschluss  des  zwischen  den  Grenzen  «  =  —  ^  alk 

4- a  fhllenden  Theüs, 

=  inab  (log  k  —  lüg  ~ 

woraus  hervorgeht,  dass  es  gestattet  ist,  ßlr  die  Vertfaeilnng  der  freiei 
Blektricitat  auf  der  OberiBttche  eine  Yertheilong  derselben  in  der  Axe 
des  Leiters  zu  substituieren,  wenn  man  in  dem  Integralwerlfae  der 
elekfromotorischen  Kraft  denjenigen  Theil  ausschliesst,  welcher  fvi- 
scfaen  den  Grenzen  »=  —  y  «  bis    =  -f  ^  " 

Hat  z.  B.  der  lineare  Leiter  die  Gestalt  eines  Kreises,  dessen  Hilb- 
messer  =  r  ist ,  nnd  bezeichnet  A  den  Anfangspunkt  eiaes  Bogens 
Aß  =  rtp ,  welcher  der  Sitz  diu  g;ei;jebencn  elekti  umotorischeü  Ki"<*ß 
der  Kette  ist;  so  sei 

.  6(p 

die  freie  EleklricitlU  des  Boü;eneIements  rdq)  am  Ende  des  Bogens  ry. 
Der  Werth  des  Potentials  dieser  elektrischen  Masse  im  Punkte  Cam 

Ende  des  Bogens  AC  =  ry^  ist  dann 

  Up  dy 

triin  i  if—f) 
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folglich  der  Werth  des  Potentials  der  eleIctrUdieii  Hasse  des  ganxen 
Leiters  im  Punkte  C 

trj  sin  ♦  (V  —  '^^ 

WO  die  Integration  von  9  =  Y»+|y  bis  qp  =  2nt  +  tp  — zu 
erstrecken  ist.  Hieraus  ergiebt  sich  die  auf  den  Punkt  C  ausgeübte 
elektromotorische  Kraft,  ausgedruckt  durch  den  Differeotialquotienten 
des  Potentials  in  Besiebung  auf  den  Bogen  r^« 

  d  .Jtfi_ 

Soll  nun  diese  eleklromolorisclir  Ki  ift  in  ;<llon  Thnilon  dos  Leiters  gleich 
sein,  d.  h.  soU  '^^^^  einen  constanten  Worth  c  habeu,  SO  erhäU  man 

Vxp  — -  cip  +  const. 
oder,  bei  syninietrisrlior  Voriheiliing  der  freien  positiven  und  negativen 
Elektricitat  im  Leiter,  >vu  Vm  =  cn  +  const.  =  0  ist, 

Fy;  =  c     —  n)  . 
Sollte  nun  auch  die  Auftindung  der  allgemeinen  Form  der  Function  fy 
Sehwirriijkeiten  finden,  so  ist  es  doch  nicht  schwer,  die  von  Ohm  dar- 
über aufgestelltem  Hy|)otheso  einer  Prüfung  /u  unterwerfen  und  zu  enl- 
scheiden,  ob  und  in  wie  weit  dieselbe  zulassig  sei. 

Die  Ohm'sche  Hypothese  besteht  wesentlich  darin,  dass  der  NN'erth 
fy  von  9  =  0  bis  qp  --  ;2t  proportional  mit  (p  wachse  und  dass  also 
für  den  Fall  der  symmetrischen  Yeriheilung  der  positiven  und  nega- 
tiven Elektricitai  im  Leiter,  wo  f  (0)  =  —  f      ist , 

f<p  ~  a  ((p  —  7i)  . 

Dies  vorausgesetzt,  lUsst  sich  der  Werth  des  Potentials  der  freien 
Eiektriticitiit  des  ganzen  Leiters  in  demjenigen  Punkte,  Air  weichen 
^  =    ist,  folgendennassen  bestimmen. 

A  sei  der  Anfangspunkt  des  Bogens  rq: ;  AB  —  BD  ~.  r^>.  Alle 
Elemente  des  Bogens  r(p  von  A  bis  Ü  lassen  sich  paarweise  nach  ihrem 
Abstände  von  B  ordnen.  Wenn  nämlich  das  eine  Element  zu  (p=\p — j{ 
gehört,  dessen  Abstand  von  Ä  =  2r  sin  %  ist,  so  hat  das  zu  (p  ~  t//  + 
gehörende  Element  denselben  Abstand  von  B.  Die  diesen  beiden  Ele- 
menten zugehörigen  elekrischen  Massen  sind 

« (V  —  ar  —         un<i  a    +  X  —  ^)  t^X 
und  der  Werth  des  Potentials  dieser  Massen  im  Punkte  B 

•    —  X  —    «fr  »S^  +  jt  —  «)  4y 


Digitized  by  Google 


I 


tS2  WlLBBLH  WbBBH, 

folglich  deren  Summe 

  g     —  n)  dg 

Der  Werth  des  Potentials  der  freien  Elekiricität  des  ganzen  Bogens  AD 
iiD  Punkte  B  ergiebt  sich  hieraus 


/•V 

r      I  Sir 


^  =  SLilt^  •  (log  tang  i  V  -  log 


Der  Ponkt  C  des  Kreises  liege  dem  Pankte  B  diametral  gegenüber, 
ftdglicb  der  Bogen  ABC  =  r  (v  +  Jt).  Alle  Elemente  des  Bogens 
von  D  über  C  nach  A  lassen  sich  ebenfalls  paarweise  ordnen  nach 
ihrem  Abstände  von  C.  Wenn  niimlich  das  eine  Element  zu  fp  =  if! 
+  ^  —  X  gehört,  dessen  Abstand  von  C  =  9.r  sin  ^  x  »S^-.  liat  das  za 
^  ==  -f.  ;r  4.  ;f  gehörende  Element  denselben  Absland  von  C.  Die 
diesen  beiden  Elementen  zugehörigen  elektrischen  Massen  sind 

a{^'^x)dx  und  ai^ff-i-x)^ 
und  der  Werth  des  Potentials  dieser  Hassen  im  Punkte  B 

folglich  deren  Smmne 

Der  Werth  des  Potentials  der  freien  Elektricität  des  ganzen  Bogens  DCA 
im  Punkte  B  ei^ebt  sich  hieraus 

^«HhT   ^  log  tang  i 

der  Werth  des  Potentials  der  freien  Elektricität  des  ganzen  Kreises  alio 

=  —         ^m^  —  -^(log  «ang  T  V  -  log  tang  ^^-) 
Hieraos  ergiebt  sieb  die  auf  den  Puakt  D  ausgeübte  elektromo ton  sehe 
Kraft,  ausgedruckt  durch  den  DilTerenüalquotienten  des  Polentiais  la 
Beziehung  auf  den  iiogen  ry; , 

=  ^  log  tang  -1^  — 

oder  rr    e     ö  8, 

*~  OTT 


^  log  cot _  _ 
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rUr  dicjeiiigen  \V  orthe  von  welche  von  n  wenig  verschieden  sind, 
ergiebt  sich  hiernach  die  eleklromotorische  Kraft  nahe  gleich ;  je  mehr 
aber  der  Werth  von  tp  dem  Werthe  von  0  oder  ^  nahe  kommt,  desto 
tiefer  sinkt  die  elektromotorische  Kraft  unter  jenem  Grcnzw  crthc  herab, 
woraus  also  folgt ,  dass  die  Ohm'sche  Hypothese  Uber  die  VertheUang 
der  freien  Elektricitat  nur  fttr  den  milüeq^  Theil  der  Kette  naherungs- 
weise  zotessig  ist. 

So  wie  nnn  nach  dieser  Hypothese  der  Werth  der  eleitlromoto- 
rischen  Kraft  in  allen  Theilen  der  Kette  kleiner  ist,  ab  der  ibr  die  Mitte 
der  Kette  gültige  Grenzwerth,  so  Issst  sich  am^  leicht  eine  Hypothese 
anfttellen,  nach  welcher  er  grösser  sein  würde.  Die  Ohm'sche  Hypo- 
these bedarf  nSmlich  nothwendig  einer  Ergänzung,  wenn  sie  nicht  mit 
dem  Satze  in  Widerspruch  stehen  soll,  dass  aus  der  Yerthcilung  der 
freien  Elektricitiit  an  der  Oberfläche  eines  Leiters  eine  im  Innern  des 
Leiters  liberal]  gleiche  elektroni  otorische  K[;iri  mu  dann  resultieren 
könne,  wenn  zwei  Querschnitf>ll;irli(>ii  d<>s  l.eUrrs  zu  jener  Oherllüche 
gehören  (s.  S.  275).  Denn  hiernach  nmss  in  unserer  linearen  Darstel- 
lung alle  in  diesen  beiden  Quer«cbnitt«flachen  befindliche  freie  Elektri- 
citat  in  zwei  Punkten  concentriert  gedacht  werden,  während  in  der 
ganzen  übrigen  Kette  nur  die  in  der  Begrenzungslinie  eines  Quer- 
schnitts befindliche  Etekiricität  in  einem  Punkte  concentriert  gedacht 
wird.  Es  ergiebt  sich  daraus ,  dass  wenigstens  in  den  jene  beiden 
Querschnitte  darstellenden  Endpunkten  eine  von  Ohm  nicht  berücksich- 
tigte Conoentration  von  freier  Elekiricitat  staltfinden  müsse.  Bezeichnet 
man  diese  mit  ±  e ,  wo  das  obere  Vorzeichen  für  den  einen,  das  unlere 
für  den  andern  Poakt  gilt,  und  bezeichnet  d  den  kleinen  Abstand  beider 
Punkte  von  einander,  so  fäisst  sich  die  elekiroäiotorische  Kraft,  welche 
dadurch  fUr  jeden  Punkt  der  Kette  noch  hinznkonmit ,  nach  demselben 
Gesetze  bestimmen,  welches  Ganss  iur  die  Wirkung  eines  Magnets  in 
die  Feme  gegeben  hat.  Siehe  «Resultate  aus  den  Beob;u  htun- 
gen  desmagnetischen  Vereins  im  Jahre  184U»  S.  ?>:].  ;U.  lüt 
nämlich  ACA'  der  kreisförmige  Lt  it<  r  und  in  A  die  Contaklslelle ,  und 
soll  die  elektromotorische  Kraft  bestimmt  ncrdm,  welche  durch  die 
freie  ElektriciUU  ±  «  zu  beiden  Seiten  von  A  im  Punkte  C  des  Leiters 
hinzukommt ;  so  ziehe  man  in  A  die  Tangente  und  verlängere  sie,  bis 
sie  in  B  die  verlüngerte  Gerade  A'C  schneidet,  wo  A  denjenigen  Punkt 
des  Kreises  bezeichnet,  welcher  dem  Punkte  A  diametral  gegenüber 
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Hegt;  ferner  mache  mati  AD  =  ^  AB  und  ziehe  CD;  so  ist  CD  die 
Richtung  der  elektromotorischen  Kraft,-^welehe  ±  «  in  C  aosttbl»  und  die 
Grosse  dieser  Kraft  wird  dargeBtelit  durch 

AD   '  AC 

Zielit  man  endlich  die  Tangente  des  Kreisps  in  C  und  fälll  darauf  das 
Perpendikel  DE;  so  ergieht  sich  die  Cunifxjnenlo  nach  der  Rit  titung 
der  Kreistaagcale  in  C,  d.  i.  die  gesuchu>.  clokuomotoriscbe  Kraft 

—    CD  '   AD  '  A(f  —  AD  '  AC  ' 

Bezeichnet  man  den  Halbmesser  des  Kreises  mit  r  und  den  Kreisbogen 
AC  mit  ^^,  so  findet  man  dalUr  den  Aasdruck 

•in  *  HP'  ' 

Fügt  man  nun  diese  elektromotorische  Kraft  der  nach  der  Ohm'schoD 
Hypothese  gefundenen  noch  iiinzu ,  so  erhält  man 

Auch  dieser  Werth  ist  nahe  constant  für  solche  Werthe  von  wetehe 
von  n  wenig  verschieden  sind«  wie  man  ersidit,  wenn  man  den  DÜTe- 
renliaiquotienten  entwickelt,  nflmlich 

welcher  für  ^  =  Null  ist.  Ausserdem  kann  aber  der  Werth  von  dir 
so  bestimmt  werden,  dass  auch  der  zweite  nnd  dritte  Differentialquotient 
für  ^  =  flp  Null  ist,  welches  der  Fall  ist»  wenn 

ist  SnbstHniert  aian  diesen  Werth  von  ^  in  dem  Ausdruck  der  elektitH 
motorischen  Kraft,  so  erhalt  man 

-     log  cot       +  sf^f^  (3  coe  i     -  «) 
dessen  Differenüalquotient 

.  — .  _  *    <CT    COS  i  y' 
~^       5    fr  ISöTr 

lUr  V  =  >v  Null  ist,  weil  er  cos  ^    =  0  zum  Factor  hat.  Auch  sieht 

'man,  dass  die  beiden  folgenden  Differentialquotieuten  für  v  =  »  Null 

werden,  weil  sie  ebenfalls  den  Factor  cos  |  ^  =  0  haben. 

Man  ersteht  hieraus,  dass  nach  dieser  Hypothese  der  Werth  der 

elektromotorischen  Kraft  h  allen  anderen  Theilen  der  Keltc  grösser  ist, 

als  der  flir  die  Mitle  der  Kette  gültige  Grenzwerth,  statt  er  nach  der 
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Olim  hmi  Hypolheso  kleiner  war.  Die  richtige  Hypothese  über  die 
\  [  iln  iiung  der  fre>on  ElektriciUi»,  nus  weicher  sich  eine  Uberall  gleiche 
cicklroinotörißclje  Kraft  ergehen  soll ,  ist  also  zwischen  den  von  den  . 
beiden  obiiron  Hypothesen  peaehenen  Grenzen  eingeschlossen ,  was 
soviel  hei&ol  als:  die  elektiisclie  Ladung:  der  Kette  wachst  von  dem 
IndifTeren^pnnkte  zu  dem  (lontaktpunkte  nicht  gleichförmig,  sondern  all- 
ralihhg  iieschleunigt.  Die  daraus  hervorgehende,  überall  gleiche  elektro- 
motorische Krail  wird  dann  uiuthmassUch  zwischen  den  durch  die  bei- 
den obigen  Hypothesen  gegebcnea  Grenzwerthen  liegen ,  nämlich 

-S-  (log  ±  «)   BDd  (log  4  «)  . 

Der  Factor  a  bezieht  sich  dabei  auf  das  Gefalle  der  (elektrischen  La- 
dung in  der  Milte  der  Kette,  wenn  man  nach  Ohm  iintf^r  (Jefalle  den 
Diflerentialquutientea  der  Ladung  ((p  in  Beziehung  aui  den  Bogen  9 
versieht.  ♦  ,    •  ■  ' 

31. 

Die  ViM  (lioilung  der  freien  Elekti  k  ilül  in  einem  linearen  Loifcr, 
durch  welchen  ein  constanler  Strom  geht,  und  die  Grösse  der  von  die- 
ser Vertheilung  abhUngigen  elektromotorischen  Kraft  kann  in  jedem  ein- 
zelnen Falle  genähert  auf  folgende  Weise  bestimmt  werden.  Der  Ein- 
fachheit wegen  soll  auch  hier  für  den  Leiter  die  Form  eines  Kreises  ange- 
nonmien  werden  und  für  einen  einzigen  Punkt  desselben  eine  elektro- 
motorische Kraft  —  a  gegeben  sein. 

Theill  man  den  Kreis  durcli  die  Punkte  A,  [jV],  B,  {A^)  in  vier 
gleiche  Theilc  und  ist  B  der  Punkt,  für  welchen  die  elektromotorische 
Kraft  =  a  gegeben  ist;  so  lösst  sich  leicht  eine  Veiiheilung  freier 
Elektricitat  in  den  beiden  Punkten  (A'j  und  {A^]  angeben ,  durch  welche 
die  elektromotorischen  Kräfte  in  den  beiden  Punkten  A  und  B  ausge- 
glichen werden.  Denn  bezeichnet  +  e  die  freie  Eicktricitat  in  (A'} ,  —  e 
in  (i4,)  und  r  den  Halbmesser  des  Kreises,  so  ist  2r  sin  \  tt  —  rv^2 
der  Abstand  der  Punkte  A  und  i)  von  {A^)  oder  (Aj).  Hieraus  ergiebt 
sich  nach  dem  Grundgeselze  der  Elektrostatik  die  elektfomotorische 
Kraft  nach  der  Bichtimg  der  Tangente  des  Kreises 
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folgücb  für  die  verlangte  Ausgleichung 
oder 

+  «  =  ±  flfT  .  -/I . 

Auf  s'^^^'^**^  Weise  ergiebt  sich,  wenn  der  Kreis  durch  die  Punkte 
A ,  (A'i .  AS  (A') ,  etc.  in  4n  gleiche  Thcile  gelheill  wird  und  in  de««  .4 
diametral  gegenUherliegenden  Punkte  B  die  elektromoiori.s(  he  Kr.ift 
—  a  gegeben  ist,  eine  solche  Vertheilung  freier  Elektricitüt  in  in  Punk- 
ten (A*)|  (A^ ,  etc. ,  durch  welche  die  elektromotorischen  Krüfle  in  deo 
2»  Pniiklea  A ,  AS  ele.  ausgeglichen  werden.  Denn  bezeichnet  ±  e,  die 
froie  Elektridtllt  in  (il<),(i«),±  «i  in  etc.»  und  rdeuBaOh 

OOS 

messer  des  Kreises,  und  setzt  man  , — ««-hin«  =  Pm*  so  timlei 

irr  [sm     4,  J 

man  die  elektromotorische  Kraft  nach  der  Richtung  der  Tangente  d« 
Kreises 

in  B  =  a  —  2p«  .  c,  —  2p,_t  .  c,  —  ...  —  2pi  .  e, 
in  A"  oder  in  A« 

=   Pm^t   Pm-i    ...   Pl««       +  Pi^m+i      +  •  •  •  +  ^-lA 

+  Pm+l      +  Pm^h  +   .  .  .   +  Pn^n-m           P««»-H»+t           •  •  •   

worin  ftlr  m  alle  ganzen  Zahlen  von  1  bis  n — 1  gesetzt  werden  könoen. 
Dnich  Gleichsetzung  aller  dieser  (n  +  4)  Werthe  erhalt  man  u  Gleichun- 
gen zur  Bestimmong  der  »  unbekannten  Grössen  ej 6^ . 

Ferner  ei^ebt  sich  der  Mittelwerth  der  beiden  ersten  von  obigeB 
gleidigesetsten  elektromotorischen  Kmflen  k 

und  die  Summe  aller  zustimmen 

(ll+^)*  =  a  +  (p^  — +     — . . 

folglich 

(n+l)  *  —  a  =  A  —  J  a 
oder  0  =  Snib . 

Z.  B.  für  »  =  2  ergiebt  sich 

0,01567  .  4rra 
=  0,05833  .  irra 
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0  001 

Lmt 

0  004744 

p 

0  008.'i7ü 

Lrr/i 

'wi  J  &i 

o 

0  0 1  isdss 

k 

1  a 

p 

0  0004771 

4fT<l 

H 

0  Ihh^KOi? 

V  j  V  V'  v/  t  '  \/  *»  I 

^n*/i 

0,00M495 

.  4  na 

H 

0,001  Ö271 

.  4rra 

0,001072b 

.  4rra 

«r 

0,0025901 

.  4rr<i 

H 

0,0041187 

.  4rra 

Je  grösser  die  Zahl  »  ist ,  desto  mehr  nähert  sich  der  Werth  von  e^  den 
Werthea 

3     »  "i"  ^3  •  •  ■  • 

Vertheilt  man  nun  die  Massen  ,  .  .  e„,  für  welche  die  Abweichun- 
gen von  den  Massen  c, ,  3c, , . . .  (2m- —  I  i  als  unmerklich  vernachläs- 
siift  worden  ddrfcn ,  auf  die  m  Kreisbogen  —  ,  in  deren  Mitte  sie  He- 
grn,  (](  m  Abstände  x  vom  Punkte  A  proportional,  so  ist,  wenn  6  einen 
coDstanten  Factor  bezeichnet , 


mt  rr 

NuD  war  die  deklraiioloriBclie  Kaft  der  k  der  JGtle  der  m  Kreia- 
bogen      ooneentrierleQ  MasseD   ,    . . . .     in  Ptadrte  il ,  wenn  d&r 

Kreisbogen  ^rr  so  klein  fst,  dass  seine  Abweichung  von  der  geraden 
Linie  als  unmerklich  betrachtet  werden  darf, 

von  ^  =   ***  • 


.von  €f  '  h  H        warr  *  ^  ^ 


von  c,  =  -—  ii=-37r  «■  = 


«Ufr      (tM— lj*      —    imvr  •■»-< 
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also  die  ^nze  von  diesen  m  Masseo  im  Punkte  A  auägeUble  elekirumo- 
toriscbe  Kraft 

=  w  0 +  *  +  ••+ -isb-)  =  «  0  +  i +  ••+ -is=r)  *  • 

Die  eleictromoiorische  Kraft  dagegen,  welche  von  der  nSmlicheD,  nach 
dem  angegebenen  Gesetze  stetig  auf  den  ganzen  Bogen  itr  vet^ 
theilten  Masse  im  Punkte  A  ausgeübt  wird,  wenn  diese  lineare  Yerthei- 
iung  nach  Art.  30  die  Stelle  der  wirklichen  Vertheiluug  auf  der  Ober- 
fläche eines  donncn  Draiits  von  dem  Halbmesser  a  verlriU,  wird  ge- 
funden 


b  log  nat 


SONrr 


T 

Diese  beiden  Aosdrttcke  fUr  die  von  den  m  BlasBen  im  Ptinkle  A  aas- 
gettbte  elektromotoiische  Kraft  sind  gleich,  wenn  o  einen  aolchen  Werth 
erhalt»  dass 

d.  i. 

n  / 

ist,  worin  e  die  Grundzahl  des  natürlichen  Loganthmensy.stems  be- 
zeichnet. Je  grösser  die  Zahl  n  und  folglich  auch  die  Zahl  m  ist ,  desto 
geringer  isl  der  Einfluss ,  welchen  es  auf  den  Werth  von  a  hat,  ol»  die 
Zahl  m  um  einen  oder  einige  Einheiten  grOaser  oder  kleiner  genonune« 
wird.  Denn  beieichnet  m  eine  grossere  Zahl  und  a  den  Werth,  wel* 
chen  «  erhalt,  wenn  m  um  4  vergrOssert  wird,  so  iasst  sich  a  dar- 
steilen dorch  ll^i  ]{]  3^  *  •  « .  was  fllr  grosse  Werthe  von  m  nnr  we- 
nig TOn  a  verschieden  ist.  Für  diesen  Werth  Ton  «  k{hmen  also  die  ia 
dien  Mittelpankten  der  m  Kreisbogen  concentrierlen  Massen  freier 
Elektricitat  an  die  SieUe  emer  gleich  grossen,  an  der  Oberfläche  des 
Leiters  stetig  Tertheilten  Hasse  gesetzt  werden;  denn  flir  den  dem  be- 
trachteten Punkte  zunächst  liegenden  Theil  der  Kette  folgt  dies  aus  der 
eben  iiachgewiesenen  Gleichheil  der  elektromotorischen  Kratle,  für  die 
ferneren  Theiie  der  Kette  leuchtet  es  aber  eben  so  wie  Art.  30  von 
selbst  ein. 

Für  den  oben  betrachteten  Fall,  wenn  n  —  8  ist.  sieht  man  leicht, 
dass  m  nicht  grosser  als  2  genommen  werden  kann ;  folglich 

an  =:  ^  nra  '"^  =  0,1 0915  .  r . 
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Dieser  Werth  von  «  ist  nun  allerdings,  weil  so  kleine  Werthe  von« 
und  m  ihm  zu  Gninde  gelegt  worden ,  nicht  als  genau  zu  betrachten 
und  ergiebl  sich  ausserdem  zu  gross ,  als  dass  die  Art.  30  entwickelten 
Regeln ,  welche  nur  für  kleine  Werthe  von  «  gelten ,  mit  hinreichender 
Genauigkeit  angewendet  werden  könnten.  Eine  genauere  Anwendung 
dieser  Regeln  würde  fordern,  dass  fi  nicht  kleiner  als  wttre,  wo, 
wenn  man  m  =  4  annähme , 


eriialten  wttrde.  Der  vorliegende  Fall  mOge  daher  nar'zor  Bilttntenmg  . 
dienen,  wie  auf  dem  angegebenen  Wege,  trotz  der  Ungenaoigkeit  und 
der  Grosse  von  «c,  die  Yertheilang  der  freien  EJeklridtat  im  Leiter  und 
die  daraas  resultierende  elektromotorische  Kraft  doch  einigermasssn 
nahermifflweise  bestimmt  werde.  Ausser  dem  Werthe  von  «v 

M  =  0.40915  r 
ethSltL  man  nimlich  fbr  diesen  Fall 

i,  =        .  0.008239  .  a 

-TJt  rr 

und  die  in  der  ganzen  Kette  gleiche  elektromotorische  Kraft 


Diese  Resulti|le  lassen  sich  nur  mit  den  S.  283  gegebenen  Formeln 
vergleichen,  wonach  dieselbe  elektromotorische  Kraft  nnherungswcisc 
durch  folgende  beide  Ansdrttcke  dargestellt  werden  soll,  nämlich  durch 


wobei  zu  beachten  ist,  dass  dort  das  iMassenelement  der  freien  Elektri- 
cität  in  dem  Bogenelemente  fdy,  welches  m  einer  kleinen  Entfernung 
rqp  vom  IndUferenipnnkte  A  sich  befindet,  durch  ttfdip  ausgedrückt  wor- 
den Ist,  wifarend  hier  dasselbe  Massenelement  mit  Mr  bezeichnet 
wurde,  wo  de  =3  rgp  imd  =s=  rd^  ist:  es  ist  also  in  diesen  beiden  For- 
meln a  =  firr  zu  setzen.  Hiemach  ergiebt  sich  nun  nttherongsweise 
entweder 


ea  =  iftre    «ts  =  0,0S749  .  r 


oder  durch 


^  (log  cot  ;•;  -  • .) 


oder 
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statt  oben  k  =  ^  a  =  0,0625  .  a  gefunden  worden  ist.  Man  sieht 
also  hieraus,  dass,  weun  der  oben  berechnete  Werth  von  k  mit  don  bei- 
den letzteren  Nllheningswerthen  auch  nicht  genau  tlbereiobtmunt ,  was 
bei  der  üngenauigkeil  und  GrOsse  des  Werths  von  «  unmöglich  ist, 
jener  Wcfr  doch  selbst  unter  tliesen  ungünstigen  Wrhllllnissen  wenig- 
stens zu  einem  ^^  erlhe  ftlr  k  von  gleicher  Grösseiiunlaung  führt.  Eine 
grössere  üebereinstininiung  darf  erwartet  werden,  wenn  die  Rechnung 
z.  B.  für  n  =  32  oder  für  nocli  s:rOsscrc  Zahlen  ausgeführt  würde. 
Durch  eine  angemessene  Vergroaäcrung  der  Zaiilen  n  und  m  würde 
sich  die  Verlheihmg  der  freien  Elektricitüt  in  d»»m  linearen  Leiter  so- 
wohl, als  auch  die  davon  abh.ingige  elektromolorische  Kraft  näheruugs- 
weise  mit  jeder  verlanden  Schürfe  bestimmen  lassen. 

Es  ist  übrigens  kaum  nöthig,  besonders  zu  bemerken,  dass  in  obi- 
ger Darstellung  die  Kreisform  des  Leiters  nur  beispielsweise  zur  Ver- 
einfachung der  Rechnung  gewählt  worden  ist,  dass  aber  dieselbe 
Methode  für  jede  andere  lineare  Form  des  Leiters  anwendhnr  bleibt. 
Dasselbe  i'ilt  auch,  wenn  statt  einer  elektromotorischen  Kraft  mehrere 
solche  Kralle  an  verscim  ilcneu  Stellen  des  Leiters  gegeben  sind,  oder 
wenn  der  Leiter  in  .\btlieilungen  von  verschiedenem  spccifiachen  Wider- 
stande zerfällt,  und  daher  eine  ungleichförmige  Yertheilung  der  elektro- 
motorischen Kiall  nach  Proportion  dieses  Widerstandes  stattlinden  muss. 
üeberhaupt  ist  die  Anwciuluni,'  dieser  Methode,  abgesehen  von  dem 
Umfange  der  Rechnung,  nur  dadurch  beschrankt»  dass  lineare  Leiter 
vorausgesetzt  werden. 

IfadnreisnDg^y  wie  4ie  sn  dnem  gldichfiliiii%eii  und  beharrlidieii 
Strome  notliweiidige  Verlbeilimgr  der  fireies  Rleklrieitlt  der 
Oberflielie  des  geschloneneB  Leileri  eotet^e. 

Es  leuchtet  ein ,  dass ,  wenn  nur  in  einzelnen  Punkten  einer  ge- 
schlossenen Kette  elektromotorische  Kiufie  gegeben  sind,  unmittelbar 
nur  in  diesen  Pimkten  eine  eleklnscbe  Strömung  beginnen  kann  und 
nicht  in  der  ganzen  Kette ;  denn  in  allen  deigenigen  Thcilen  der  Kette» 
auf  welche  keine  elektromotorischen  Kralle  wirken,  werden  die  elektri- 
schen Fiuida  auch  nicht  bewegt.  Beginnen  aber  die  elektrischen  Fluida 
an  den  Stellen,  wo  elektr<Hnotoriäche  Kräfte  gegeben  sind,  sich  zu  be- 
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wegen,  und  zvwr  das  positive  Floidam  nacb  der  einen  Bicbtong,  das 
oe^tive  nach  der  entgegragesetzten  Bichlang,  wahrend  die  Fluida  vor 
ihnen  noch  in  Rohe  beharren,  so  wird  durch  dieses  Fortschieben  des 
positiven  Floidiims  nach  der  ^en  Seite  zu  auf  dieser  Seite  eine  An- 
samnihrog  von  fireier  positiver  Blektricitllt  hervorgebracht ,  welche  so- 
gleich eine  eleictromotorischc  Kraft  vorwärts  uud  rückwai  is  ausübt. 
Rückw'irt.s  schwächt  sie  die  Wirkung  der  gegebenen  elektroniülonschen 
Kraft  oder  hebt  dieselbe  auf,  vorwärts  übt  sie  eine  elektromoto- 
rische Kraft  in  gleichem  Sinne  aus,  wie  die  gegebene,  nur  an  einer  an- 
dern Stelle  der  Kette.  Dasselbe  gilt  auch  von  dem  in  entgegengesetzter 
Richtung  fortgeschobenen  negativen  Fluidum ,  so  lange  die  elektrischen 
Fluida  in  dem  vor  ihm  gelegenen  Xheile  der  Kette  in  Buhe  verharren. 
Auch  die  daraus  sich  ergeliende  Ansammlung  freier  negativer  Elektri- 
dtflt  wirkt  sogleich  rttckwiliis  und  vorwärts,  schwttcht  nAnlich  rUck- 
wftrls  die  Wirkung  der  gegebenen  eleklromotonschen  Kraft  und  flbt 
vorwärts  eine  elektromotoriflche  Kraft  in  gleichem  Sinne  ans,  wie 
die  gegebene,  nur  an  emer  andern  Stelle  der  Kette.   Setzt  man 
diese  Betrachtong  fort,  so  Übersieht  man  im  Allgememen ,  dass  nur  bei 
emeni  gleicfalbrmigen  Strome  in  allen  Theilen  der  Kette  diese  Ansamm- 
langen freier  Elektricillt  zu  wachsen  aufhören  und  stationär  werden 
können,  und  dass  jede  Abweichung  von  der  Gleichförmigkeit  des  Stroms 
uiiuiittelbar  eine  Veränderung  in  diesen  Ansammhingen  mit  sich  fuhrt, 
welche  so  lange  zunimmt,  bis  die  Ungleichförmigkeit  des  Stroms  wieder 
verschwunden  ist. 

Üic  Art.  29,  30  erörterte  Vertheilung  der  freien  KlektricitUt  an  der 
Oberfläclic  des  Leiters  ist  nun  zwar  der  Art ,  dass  kein  Gleichgewicht 
der  vertheilten  freien  Elektricität  dabei  bestehen  kann ;  denn  dazu  wäre 
nöthig,  dass  die  Resultante  aller  Krttfte,  welche  einTheilchen  der  freien 
Elektricitttt  an  der  Oberflttche  von  allen  übrigen  erleidet,  gegen  die 
OberflAche  senkrecht  und  nach  aussen  gerichtet  wSre,  was  nicht  der 
Fall  ist  Denn  aus  der  Art  S9  gegebenen  Darstellnng  erhellt  von  selbst, 
dass  ausser  einer  g^n  die  Oberflitefae  senkrechten,  nach  aussen  ge^ 
richteten  Kraft  noch  eine  tangentiale  Kraft  lllr  jedes  TbeOchen  der  freien 
Etektricitat  an  der  Oberflttche  resultiere,  woraus  folgt,  dass  diese  Ireie 
Elektricität  an  der  Oberfidche  nicht  m  Ruhe  beharren  könne,  sondern 
an  der  Strömung,  welche  im  Innern  stattfindet,  Antheil  nehmen  müsse. 
Diese  Theiliialimu  der  freien  Elf  ktricitat  der  Überfläche  an  der  Strö- 
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mung  im  luaeiQ  kann  aber  iiut  tirior  iinvertlnderlen  Vertheilung  der 
freien  Elektricitat  an  der  Oberfläche  des  Leiters  wohl  bestehen.  Denn 
stein  man  die  Verlheilung  aller  strüjiieiulcu  positiven  Elektricitat,  am 
Rande  und  im  liuicrn  ,  für  den  zu  einer  geraden  Linie  ausgestreckt  jje- 
duchten  Leiter  AA  durch  die  Ordinalen  einer  anderen  geraden 


Linie  BC  dar  nnd  eben  so  die  Verlheilung  aller  strömenden  negativen 
Elektricitat  durch  die  Ordinaten  einer  dritten  geraden  Linie  B" C,  welche 
die  Linie  BC  in  0  schneidet,  so  sind  nach  dieser  Darstellung  im  Quer- 
schnitt OP  beide  Fluida  in  gleicher  Menge  vorhanden ;  von  P  nach  A 
zu  wachst  aber  der  Ueberschuss  an  positiver  Elektricitat  proportional 
mit  dem  Abstände  von  P ;  von  P  nach  A  zu  wachst  der  Ueberschuss 
an  negativer  Elektricilttt  ebeofalis  proportional  mit  dem  Abstände  von 
P.  Die  allgemeine  Strömung  wird  alsdann  durch  ein  gleich  schnelles 
Fortrücken  der  Linien  BCuodfC  in  entgegengesetzter  Richtung  parallel 
mit  AÄ  dargestellt,  woraus  sich  leicht  ergiebt,  dass  die  Ordinale  des 
SchneiduDgflpunktes  beider  Linien  PO,  d.  h.  der  Indifferenzpunkt  der 
Kette,  unverruckt  bleibt  und  dasfi  auch  durch  dieses  Fortrücken  das 
Wachsthum  des  Ueberschusses  an  einer  von  beiden  Elektricitttten  mit 
dem  Abslande  von  P  unverändert  bleibt ,  wenn  nur  vorausgesetzt  wer- 
den daif ,  dass  in  den  Contaktpunkten  A,  A  die  fortgerückte  Elektricitat 
durch  neu  geschiedene  immer  so  ersetzt  wird,  dass  die  fortgerOckten 
Geraden  BC  und  B'C  rückwJtrls  immer  so  weit  verlängert  werden, 
dass  sie  bis  zu  den  Ordinaten  der  Punkte  A  ,  A  sich  erstrecken.  Nach 
dieser  bildlichen  Darstellung  könnte  es  scheinen ,  als  wenn  die  Menge 
der  zwischen  A  und  A  strömenden  Elektricitat  immer  grosser  würde. 
Dies  kommt  daher,  weil  dabei  die  in  A  und  A  immer  neu  gG^>ch^edelle 
and  nach  entgegengesetzten  Seilen  bewegte  Eleklricität  in  Rechnung 
gebracht  ist,  wahrend  auf  die  zwischen  A  und  Ä  durch  Wiedel^ 
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Vereinigung  zur  Ruhe  kommenden  ElektriciUit  keine  Rücksicht  Erciiom- 
men  ist.  Diese  allniahlige  Wiedervereinigung  beider  oIcktrischLMi  Flni(l;i 
zwi.st  hrn  A  und  A  ISssl  sich  aber  auch  leicht  bildiicli  darstellen  durch 
ein  Fortrücken  der  Abscissenlinie  nach  oben,  welches  mil  solcher  Ge- 
schwindigkeit jLie.schehen  kann ,  dass  die  ürdniate  PO  immer  gleiche 
Länge  behalt,  wodurcli  ausgedrückt  wird,  dass  die  Menge  der  daselbst 
befindlichen  positiven  und  negativen  Elektricitat  unvernnded  hioibt. 

In  dieser  Darstellnn£r  ist  das  Ohm'  sehe  besetz  der  ProportumaliUJl 
fnr  die  Ladung  der  K(  llc  mgenommen.  Sollte  auf  die  in  den  vorher- 
gehenden Artikeln  erörterte  Abweichung  von  diesem  Gesetze  Rtlcksicht 
genommen  werden,  so  müsste  zugleich  auch  der  Ibterschied  der  Ge- 
schwindigkeit in  Ki(  hnung  gebracht  werden,  mil  ^^*  Icl  er  die  beiden 
Elektricitrtten  strömen  müssen .  wenn  hei  einem  vorhandenen  l'ber- 
schuss  der  einen,  gleiche  Quantitüten  von  i)eiden  durch  den  Querselinitt 
gehen  sollen.  Auch  durrte  dann,  bei  genauerer  Erörterung,  das  elektro- 
statische Princip.  welches  hier  der  Einfachheit  wegen  zum  Grunde  ge- 
legt worden  ist ,  nicht  mehr  genügend  befunden  und  dahVr  das  Zurück- 
gehen auf  das  allgemeine  Grundgesetz  der  elektrischen  Wirkung  filr 
nothvrendig  erachtet  werden. 

» 

33. 

Waihrend  des  Drucks  dieser  Abhandlung  ist  in  Poggcndorffs; 
Annalen  Rd.  79.  S.  506  eine  von  Herrn  Dr.  Kirchhoff  der  physica- 
lischen  Gesellschaft  zu  Berlin  gemachte  Mittheilung  erschienen:  , .lieber 
eine  Ableitung  der  Ohm' sehen  Gesetze,  welche  sich  an  die  Theorie 
der  Ekiktrostatik  ansehliesst",  worin  die  Fnncipien,  auf  welchen  auch 
die  vorhergehenden  Erörterungen  berühmt  einer  genaueren  Prüfling 
unterworfen  worden  sind.  Insbesondere  ist  gezeigt  worden ,  dass  die 
Ohm' sehen  Gesetze  der  galvanischen  Kette  in  keinem  nothwendigen 
Zusammenhange  mil  der  von  Ohm  bei  ihrer  Ableitung,  im  Widerspräche 
mit  dem  elektrostatischen  (ii  undgesetze,  gemachten  Voraussetzung  ste- 
hen, dass  die  ElektricitHt  in  einem  Leiter  sich  in  Ruhe  befinden  kOnne, 
wenn  sie  den  Rauminhalt  desselben  mil  gleichrnftssiger  Dichtigkeit  er- 
Allle;  dass  vieknehr  die  Ableitung  jener  Gesetze  unverändert  bleibe, 
wenn  man  statt  jener  mit  dem  elektrostatischen  GrundgesetKe  in  Widei^ 
sprach  stehenden  VorausseCzung  eine  andere  damit  uberemstimmende 
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und  daraus  mii  Nothweadigkeil  resultierende  substitoiert,  n&mliGh  dsss 
das  neutrale  efektrische  Fluidum  in  einem  Leiter  sich  in  Ruhe  befinden 
könne,  wenn  das  Potential  der  an  seiner  Oberflache  vertheillen  freien 
Elektricitftt  im  Innern  des  Leiters  aberall  gleichen  Werth  hat,  und  wenn 
man,  im  Veriaufe  der  Ableitung,  im  Innern  des  Leiters  den.  Potential* 
Werth  df  r  freien,  an  der  (Hwrflttche  befindfichen  Eleictricität  für  die 
Dichtigkeit  der  Elektricilttt  setzt,  welche  nach  Ohm  im  Innern  des  Lei- 
lei-s  selbst  stadfindcn  soU.  Die  von  Kirch  ho  ff  hicnon  gegebene 
Muchweisung  ist  so  kurz  gefassl ,  dass  sie  keinen  Auszug  gestattet,  und 
es  muss  dt^shalb  auf  das  Original  selbst  verwiesen  werden.  Es  rnogo 
daraus  nur  die  Sclilussbeiiioikung  augofülirt  wcrdon ,  welche  Kirch- 
hoff beigefügt  hat,  durch  die  er  die  ZurUckfUhruiii;  th  i  l besetze 
der  galvanischen  Kette  auf  das  Gruntlgeiielz  der  E 1  c  k  1 1  o  ^;  i  a  l  i  k  zu 
rechtferligon  sucht,  da  doch  die  Gaselze  der  galvanischen  Kell«' 
elckli  0(1  ynauilschc  Ersrlu'iinni4j;uu  betreffen,  r.u  deren  Eikla 
rung  sonst  das  eleklrusiaiis«  iit'  (Grundgesetz  im  Allgemeinen  nicht  ge- 
oUgt.    En  iißissl  u.  a.  O.  S.  512  : 

■  Den  durchgeführten  Betrachtungen  Hegt  (la.->  elektrostatische  Ge- 
setz der  Wirkung  eh'k Irischer  Theilchen  zu  Grunde.  Aus  diesem  Ge- 
setze lassen  sich  die  Ampere'schen  clekirodynamischeu  Erscheinungen 
und  die  Inductionserscheinnnuen  niclil  evkiJiien;  Wt  her  hat  ein  allge- 
nieineres  (leselz  gefundun  ,  dureli  \\el(  lu>s  es  ümi  gelungen  ist,  jene 
ErscheiDuugCü  zu  erkklrcn,  ein  Gesetz,  in  dessen  Ausdruck  die  relative 
Gcscliwindigkeit  der  Theilchen,  deren  Wirkung  auf  euuuuler  betrachtet 
wird,  vorkommt,  und  das  in  das  elektrostatische  übergehl,  wann  diese 
Geschwindigkeit  vcrsch windet.  Ilm  die  verschiedenen  Felder  der  Elek- 
tficilUf-slchrc  unter  einen  Gesichtspunkt  zu  iiringen.  nmss  man  sich  daher 
die  Aufgabe  stellen .  die  Gesetze  der  Strömungen  in  der  geschlossenen 
Kette  aus  dem  Weber' sehen  Gesetze  abzuleiten.  Diese  Herleituog 
scheint  schwer  zu  sein,  doch  ist  es  leicht,  a  potteriori  zu  beweisen,  dass 
die  Vorstellung  von  den  Strömungen ,  zu  denen  die  Annahme  des  clek- 
trostatiscben  Gesetzes  geAlhrt  hat,  auch  mit  dem  Weber'schen  Ge- 
setze in  Einklang  ist,  wenn  man  noch  eine  gewisse  Hypothese  zu  Hülfe 
nimmt,  die  Hypothese  nündtch,  dass  bei  der  Berechnung  der  Kraft, 
welche  eine  Scheidung  der  beiden  Elektricitülen  in  dem  Haumelemeute 
»  eines  4er  Leilor  hervorbringt,  die  Elektricitülen  in  v  als  ruhend  ange<^ 
ifehen  wenden  müssen.  Diese  Annahme  hat  nichts  Widerstrebendes, 
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wenn  man  sich  v.orsteUt,  dass  die  Bewegung  der  £lektricitat  in  einem 
Leiter  nur  von  Molecttl  zu  Moleclil  vor  sich  geht,  so  dass  jedes  Eleictri- 
dlBtetheilcheii  bei  einem  Holecttle,  bei  dem  es  ankommt,  eineD  Rnbe- 
paukt  findet.  Bei  dieser  Yorstellang  kann  man  leicht  zugeben,  dass  die 
ElektricitSlsmenge ,  die  you  einem  liolecQle  2u  einem  benachbarten 
abergefiihrt  wird,  nur  durch  die  Kmfte  bedingt  wird,  die  auf  die  Elek- 
tricitmstbeilcben  ausgeübt  werd^,  wahrend  sie  noch  an  jenem  Mo)&- 
cUl  sich  in  Ruhe  befinden ,  nicht  abet  durch  die  Kräfte,  die  auf  sie  wir- 
ken, wahrend  sie  schon  auf  dem  Wege  zum  folgeoden  MolecUl  sind. 
In  Bezug  auf  die  Theorie  der  Induction,  die  Weber  gegeben  liat,  ist 
es  gleichgültig,  ob  man  diese  Annahme  macht  oder  nicht.  Macht  man 
dieselbe  und  denkt  sich  übrigens  die  Strömungen  in  der  Kette  so ,  ^^^e 
sie  die  Voraussetzung  des  elektrostatischen  Gesetzes  ergeben  hat,  so 
ist  es,  in  Bezug  auf  die  Grösse  und  die  Richtung  der  Kraft,  welche  die 
Elektricitäten  in  dem  Elemente  v  zu  scheiden  strebt,  also  in  Bezug 
auf  die  elektromoCorische  Kraft,  wie  Weber  sie  nennt,  —  gleichgöltig, 
ob  man  von  dem  elektrostatischen  oder  dem  Weber' sehen  Gesetze 
ausgeht.  Der  Unterschied,  der  möglich  witre,  mttsste  namüch  herrtlhren 
von  den  Kräften,  welche  die  m  den  andern  Theflen  des  Systems  strö- 
menden Elektricitäten  ausüben,  und  diese  Krüfte  tragen  nach  Dem,  was 
Weber  bewiesen  hat,  zn  jener  elektromotorischen  Kraft  nichts  bei« 
da  die  Strömungen  constant  sind  und  gleiche  Mengen  der  beiden  Elek- 
ti  Ii  iUilen  uach  entgegengesetzten  Richtungen  mit  derselben  Geschwin- 
digkeit fuhren.* 


34. 

Doreb  Vergleiehimif  elditroaiotansdiep  und  gahraaoinMriieher  Beoh» 
aohtiugen  der  gaifvnisclien  Kette  diejenige  rdalive  Geschwindigkeit 
■wrier  eiekliw^er  Maasen  lu  bestimmen,  bei  wddker  weder  An- 
ziehung noch  Abstossung  stattfindet. 

Ist  das  Gesetz  der  Vertheilung  der  freien  Elektridtat  an  der  Ober- 
fläche des  Letters  eines  gleichförmigen  und  beharrlichen  Stroms  gege- 
ben, so  ISsst  sich  darauf  eine  ftir  die  Elektricitlltslehre  im  Aligemeinen 

wichtige  Anwendung  gründen.  Es  leuchtet  nämlich  ein,  dass  alsdann 

die  elektromotorische  Krafl  einer  Kette  auf  doppelte  Weise  bestimmt 

werden  kann,  nämlich  erstens  aus  ihrer  Wirkung,  d.  h.  aus  der  Inten- 

«* 
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aitat  des  voo  ihr  bei  einem  bekannteo  Wideralnide  der  Ketle  hervor- 
gebiachictt  StroiDS.  Ilierdmch  wird  die  BeflUnunitiig  der  eleklromolo- 
rischeB  Kraft  von  den  Mesningea  der  SlromintenatBI  und  des  Wider- 
stands der  Kette  abhängig  gemacht,  welche  beide,  wie  in  dieser 
AbhandioDg  gezeigt  w(Mtlen  ist,  nach  absdnlen  Maassen  ausführbar 
sind.  Zweitens  iiann  sie  ans  ihrer  Ursaciie  beslinunt  werden, 
d.  h.  aus  der  auf  der  Oberfläche  des  Leiters  vertheilten  freien  Elektri- 
citst.  Sind  die  Stromtntensitnt  •  und  der  Widerstand  der  Kette  w  nach 
den  Art.  26  definierten  Maassen  gefunden,  so  wird  die  elektromokH 
rische  Krad  der  gnuzen  Kette  nach  dem  dort  angegebenen  Maasse 
durch  das  Produkt 

ffi» 

bestimm L ,  laid  dieser  Wcrlh  kium  nnrh  Arl.  i7  iliirch  Multiplicnlion 
mit  y  auf  das  ailgemeiiu  KiaHia.iass  der  Merl  iii  ik  rediicierl  werden, 
wo  c  die  relative  Geschwindiitkeit  bczeichuel ,  iiui  welcher  zwei  clek- 
trtsrfio  Massen  gegen  einander  bewegt  werden  mUssen .  wenn  sie  ein- 
ai»(lei*  weder  aii/.ii'lten  noch  abslosseii  sollen.  Die  elekfi  uinuionscl»' 
Kraft  der  uanzeii  kette  ist  also  nacli  dem  allgemeineu  KmKiiiaasse  der 
I^IecliiuuW,  aus  ilirer  Wii-kung  berechnet, 

Zur  Bestunmung  der  elektromotorischen  Kraft  derselben  Kette  aus  ihrer 
Ursache  möge  nun  der  im  30.  Artikel  gefundene  Ausdruck 

(logcoi-;;--^,) 

zum  Grunde  gelegt  werden,  worin  ß  einen  kleineren  Werth  als  |  und 
einen  grosseren  als  f  hat.  Nach  Seite  281  bezeichnet  hierin  a  deigeni- 
gen  Factor,  welcher  mit  — n)diip  multiphciert  die  Masse  der  freien 
BldOricililt  giebt,  welche  auf  dem  LUngonelement^  der  Kette  rd^  am 
Ende  des  Bogens  rqp  vertheilt  isL  Ist  nun  die  Masse  der  freien  Bleklri- 
citttt  zweier  Elemente  der  Kette  von  der  Länge  de,  das  cme  am  Ende 
des  Bogens  n — x>  das  andere  am  Ende  des  Bogens  n^t  wirklich 
gemessen  und  erstcre  =  JSda?,  letztere  =  E'dx  gefunden,  so  ist 

Edx  =  —  0](äx 

JTdp  —  +  oj^x  . 
und  fd;f  =     zu  setzen ;  folglich 
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Stet  maD  nun  diesen  Werth  fUr  a  in  obigen  Ansdnidc,  so  eiiiilll  nm  - 

(tog  CO.  -'^  -  ßn)  . 

Dieser  Ausdruck  f,'iebl  aber  nicht  die  ulcktnniioloi  isclie  Krall  für  die 
ganze  i^mtrc  «Irr  Ki-Itc.  soiulem  nur  für  ein  dem  Laiigenniuassc  gleiches 
Stück  der  Kelle  uud  muss  mit  der  LUngc  der  KeUo  =  2jir  mulUpJicicrt 
werden,  wenn  die  elektromotoruiche  lüraft  der  ganzen  Kelle  erhalten 
werdeoi  soll ,  nümlicb.; 

(log  OOt  ~.ßn). 

Uieruuch  crgiebl  sich  nun  endlich  duich  Gleichsetziin£»  der  nach  beiden 
Methoden  hesliiumteu  eleklromülorischeu  Krall  der  ganzen  Ketle  ful- 
geade  Gleichung: 

y  «  =    (Ä  -  ^  (h*  cot    -  ß.) 

oder 

Sf        iw  I 

«    K~£     log  cot   fin 

Bs  ist  also  hierdoreh  diejenige  Geschwindigkeit  c  bostiramt,  mit  welcher 
zwei  elektrische  Mas8en  gegen  einander  bewegt  werden  mtlssen ,  wenn 
sie  einander  weder  abstossen  noch  anziehen  sollen.    Aus  dem  (irutul- 
geselze  der  Wechselwirkung  zweier  clektnücher  Massen,  wie  es»  in  der 
orslon    A!)}inn<!hm£!;    über   «Iiliektnjdx  namischo    Mnassbcstininuintzcn » 
ausgesprochen  worden  isi,  so  wie  auä  Art.  "AI  in  dieser  Abhiiudlung, 
wo  gezeigt  worden  ist,  dass,  wenn  diese  Gesclnvindigkeit  c  bekannt 
ist,  alle  elektromotorisrlicn  KrUfle  nach  dem  in  der  Mechanik  frsti^eselz- 
tea  Kraftmaasse  ansgedrudu  werden  k(iimen ,  leuchtet  die  Wichtigkeit 
der  Bestimmnng  dioer  Geschwindigkeit  e  von  selbst  ein.  Bei  dieser  Be- 
deutimg  von  e  ist  es  aber  selbst  schon  von  Interesse,  die  Möglichkeit 
einer  sotohenBeetimmong  nachsnweisen,  auch  wenn  die  wirkliche  Aus- 
flihrung  auf  Hindenrisse  Stessen  soUto,  weksho  noch  nioht  überwunden 
werden  konnten,  weil  es  dazu  noch  an  den  geeigneten  Instmmenlen 
fehlt.    In  der  That  duHlen  jetzt  noch  solche  Htndemisse  der  An»- 
führuiii;  iler  feinen  elcklrometrischen  Me5?STingeu  cntgegenistehen,  durch 
welche  die  Grüssen  E'  und  K  gefunden  werden  sollen.   Alle  unsere 
jetzigen  EleklroskojM'  und  Elcklronicter  scheinen  zur  Ausführung  dieser. 
Messungen  nicht  geeignet:  es  würde  ilanu(  nur  möglich  sein,  das  Ver- 
hultniss  der  Grosse  E  und  E'  zu  bestimmen,  aber  nicht  ihren  abso- 
luten Werth,  wenigstens  ist  bisher  kein  Versuch  dieser  Art  damit  ge- 
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macht  worden.  Die  CoDSlrucliou  neuer  Elektrot^kope  und  Elektrometer, 
■  wtilclie  dazu  geeigneter  würen ,  bildet  aber  eine  Aufgabe  für  sich ,  luil 
der  wir  uns  hier  uichl  beschalligen,  weil  wir  uns  in  dieser  Abhandlung 
Dur  auf  elektrodynamische  Maassbestiinmungen  beschrUnkea. 

S5. 

Uelier  iIm  YerlilltoMs  der  Gctehwiiidiglwit  d«r  StrOnung  rar  Ge» 
•ehwiniligkeit  der  Foftpflanimty  des  Strömt. 

Ueber  die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  die  elektrischen  Fluida 
selbst  in  den  Leitern  sich  bewegen ,  hegen  noch  gar  keine  Data  vor. 
Ifen  weiss  nur,  dass  die  Geschwindigkeit ,  mit  wolcher  manche  elektri- 
sche Phänomene,  wie  der  Blitz,  sieh  verbreiten,  sehr  gross  sein 
mttsse,  da  anch  ihre  Verbreitung  durch  die  grOssten  Räume  nicht  den 
kleinsten  mesdMiren  Zeitraum  erfordert.  Eben  so  weiss  mnn  nur ,  dass 
die  Verbrailung  eines  galvanischen  Stroms  durch  eine  lange  Kette  mit 
ausserordentlieher  Geschwindigkeit  geschehe,  weil  die  Zeit,  welche 
erfordert  wh^,  bis  ein  an  ^ner  besinnmten  Stelle  dtf  Kette  «regier 
Strom  in  aUen  Tbeilen  der  Kette  gleiche  büensiUlt  erlangt,  so  klein  ist. 
dass  sie  bisher  noch  auf  keine  Weise  hat  gemessen  werden  können. 
.  Die  Versuche  von  Wheatstone  ttber  die  Ungteichzeitigkeit  der  Funken, 
welohe  an  verachiedenea  Stellen  eines  onterhrochenen  Leilongsdrahls 
faervoigebracht  werden,  wenn  die  in  awei  Gondodoren  angesammelten 
positiven  und  n^gativenElektriciuliendurch  den  Leilnngsdiaht  sich  mit  ein- 
ander vereinigen,  geben  ebenlUls  über  die  Geschwindigkeit,  mit  welcher 
die  elektrischen  Flnida  sich  bewegen,  keine  Anskonft,  sondern  nur  Uber 
die  Fortpflanzung  der  Bewegung  duroh  das  neutrale  elektrische  Hedinm 
im  Leitungsdrahte;  denn  das  Erscheinen  des  Funkens  setzt  voraus,  dass 
das  an  der  betreffianden  Stelle  befindliche  neutrale  elektrische  Hedinm 
in  Bewegung  gesetzt  worden  ist;  setzt  aber  keineswegs  voraus,  dass 
die  in  den  beiden  Conductoren  zuvor  angessmmelle  positive  oder  ne^ 
galive  ElektridtSt  selbst  durch  den  Leitungsdraht  bis  zu  dieser  Stelle 
hm  gedrungen  sei.  Die  von  Wheatstone  beobacfalele  üngleichzeiligiceit 
der  Funken  an  verschiedenen  Unlorbrechungiriellen  des  Leitungsdiabts 
kann  daher  nur  Aufsehluss  geben  ttber  die  Geschwindigkeit  der  Ver* 
breitung  der  Bewegung  durch  das  neutrale  elektrische  Medium  in  den 
dazwischen  liegenden  TheSen  de«  Leitungsdrahts.  Auch  in  einer  g^ 
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schlossenen  und  nirgends  unterbrochenen  Kette,  worin  Jnrch  elektro- 
motorische Kräfte  das  Gleichgewicht  der  elektrisclien  Fluida  fortwäh- 
rend gestört  wird ,  müssen  zweierlei  Geschwindigkeiten  unterschieden 
werden,  nßmh'ch  die  einer  von  Theilchen  zu  Theilchon  fortgepflanzlen 
Bewegung  und  die  einer  jcdetn  Theilchen  eigenthUinlicben  Bewf^ung : 
die  erstere  heisst  die  Geschwindigkeit  der  Slromverbrei- 
tung,  die  letztere  heisst  die  Stromgeschwindigkeit.  iBei 
einem  beharrlichen  Strome  in  einer  homogenen  Kette  ist  die  Strom- 
gescbwindigkeit  tiberali  gleich.  Ein  solcher  Strom  heisst  ein  gleich- 
förmiger, weil  er  sich  durch  die  ganze  Kette  gleichfönnig  ver- 
breitet hat,  und  so  lange  er  unverändert  fortdanett.  ist  von  keiner 
weiteren  Strom  Verbreitung  mehr  die  Rede.  Soll  von  einer 
Stromverbreitang  wieder  die  Rede  sein,  so  muss  irgend  eine  Verttn- 
derung  mit  dem  Strome  voiigelien:  der  Strom  muss  slttricer  oder 
schwacher  werden.  Es  fragt  sich  dann,  ob  jede  Aendenmg  in  der 
StOrko  des  Stroms,  d.  L  jede  Aendenmg  iu  <ter  Strom  gesch  windig- 
keit, in  allen  Theilen  der  Kette  gfeichzeilig  oder  allmihlig,  in  einem 
Thdle  nach  dem  andern,  eintritt,  tan  erstern  Falle  würde  man  sagen, 
der  Strom  verbreite  sich  mit  wiendlicher  Geecfawindigkeit  durch  die  Kette 
oder  die  Geschwindigkeit  der  Stromverbreitang  sei  nnmessbar;  hn 
andern  Falle  würde  man  sagen,  der  Strom  verbreite  sich  mit  end- 
licher Geschwindig|[eit  durch  die  Kette,  oder  die  Geschwindigkeit  der 
Stromverbreilung  sei  messbar.  Bs  geht  hierans  hervor,  dass  die  Mes- 
sung der  Geschwindigkeit  der  Stromverbreitang  eine  Veiündenmg  oder 
einen  Wechsel  der  Stromstärke  in  der  Kette  voraussetze ,  ohne  welche 
von  einer  solchen -Messung  gar  nicht  die  Rede  sein  kann. 

Es  ist  nun  schon  S.  S73  an  emem  Beispiele  erläutert  worden, 
dass  Aenderungen  der  Stromstarke  oder  der  Stromgeschwindig- 
keit in  der  That  m(^ch  sind,  welche  in  allen  Theil^  der  Kette  gteich- 
zeitig  eintreten,  nämlich  wenn  die  gegebenen  elektromotorischen  Krtfte, 
welche  die  Aendenmg  verursachen,  auf  alle  Thdle  der  Kette  unmittel- 
bar, nach  Proportion  Qires  Widerstands,  wiiien.  Ein  solcher  beson- 
derer Fall  beweisi  aber  die  Unmessbaifceit  der  Geschwindigkeit  der 
Stromverbreitnng  im  Allgemeinen  noch  nicht.  Sollte  die  Geschwindig- 
keit der  Strotmrerbreitung  im  AUgemeinoi  mmessbar  genannt  werdenr 
so  musste  diese  Gleichzeitiglteit  der  Stromanderung  in  allen  Iheilen  der 
Kette  in  allen  Fallen  stattfinden,  insbesondere  auch  dann,  wenn  die 
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gegebene  elfilaromotoiiBche  Kraft,  welche  die  Aeodennig  veiwBBclil. 
unmittelbar  pur  auf  ejoen  llieU  der  Itette  wiriit.  Für  dioBeii  Fall  eigiebt 
«ich  aber  ans  dem  in  den  voriieigelieiuleii  ArtiUIa  erörterten  Zaann- 
menhange  der  Gesetze  der  galvanischen  Kette  mit  den  elektrischen 
Gnmdgesetzen«  dass  die  verSnderte  Stron^escbwindigkeit  in  denjeni- 
gen Tbeile  der  Kette,  wa  sie  durch  die  gegebene  elektromotorische 
Kiaft  unmittelbar  hervoigebracht  wurde,  eimge  Zeit  gedauert  haben 
mttsse,  ehe  sie  in  anderen  Thdien  der  Kette  cmtreten  kOnne.  nMmlich 
darum,  weil  dem  Eintritt  dieser  Stromänderung  ia  andern  Theilen  der 
Kette,  nothwendig  eine  neue  Ansammlaag  freier  Eldttridtät  voninge- 
gauj^eu  sein  muss,  welche  auf  diese  Tbeile  der  Kette  eine  elektromo* 
tarische  Kraft  ausübt,  welche  zur  Henrorbringung  der  Strommdemng 
m  diesen  Thailen  nothwendig  ist.  Diese  neue  Ansammluug  freier  Elek^ 
tricitit  kann  aber  nur  durch  die  Stromänderung  in  einem  Theile  der 
Kette  in  derjenigen  Zeil  hervorgebracht  werden,  in  welcher  in  den 
tlbrigen  Tlicilen  der  Ke<to  diese  Stroiinoriliulcrung  noch  nicht  stattge* 
funden  hat.  Es  crgiebl  sich  also  hieraus ,  dass  die  durch  eine  gegeben« 
elektromotorische  Kraft  unmittelbar  nur  an  einer  Stelle  der  Kette  her- 
vorgebrachte StroniUnderung  uninoghch  in  allen  andern  Tiioika  der 
Kette  ganz  gleichzeitig  eintreten  könne,  sondern  sie  kann  nm-  alhualilig 
in  einem  Theile  nach  dem  andern  entstehen,  naciidcm  die  zu  ilirer  Ucr- 
vorbringung  in  jedem  Tbeile  nolhweodige  Ansammlung  freier  Elektri- 
citüt  sich  vorher  gebildet  hat. 

'Holt  man  sich  z.  B.  der  Einfachheit  wegen  an  die  nXherangsweise 
zulBssige  Ohm' sehe  Hypothese  W)n  der  Verüieiluhg  der  freien  Elektri- 
dtttt  im  Leiter,  wonach  die  freie  Elektricitat  des  Längenelements  der 
Hßüe  trd^  am  Ende  des  Bogens  9  durch  a{q) — 7i)d^  dargestellt  wird, 
so  eiigiebt  sich  hieraus  fhr  die  freie  negative  Elektridtflt  der  emen  Hfllfl^ 
des  kretofbrmigen  Leiters  der  hit^;ralwerih 


fUr  die  ireio  positive  Eiekthcität  der  anderen  Hälfte  der  Integralwerth 
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ül,  wtiaQ  E<k>  die  Masse  der  freien  Elektncitllt  des  i  Jingonelemeuts  dx 
am  Ende  des  Bogens  r(n  ^ —  x)^  ^  dx  die  Masse  der  freien  Elektncitüt 
eincä  gleich  langen  Elemenis  da;  am  Knde  des  Bogcns  r{n-^x)  hezeich* 
net.  Die  Länge  des  zwisclien  diesen  beiden  Etomenten  liegenden  Stucks 
der  Kette  ist  folglich  =  2rx.  Bczcicboet  am  nun  die  Masse  der  freien 
BleklrieiUtt  swewr  eben  solcfaer  JSIemeiite  d«.  swiscben  denen  aber 
nur  ein  dem  Ltogenmaasse  gleiofaes  Stilok  der  KeiCe  liegt,  mi  §dß  und 


fülgiicb 

a  =  rr(«' —  «) , 

und  setzt  man  diesen  Werth  von  a  in  den  obigen  Aosdniok  des  InlegnU* 
werthes  der  frqien  negativen  und  positiven  Blektricitttt,  so  erbitU  man 
dafür 

_  und  +  -«2Jt.(,'_,)  . 

Die  hieraus  resaltiereDde  elektromotorische  Kraft  ist  nach  S. 

(JE'  -  E)  (log  cot  —  /te)  =^  4«f  (#'^ «)  (log  cot -ßn} 

Bezeichnet  man  den  Widerstand  des  Leiters  für  die  Einheit  der  Länge 
und  des  Querschnitts,  nach  dem  Art,  S7  festgesetzten  Maasse,  mit 
und  folglich  den  Wideraland  der  ganzen  Kette,  deren  Liinge  =  Snr 
und  deren  Querschnitt  =  naa  ist,  dorch  k ;  so  stellt  der  Quotient 
jener  elektromotorischen  Kraft  und  dieses  Widerstands  die  Stromihten- 
sitttt  eu  dar,  wo  e  die  Blasse  der  in  emen»  dem  Lüngenmaasse  gleichen 
Stticke  der  Kelte  enthaltenen  positiven  oder  n^tivenElektricitttt  und  u 
die  Stromgeschwindigkeit  bezeichnet,  folglich  . 

4jir(«  —  *)  (log  cot   ßsij  =  ^  A ,  «I . 

Soll  nup  in  dieser  Kette  die  Stromintcnsität  m  in  dem  Verhiiitnibs  von 
i  :  »  sich  ändern,  so  muss  neu  an  die  Stelle  von  cu  treten,  folglich  auch 
n{&' — f)  an  die  Stelle  von  (e  —  e),  wodurch  der  Integralwerfh  der 
freien  negativen  und  positiven  Elektricitat  folgenden  Ausdruck  erhält: 

—  ««r-  .  ,)  and  +         '  «(«'—  e) . 
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Die  Aenderang  dieses  Imegralwerllts  ergiebt  sich  hieraus 

=  _  J'-^-^  („  _  i)  (f'—  ,)  und  r-.  +  [n—i]  . 

Die  Möglichkeit  dieser  Aendcrung  setzt  aber  voraos,  diiss  die  Zunahme 
d<'r  Stromgeschwindigkeit  ==  {n  —  i)u  am  Anfange  der  Kelle,  wo  die 
Verstärkung  der  elektromotorischen  Kraft  stattfindet,  durch  welche  die 
Aenderuug  der  StromiBteosiUlt  bewerlcstelligt  wird,  froher  eintrele,  ab 
in  der  Mitte  der  Kette,  weiche  von  dieser  Stelle  am  weitesten  eDtfent 
ist,  und  zwar  um  einen  Zeitiaum  T,  in  welchem  in  Folge 
digjkeitsänderung  (n  —  1)  ti  durch  den  Quersclmitt  der  Kette  eine 
negativer  oder  positiver  Elektridtttt  =  (n  —  l)eH  .  T  geht,  wddieder 
obigen  Aenderung  des  Integralwerths  gleich  ist,  woraus  folgende  Gki- 
chuug  sich  ergiebt: 

(» _  1)     _    =  {n  —  ijcu  .T. 

Hieraus  folgt,  mit  Zuaehung  der  vorher  gefiindenen  Gleichung 

4«r (log cot  l^k.m, 

der  Zeitraum  T 

1*  _  *»i 
•  —  t 


ir»rr       *  — «  irrr 


log  cot   ßn 

Hierbei  ist  vorausgesetzt,  dass  im  eisten  Augenblteloe  der  Aenderai^ 
die  Stromgeschwindig^t  im  ersten  Elemente  der  Kette  sogleich 
n  zu  nu  übergehe  und  dass  diese  neue  Stromgeschwindigkeit  nu  in  die- 
sem Elemente  \on  Uaau  au  uiiveriuidert  beharre.  Unter  der  Vor.sus- 
setzung.  dass  ein  .ihnlicher  plötzlicher  Uebergang  derStromgescIiwmili^- 
keil  von  u  zu  nu  in  n  1  In  il*  n  (icr  Kette  stattfinde,  Ijisst  sich  endlich  die 
Gesciiwiudigkeit  der  StromvcrbreituDg  in  jedem  Theile  der  Kette  bestiffl- 
men.  Unter  dieser  Voraussetzung  wird  nämhch  die  Zeit  t,  in  welcher 
der  Strom  durch  ein  dem  Bogen  rtp  entsprechendes  Stttck  der  Kette 
fortgepflanzt  wird,  durch  folgende  Gleichung  iiestinunt: 


log  cot  2;  —  (in 
Durch  DifTerentiation  dieser  Gleichung  in  Beziehung  auf  I  und  ^  sri^*^ 
man  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  ^  , 

wonac  h  also  diese  Gesebw  inclii^keit  desto  kleiner  ist,  je  grösser  das 
Stück  (Ii  [  kette  i^t,  durch  welches  sich  dio  Stromänderuiig  sdiuo 
verbreitet  hat. 
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In  dieseiii  Anadmcke  der  FoilpflaiizuB^pqgmchwjiMliglunl  bezeich- 
net k  den  Wideratand  des  'Leiteni  flir  die  Einheit  semer  LHnge  und 
seines  Qnerschnitls  and  zw  nach  dem  Art  27  definieiten  Maasse. 
Bezeichnet  man  mit  q  den  nach  bekannten  Methoden  OMSsbaren  Wider- 
stand desselben  Leiters  fbr  dieselbe  Länge  und  denselben  Querschnitt 

nach  dem  Art.  26  definierten  Maasse,  so  ist  nach  Art.  27 

I  1« 

k  =2  ~   -  q  , 
ec   '  ' 

ond  setzt  man  diesen  Werth  von  k  in  die  oluge  Gieichuiig;  so  erhAlt 
man  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  , 

woraus  hervoigeht,  dass,  wenn  die  Geschwindigkeit  e  bekannt  wäre, 
mit  welcher  zwei  elektrische  Nassen  gegen  einander  bewegt  werden 
müssen,  wenn  sie  sich  weder  anziehen  noch  abstossen  sollen,  die  Fort^ 

pflanzuQgsgeschwindigkeit  ^  daraus  berechnet  werden  konnte,  und 
dass  un^gekehrt«  wenn  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  gemessen 
würde ,  jene  Geschwindigkeit  e  sich  daraus  berechnen  lassen  würde. 
Konnten  aber  beide  Geschwindig^iten  e  und  aus  unabhängigen 
Beobachtungen  bestimmt  werden,  so  würden  dadurch  die  Mittel  gewon- 
nen, die  Richiiglieit  der  obigen  Gleichung  an  der  Erfohmng  zu  prüfen. 
Es  en^iebt  sich  aus  dieser  Gleichung ,  dass  die  Fortpflanzungsgeschwin- 
digkeit nicht  bloss  in  verschiedenen  Kelten ,  sondern  auch  an  ver- 
schiedenen Stellen  einer  und  derselben  Kette  verschieden  ist;  denn  der 

ZahJencoefficient  y  ^logoot   /^v^  hat  ihr  verschiedene  Ketten  ver- 
schiedene Werthe,  und  in  ebier  und  derselben  Kette,  für  welche  derZablen- 

cocflicicnt  y  ^log  cot   /Jw^—n  gegeben  ist,  ist  die  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit an  einer  bestimmten  Stelle  der  Kette  dem  Widerstande 
desjenigen  Stücks  umgekehrt  proportional,  durch  welches  die  Strom- 
verbreitung von  ihrem  Ursprünge  an  bis  dahin  stattgefunden  hat.  Be- 
zeichnet man  diesen  Widerstand  nach  dem  Art  26  definierten  Maasse 

mit  »  =  JJ^    9 ,  so  ist       =  «  .       •    Die  Fortpflanzungsge- 

schwiniiigkeit  nimmt  also  ab,  je  weiter  die  VcrbreitunLr  von  ihrem  Ur- 
sprünge sich  entfernt,  und  wird  also  in  recht  langen  Ketten  sich  viel 
leichter  messen  lassen,  als  in  kürzeren. 

Was  aber  endlich  die  Stromgescbwindigkeit  u  betrifll»  so  sieht  man 
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leicht,  (iass  die  liest iimimug  UcrselbeD,  abgesehen  von  lieu  Hinder- 
nissen ,  welche  die  Auäfilhrung  der  Messung:  der  Geschwindigkeil  r  auf 
dem  Art.  34  oder  auf  dem  in  diesem  Artikel  angeiiciienen  Wege  iiudet 
vorzüglich  au  der  glinzlichen  Unkümituiüs  derjenigen  Masse  posilivj-r 
oder  negativer  Eleklricitilt  +  e  scheitert,  welche  in  einem  dem  l  ünui  n 
maasse  gleichen  Stücke  des  Leiters  enthalten  ist ;  denn  zur  Bestimmung, 
des  Products  eu  bat  man  nach  Art.  ^7  tlic  Gleichung 

wo  « in  bekanDto*  Weise  gemessen  werden  knnn.  Die  MdgUdiiEcil«  ttber 
die  Werdie  von  e  qnd  ii  einzdo  Auskunft  zu  erhalten,  würde,  wie  es 
seheint;  darauf  heroben,  dass  der  Widerstand  eines  Leiters,  welcher 
bishar  nnr  aus  aehiett  Wirimngen  definiert  worden  ist,  nOraKch  aus  der 
Abhängigkeit,  in  weloher  bei  einer  gegebenen  elektromolorisoben  Kraft 
die  Strominlenntait  von  ilun  sieht,  audi  aus  sefaien  Ursachen  ntiier  de* 
finiert  werden  klMnile.  Gelinge  nttinlidi ,  die  Ursaite  des  Wider- 
stands in  den  Leitern  w  erforschen,  und  ergäbe  sich  daraus  zum  Bei- 
spiel ,  dass  der  Widersland  eines  Leiters  von  dem  Wertbe  e ,  welcher 
dem  Leiter  zuJEommt,  abhängig  sei ,  und  zwar,  dass  derselbe  desto 
grösser  oder  ideiner  sei,  je  kleiner  oder  grosser  der  Werth  von  e  sei, 
und  durdi  ^  dargestellt  werden  könne,  wo  d  unabhängig  von  e  aus  der 
sonstigen  Besdiaffenheit  des  Leiters  bestimmt  werde ;  so  leuchtet  ein, 

dass  nach  Art.  27  fUr  »  der  Quotient  der  elektroniutoni;chou  Krall  —  t 

*  c 

(worin  «  nach  Art.  i&  messbar  ist)  und  des  Widentands  y  gesetzt  wer- 
den kann,  folglich        eit  =      =  ^  b 

also  11  =  -^. 

Aus  dieser  Bestluimung  \on  u  würde  dann  zugleich  auch  der  Werth 
von  ß  sich  ergeben.  Es  geht  hieraus  die  Wiciiligkeit  hervor,  weiche  eine 
nähere  Nachforschung  Ul>er  (ii(>  hisluu  noch  nicht  erörterten  Ursachen 
des  Widerstands  fUr  die  EicktriciUttslehce  haben  konnle.  ~ 

36. 

Ueber  4ie  |}rsacbt»  das  Widentands  der  l^eiler* 

2b  einer  voUsttndigen  Kgnniniss  des  Widerstands  gentigt  es  nicht, 
die  Grosse  des  Widerstsnds  aus  aeben  Wirinmgen  zu  definieren ,  d.  l 
ans  der  Stirioe  des  durch  eine  eegeiiene  elektromotorische  Kraft  her- 
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voi^ebrdcljten  Stroms,  sondern  es  geliört  auch  cIäzu,  die  Grösse  des 
WidersbUMii  aus  ihren  Ursiichea  zu  defiuieren.  Ohne  dies$  iveseQÜiQhe 
Bi^^uDg  ist  unsere  Kenntoiss  Ton  dem  Wesen  des  Widerstands  man- 
geiieft,  und  die  eittitteUe  GKtese  dteaelhm  ist  «ine  bloeee  HflUqgrOsBe 
der  BlieklrodyiuiHiik,  derea  wahre  pbysiseiie  Bedeatung  noch  nnbekanat 
ist.  Wehm  nun  der  Widerstand  bisher  bkMs  nach  seinen  Wirkungen  be- 
tracblet  worden  ist,  so  liegt  der  Gtund  davon  darm,  dass  Uber  die  Ur- 
cadien  desselbeto  bisher  noch  gar  nichts  W<eneolfiebe8  ennittelt  worden 
ist.  Bs  ist  blosi  d£e  Abhängigkeit  des  Widerstands  von  den  äusseren  Di- 
mensionen des  Leiters,  nlünlich  vdn  seiner  Lüngc  und  von  seinem  Quer- 
schnitt, ermittelt  worden,  aber  diese  Abhängigkeit  l>ctriin  blo^  den  ab- 
ßolulfin  Widerstand  eines  T,eiliin£rsdrahts  und  hnt  keine  Beziehimg  atif 
den  specifischen  Widerstand  des  ieiteuilen  Metalls,  ul)or  dessen  Ursachen 
gar  nicht«  b^nut  ist.  Diese  Ursachen  scheinen  so  tief  in  der  Natur  der 
Kürper  verbolzen  su  liegen ,  dass  sie  auf  den  bisherigen  Wegen  der 
Forschung  unzugänglich  sind.  Kurz,  die  Frage  nach  den  Ursachen  des 
galvanischen  Widerstaads  ibhrt  zu  einen  noch  ganz  unangebaoten  Oe- 
biele  der  Wissensehaft.  Ich  werde  mich  daher  mir  auf  eine  einzebie  Br- 
<Menii^  beschrHaken,  nttnüc^  dsrtdier,  in  welcher  Beziehüng  dieser 
,  Widerstand  mit  der  NsAar  der  elektrisdien  Floida  selbst,  wie  dieselben 
definiert  worden  siad,  and  mit  dnren  Yeifaallen  iat  elektriscben  Doppel- 
strone  siehe»  wie  dasselbe  nadi  der  gewdhnlicfaen  VürStelhmgatteh  hier 
immer  angenommen  und  festgehaik»  worden  ist. 

Die  Frage  nach  den  Ursachen  des  Widerstands  lüsst  sich  zunächst 
.spocjeller  darauf  richten,  in  wie  weit  diese  Ursachen  in  deui  pondcra- 
in'len  TrJiqor  des  Stix>ins,  und  in  wie  weit  dieselben  in  den  darin  ent- 
lialtenen  elektrischen  FIuuIjs  liegen,  Dass  die  Ge^-nwart  der  poodera- 
belen  Tfaeüe  die  Cauäie,  durch  welche  die  elektrischen  i^  iuida  strümea, 
mehr  oder  weniger  beengen  und  dadurch  auf  die  elektrische  Strömung 
£inAuss  Iiaben  kOanen,  leuchtet  von  selbst  ein;  es  fragt  sich  aber,  ob 
dieee  Ursache  zur  EiklAmng  des  Widerstands  allein  schon  genlKge. 
Diese  Ursache  des  Widerstands  witade  btoss  die  Bhsse  des  elektrischen 
Fluidums  bescbrUnken,  wekfae  an  dar  StrOmong  Iheil  nähmen  konnte. 
Es  liegt  aber  in  dem  Wesen  des  Widerstands»  wie  wir  ihn  aus  semen 
Wirkungen  kennen,  dsss  durch  die  Grosse  des  Widerslands  ucht  bkiss 
die  Masse  des  elektrischen  Fluidums  beschrankt  wird,  welche  an  der 
Slrumbeweguog  Theil  nimmt,  sondern,  dass  aueii  die  üev\c^img  selbt>l 
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.besdirSnkt  wird.  Diete  BeBdiraiikling  der  Bewegung  adbst  kaim  aber 
fluen  Gfond  in  der  Moneo  Gegenwart  der  ponderobeleii  Theile  nicbl 
haben,  sondern  setzt  nofhwendjg  Grifte  Tonos,  wdobe  den  fortwirken« 
den  elektromolorisoben  Krttften  der  Kette  daa  Gieicbgewidit  halten, 
weil  Dtmedem  jene  Krifte  die  elektriachen  Flnida  in  ihrer  Bewegnng 
inunerfort  beaehlennigen  mttagten,  was  bei  efaieni  i^ddiDsnoigen  und 
beharrlichen  Strome  nicht  der  Fall  ist 

Es  fragt  sich  also  femer ,  woher  die  Kräfte  ruhren ,  welche  bei 
einem  gleichförmigen  und  beharrlichen  Strome  deA  fortwirkenden 
elektromotorischen  Kriiflcrr  das  Gleichgewicht  halten  und  dadurch  eine 
fernere  Beschleunigung  der  elektrisclien  Fluida  in  ihrer  Bewegung  ver- 
hindern? Siik!  diese  KrJtfte  rein  elektrische  Krüfte,  oder  sind  es  Krüfte, 
welche  die  ponderabelen  Theile  auf  die  elektrischen  Fluida ,  da;  an 
Ihnen  vorbeigehen,  ausOhen?  Setzen  wir  in  dem  galvanischen  Strome, 
wie  wir  es  stets  gclhan  liaben,  zwei  elektrische  Fluida  voraus,  die 
gleichzeitig  durch  denselben  Leiter  in  entgegengesetzten  Richtungen 
slrümcn,  so  licet  es  sehr  nahe,  eine  Ursache  des  Wieb  rst  imls  filr  die 
Bewpgtmg  jedes  Fiuidums  in  dem  ihm  entgegenkommetnh n  Mnnlum  zu 
suchen.  Das  positive  und  das  negative  Fluidum  werden  nciialKh  in  dem 
Augenblicke  der  Begegnung  sich  zu  neutralem  (leniisclio  \erbm(len, 
und  so  leicht  auch  diese  neutrah  \  ( rbindung  wieder  zu  scheiden  sein 
möge,  so  wird  doch  eine  soll  lif  neue  Scheidnng  nur  durch  eine  neue 
elektromotorische  Kraft  erfolgen  können  ,  und  nicht  in  Folge  einer  Be- 
harrung derjenigen  Bewegungen,  welciie  Ix kJc  Ilnida  \nr  ihrer  Ver- 
einigungbesassen, weil  diese  durch  ihre  Begegnung  und  Yrttundung 
mit  einander  als  aufgehoben  betrachtet  werden  muss.  Es  geht  daraus 
her>'or,  dass  wührend  Jedem  Fluidum  für  sich  bei  seinen  Bewegungen 
Beharrung  zugeschrieben  werden  muss,  beiden  Fluidis  zusammen  bei 
ihrer  Bewegung  im  Doppelstrome  keine  Beharrung  zukommt.  Wenn 
aber  auch  dieser  Grund ,  warum  den  elektrischen  Fluidis  bei  ihrer  Be- 
wegung im  Doppelstrome  keine  Beharrung  zukommt ,  der  richtige  ist. 
so  gewinnt  man  doch  dadurch  noch  keine  deutliche  Einsicht  in  den 
Hergang  selbst,  so  lange  die  Kräfte  unbekannt  sind,  welche  die  Ver« 
bindung  und  Vereinigung  der  elektrischen  Fluida  bei  ihrer  Begegnung 
bewirken»  und  welche  bei  ihrer  wiederholten  Scheidung  Uberwunden 
werden  müssen.  Es  fragt  sich,  ob  dabei  noch  andere  Kräfte  in  Betracht 
konunen.  als  diejenigen,  welche  durch  das  allgemeine  elektrische  tirund- 
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gesctz  schon  bestimml  sind,  z.  B.  ob  dabei  besondere  MolecuiarkräAe 
der  elektrischen  Fluida  wirksam  sind.  Ware  dies  nicht  der  Füll,  so 
mUsste  der  Hergang  bei  der  abwechselnden  Verbindung  und  Scheidung 
der  elektrisclion  Fluida  im  Doppelstrome  nach  dem  bekannten  Gruud- 
gesot/n  der  elektrischen  Wirkiinc:  genauer  bcsJimuit  werden.  Ohne  eine 
solche  genauere  Beslimmunjs'  lüsst  sich  im  AHgemeinon  nur  mit  einiger 
Wahrsrhoinlichkoil  annehmen,  diis.s  (ii<>  Intensiliil  eines  elektrischen 
Do[)|»clj;trom.s  ausser  von  der  Masse  der  elekiriüclien  Fluida,  welche  an 
der  Strömung  Thcil  nimmt ,  von  der  Zahl  der  Scheidungen  abhilnge, 
welche  in  bestimmter  Zeit  erfolgen,  und  dass  (hC  Zahl  dieser  Scheidun- 
gen der  wjUirend  dieser  Zeit  fürlNv  ukendcu  elektromotorischen  Krail 
proportional  sein  müsse.  Ergebe  sich  z.  B. ,  dass  durch  gleiche 
elcklniniritonsrlic  Ki-alTl  jedes  elektrische  Theilchen  in  gleicher  Zeit  im- 
mer eine  gleiche  Zahl  Verbindungen  und  Scheidungen  erlitte  und  da- 
durch eine  gleiche  Wegstrecke  fortgeführt  würde,  so  würe  die  Slrom- 
geschwindigkeit  M  für  gleiche  elektroinotorische  Ki  ili  immer  die  nüm- 
liche,  und  es  \%ilrde  daun  die  Strominfensit<tt  fiUr  gleiche  elektromoto- 
rische Kraft  bloss  mit  der  Menge  der  Klektricif?if  e  variiren ,  welche  auf 
einer  solchen  Wegstrecke  (z.  B.  in  der  Langeneiniieit  des  Leiters;  ent- 
halten NvMre,  und  zwar  proportional  damit  sein,  woraus  hervorginge, 
dass  der  sogenannte  Widerstand  gleichfalls  nur  mit  e  variirlc  und  zwar 
dem  Werthe  von  e  imigekehrl  proportional  wiire,  welches  derjenige 
Fall  ist,  welcher  am  Bode  des  vorigen  Artikels  als  Erläuterung  ange- 
führt wurde. 

Sollte  in  der  abwechselnden  Verbindung  und  Scheidung  der 
elekirischen  Fluida  bei  ihrer  Begegnung  im  Doppelstrome  die  Ursache 
des  Widerstands  wirklich  enthalten  sein,  sn  würde  daraus  ferner  die 
Unmöglichkeit  eines  beharrlichen  Doppelslroms  ohne  fortwirkende 
äussere  elektromotorische  Krall  folgen ,  und  es  würde  sich  daun  fn^n, 
wie  damit  die  Annahme  von  beharrlichen  Molecularströmen 
zur  Erklärung  der  magnetischcMi  und  diamagnelisch(>n  KrscheioaDgNl 
verträglich  wäre.  Die  Möglichkeit  solcher  Molecu larströme  müsste 
dann  nolhwendig  auf  einer  Wirkung  der  ponderabelen  Moleculo  be- 
ruhen ,  durch  welche  die  Bahnen  der  in  entgegengesetzten  Ricblungen 
um  jene  Molecnle  sich  bewegenden  elektrischen  Fluida  von  einander 
getrennt' erhalten  worden,  indem  z.  B.  das  eme  Fluidum  eine  engere 
Kreisbahn,  das  andere  Fluidum  eine  weitere  Kreisbahn  am  das  Mob- 
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ciilo  hosrhriobo,  sodass  die  beiden  Fluide  sich  bei  ilirca  Beweguagea 
nirgends  begegnen  und  vcTcinigen  könnten. 

Zur  Erlüutcning  des  Hergangs  bei  der  abwechselnden  Verhindoi; 
und  Scheidung  der  elektrischen  Fiuida  im  Doppelstrome ,  wis  er  aus 
dem  Gnmdgeselze  der  elektrischen  Wirknog  ohne  Zuziehong  hem- 
derer  MoIecidafkrSfte  dieser  Fluide  abzuleiten  wSte*  diene  folgende  Be- 
trachtung. InA.B.C,  seien  positiv  elektrische  Btassen  ,  von  doiM 
zunächst  angenommen  werden  möge,  dass  •Sie  an  den  Orlen,  vn  w 
«cfa  befinden,  festgehalten  würden.  In  a  beibde  sich  gegenwSrf^  eioi 

bewegliche  negativ  elektrisciie  Masse,  auf  welche  die  benachbarte  po5' 
live  Masse  in  A  so  stark  wirke ,  dass  dagegen  die  Wirkung  der  oaifern- 
Icn  Massen  in  B ,  C  .  .  vernachlässigt  werden  könne.  Die  Massen  in 
A  und  a  willen  auf  einander  mit  einer  Kraft ,  die  von  ihrer  GröJse. 
Entfernung,  relativen  Geschwindigkeit  und  deren  Aenderong  abhlngl; 
indess  möge  hier  der  Einfochheit  wegen  angenommen  werden,  dass 
aus  der  rektiven  Geschwindigkeit  und  deren  Aendemng  sich  eigebesdr 
Correction  der  elektrostatischen  (von  den  Hassen  und  der  Entfenong 
abhangigen)  Kraft  gegen  diese  letztere  so  gering  sei,  dass  sie  ebeo&Us 
veinachlässigt  werden  dürfe.  Unter  diesen  Toraussetzongen  folgt,  dM 
wenn  keine  andere  Kraft  auf  die  Masse  in  a  wirkt ,  diese  Masse  des 
Gesetzen  der  Beweguni;  durch  CcntralkiUlle ,  welche  dem  Quadrat  der 
Entfernung  verkehn  j)io|»uilional  sind,  folgen  mllsse.  Die  Masse  in« 
wird  foliilicli  nacli  den  Keple  r' sclieu  Geselzen  z.  B.  eine  elliptische 
Bahn  um  A  besclireiben.  Es  w  ird  aber  eine  Störung  in  dieser  Bewe- 
gung der  belnicbteten  Masse  um  A  eintreten,  sobald  ausser  derCenWl- 
kraft  eine  elektromotorische  Kraft  parallel  mit  der  Linie  AB  mit  cod- 
stanter  Intensität  auf  die  betrachtete  Masse  wirkt.  Die  Elemente  der 
bisherigen  elliptischen  Bewegung  werden  nun  fortwährend  geand«^ 
werden,  und  die  von  der  betrachteten  Masse  beschriebene  Bahn  wsi 
dadoMh  in  eine  Spirallinie  ttberg^en,  in  welcher  die  betnchtele  Bft** 
endlich  so  weit  von  A  fortgeführt  wird,  dass  ne'aus  der  Widnns^ 
Sphäre  von  A  in  die  Wirkungssphäre  von  D  gelangt,  und  so  fort«  asc^ 
dem  SIC  eine  Anzahl  Spiralwindangen  nm  B  beschrieben  hat,  attck  W 
B  so  weit  fortgeführt  wu  d,  dass  sie  aus  der  Wirkungssphäre  WO  ^l* 
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die  Wirkungsspliare  von  C  gelangt.  Auf  diese  Weise  kann  also  eine 
elektromotorische  Kraft  ein  FortstrOmen  der  negativen  Elektricitüt  in  der 
Richtung  ABC  bewirken ,  an  welchem  die  positiven  Massen  m  A,  C 
keinen  Antheil  nehmen.  Das  Wesentliche  dieser  Betraclitunü:  besieht, 
darin,  dass,  sobald  die  elektromotorische  Ki-aft  zu  wirken  aufh^irt, 
die  betrachtete  Masse  sogleich  wieder  nach  'den  Kepler' schon  Ge- 
setzen in  elliptischer  Bahn  um  diejenige  positive  Masse  sich  bewegen 
wird,  in  rlt^rcn  Nahe  sie  sich  grr;u!r  befindet,  weil  nach  Wegfall  der 
stdrendea  KraA  keine  weitere  Aenderung  der  Elemente  ihrer  GeDlral' 
bewegung  stattfindet.  Auch  ersieht  man  leicht,  dass  in  dieser  wesent- 
lichen Beziehung  nichts  geändert  werden  würde,  wenn  die  positiven  Hus- 
sen in  A  ,  ,  C  . .  .  gleichfalls  beweglich  angenommen  und  ausser  der 
Gentrdlkrafl  der  negativen  Massen,  in  deren  Nahe  ne  sich  befindeh,  der 
störenden  Einwirkung  der  ndmlichen  elektromotorischen  Krafl  unter* 
werfen  würden,  weldie  aber  Tar  diese  positiven  Massen  die  ent- 
gegengesetzte Richtung,  wie  für  die  negativen  hatte.  Es  ergiebt 
sich  danms  folgendes  Resultat  Wenn  die  etektromotorische  Kraft  c 
auf  die  belrachtele  n^tive  Masse  allein  wirkte,  so  würde  sie 
dieser  Masse  in  der  Riehbing  ABC  während  der.  Zeit  <  eine  Geschwind 
digkeit  d  erlheilen,  mit  welcher  sich  diese  Masse,  auch  nachdem  die 
Kiaft  c  zu  wirken  aufgehört  httlle,  beharriieh  in  der  Richtung  ABC 
IbribjBwegen  mttsste.  Unter  Mitwirifong  der  Centralkrafte  der  positiven 
Massen  in  A,  C . .  aber  wird  zwar  die  eldctromolorisdte  Kraft  c 
ehenfalls.  so  knge  sie  wirkt,  ein  Fortracken  der  betrachteten  Masse  in 
der  Richtung  ABC  bewiilten,  sobald  die  Kraft  c  aber  zu  wirken  auf- 
hört, wird  auch  dieses  ForCrOoken  aufhOi^ßn,  d.  h.  dieses  Fortracken  der 
betracMeten  Masse  in  der  Richtung  ABC  geschieht  dann  nicht  mit  emer 
Geschwindigkeit,  welche  fortdauert,  nachdem  die  Kraft  zu  wiiken  aitf-^ 
gebort,  welche  das  Fortrücken  hervorgebracht  hat.  Der  Grund  also, 
warum  die  bebrachteieMasse  in  der  Richtung  AJfCniehfr  weiter  fortrackt, 
nachdem  die  etektromotorische  Kraft  zu  wirken  au%ehOrt  hat,  liegt  dar- 
nach in  den  von  den  posilivenMassen  auf  die  betrachtete  negative  Masse 
ausgettbteii  Centralkraften.  Das  Wort  Widerstand  bezeichnet  aber  in 
der  Theorie  der  galvanischen  Kette  wesentlich  nichts  Anderes,  als  das 
Factum,  dass  die  Fortbew^ng  der  elektrischen  Fluida  im  galvanischen 
Strome  der  elektromotorischen  Kraft  proportional  ist,  d.  h.  aufhört,  so- 
bakl  die  elektromotorische  Kraft  zu  wirken  aufhört,  Bs  folgt  also  daraus, 
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dass  der  Grund  des  Widerstands  in  den  CenlralicrSiflen  liegen  km, 
weiche  die  im  elektrischen  Doppelstrome  sich  begegnenden  poeilim 
n^d  negativen  Massen  wechselseitig  auf  einander  ausitbea.  Bs  vOids 
Air  weitere  theoretische  Untersuchung  wichtig  sein,  aus  diesem  Groade 
eine  bestimnite  und  prflcise  Definition  des  Widerslands  abzuleiten  uid 
die  Beziehungen  xa  entwickeln»  in  welchen  der  nach  seiner  Wirin^g 
deflniertc  WidcrsUind  dazu  stehe.  Es  wttrde  dabei  haufitslchlidi  aaf 
eine  Beslimnuing  der  Zeit  «inkommcn,  welche  ein  Theilchen  brmicht, 
um  in  seiner  Spiralhahn  von  einer  Windung  um  eine  Centralinasse  ^1 
zur  enlsprechenden  Wiiuliuäti  um  die  darauf  folgende  Ceniralroasse  Ä 
zu*  gelangen .  Dass  aber  solche  liesliinmunsjen  .  auch  wenn  alle  weseol- 
lichen  Elemente  für  die  Rechnung  gegehen  sind,  grosso  Schwierigkeiten 
finden,  zeigt  die  Theorie  der  Störungen  in  der  AsU-ouoinie. 


VI. 

VKRGLKICHÜNG  DES  ALLGEMEINEN  PRINCIPS  DER  MATIIKMA 
TISCHEN  THEORIE  INDUCIERTER  ELEKTRISCHER  STROEME  VON 
NEUMANN  MIT  DEN  AUS  OFM  GRUNDCESKTZE  DER  ELEKTRI- 
SCHfiN  WIRKUNG  ABGELEITETEN  INDUCTIONSGESETZEN. 

37. 

In  der  ersten  Ahlinndluni^  über  eleklrodynaniischo  Maassbcsüin- 
mungen  ist  schon  inr  Art,  die  Abhandlung  angeführt  worden,  wek-he 
Nenmann  im  Jahre  1H45  der  Berliner  Akademie  der  Wissenscliaften 
vorgelegt  hatte,  nUmlich  :  «  Die  mathematischen  Gesetze  der  inducicri^n 
Strome*.  Diese  damals  noch  nicht  «gedruckte  Abhandlung  konnte «lofi 
nur  nach  dem  in  Poggendorffs  Annalen  davon  erschienenen  Aai- 
zuge  dtiert  werden.  Neumann  hat  seitdem- aber  denselben  Geg»' 
stand  der  Berliner  Alndemie  der  Wtssenschafleo  eine  noch  om&sfica- 
dere  Arbeit  vorgelegt:  «lieber  ein  allgemeines  Prindp  der  matheawli' 
sehen  Theorie  inducierter  StrOme»,  welche,  aus  den  Schriften  der  Ber- 
liner Akademie  der  Wissenschaften  von  1847  besonders  abgedroekl* 
Berlin  bei  Reimer,  1848,  erschienen  ist.  In  dieser  Abhandlung  i>at 
Neumann  folgendes  allgemeine  Theorem  aufi^eslcllt : 
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«Wird  ein  posrhiossenos,  unvorzweigtes,  leitendes  Bogensyslcm 
durch  eine  heluliige  VorrUckung  seiner  Elemente,  aber  ohne 
Aufliobun::  der  leitenden  Verbindiini?  derselben .  in  ein  anderes  A 
von  neuer  Form  und  La is?e  ubertreluhrt .  und  pi    hioht  diese  Ver- 
andernnit  von  A  in  A   uiit<M   (l( m  EinüuSöC  eines  clektriselien 

f  w 

Sl^ünl^\ ^ti ms  ß^,  welches  lii^^-hzeitig  durch  eine  beliebige  Ver- 
rückunu  s'  iner  Elemente  eine  Veränderung  in  Lage,  Form  und  In- 
tensitiit  von  //  in  li^  erßihrt .  so  kl  die  Summe  der  elektromotori- 
schen Kräfte,  welche  in  dem  leitenden  Boironsvsteme  durch  diese 
Veränderung  induciert  worden  sind,  gleicii  dem  milder  Inductions- 
Constante  e  niulti[)licierlen  Unterschied  der  Potcnfialwerlhe  des 
Stroms  in  Bezug,  auf  A  und  des  Stroms  inBezugauf  A  , 
wenn  A^.  twl.  4,  .von.  der.  Stroi^oiqheit  durchströmt  gedacht 
werden. » 

Nachdem  hierauf  Neumann  in  den  vier  ersten  Parai,Taphen  seiner 
Abhandlung  dieses  Theorem  nebst  seineu  Folgerungen  enlwickell  hat, 
nihrt  er  §  5  fort:  «W.  Weber  hat  in  seiner  Abhandlung:  Elektrodyna- 
mische Maassbestiinmungen  u.  s.  w.  den  Weg  gebahnt,  welcher  über 
die  Kluft  in  unserer  Kenntnis^  der  elektrostatischen  und  elektrodyna- 
mischen Wirkung  der  EIcktricitat  füliren  wird.  Er  zeigt,  wie  die  Am- 
pere'sehen  Gesetze  für  die  Wirkung  zweier  Stromelemente  aus  der 
Wirkung  der  positiven  und  negativen  Eleklricitüt  des  einen  Elements 
auf  die  beiden  Elektricit.'Uen  des  anderen  Elements  ab^oleilet  weiden 
können.  Diese  Analyse  der  .\ mper e  schen  GofMze  lülirle  zu  dem 
Grundgesetze  zweier  elektrischen  Massen,  nach  welchem  diese  nicht 
allein  von  ihrer  relativen  Entfernung,  sondern  auch  relativen  Geschwin- 
diirkcil  und  deren  Veränderung  abhängig  ist.  Dieses  Grundgeselz  er- 
klärt zugleich,  wie  Weber  gezeigt  hat.  die  Inductions-Erscheinungen 
und  giebl  ihre  Gesetze.  Der  Gegenstand  dieses  Paragraphen  ist  nach- 
zuweisen, wie  weit  die  im  Vorhergehenden  enthaltenen  Resultate  mit 
den  aus  Webers  Grundgesetz  der  elektrischen  Wirkung  abgeleiteten 
loductions-Gesetzen  übereinstimmen. » 

Aus  diesem  Grundgeselze  der  elektrischen  Wirkung,  wie  es  in  der 
ersten  Abhandlimg  tiber  elektrodynamische  Maassbestimmungen  aufge- 
stellt worden  ist,  entwickelt  nun  Neu  mann  a.  a.  0.  in  seiner  Abhand- 
lung einen  allgemeinen  Ausdruck  (Ur  die  Induction ,  welchen  er  sodann 

aaf  die  verschiedenen  Arten  der  Indoction  in  Anwendung  bringt«  näm- 
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lieh  1)  auf  (Ion  Fall,  wo  wcdor  die  Strom-  noHi  die  l.eitcrelemenle  eine 
Orfsvrrlhul«  !  uhü;  ciioiilcn  und  die  Induclion  bloss  von  einer  Aenderung 
der  Slromintensitül  herrilhrl:  auf  den  Fall,  wo  die  Induclion  bloss 
durch  eine  Ori- vc^rnndeninp  der  Leil(  i  rlnm  ute  hervorgebracht  wird, 
die  unter  dem  Einllusse  eines  conslanten  und  unverrOcklen  Stroms  slatf- 
findot :  3^  auf  den  Fall  wo  <ler  indm  iei  fe  Leiter  rulil  und  die  Induclion 
durch  eine  Hewegunü:  des  iranzen  Trllgers  eines  eonstanten  Slroms  er- 
rei,'f  w\ri\.  Fn  allen  diesen  Füllen  (Mi;iel)t  sich  nun  das  Rosullat.  dass  die 
aus  jenem  allgemeinen  rTiundgeselze  der  elektrischen  Wirkung  abge- 
leitelon  Iiuluetionsgesetze  mit  den  HegiiUaten  des  von  Neun)ann  auf- 
gestellten allgemeinen  Princips  der  malhematischen  Theorie  inducierter 
Ströme  vollkommen  Ubereinstimmen. 

«Anders  verhall  es  sich»,  filhrt  Neu  mann  fort,  «mit  der  Glei- 
chung ,  welche  die  von  einem  einfachen  Slromumgange  inducierte  elek- 
tromotorische Kraft  unter  der  Annahme  ausdrückt,  dass  derselbe  aus 
einem  bewegten  Leiterstücke  und  einem  ruhenden  besi<*ht.  Die  Summe 
der  elektromotorischen  Kraft,  welche  wUhrend  des  IJiiilaufs  der  Kie- 
mente des  Fnducentcn  erregt  wird,  ist  nach  beiden  Formeln  dieselbe, 
die  Richtung  des  inducierten  Stroms  aber  die  entgegengeselzte. ■ 

Zur  Entscheidung  nun,  ob  in  diesem  einzigen  VnWr  wo  zwisehmi 
dem  von  Neumann  aus  dorn  altgemeinen  Grundgesetze  der  eleklri- 
schen  Wirkung  abgeleiteten  luduction^esel/.o  und  zwischen  dem  Re- 
sultate seines  eigenen  allgemeinen  Princips  der  mathematischen  Theorie 
indncierter  Ströme  eine  Abweichung  slalitindet,  dieses  oder  jenes  wiHi- 
Uch  gelte,  hat  Neumann  in  seiner  Abhandlung  einige  Versuche 
'angeführt,  welche  bewiesen  haben,  dass  die  aus  Neumanns  allge- 
•  meinem  Principe  abgeleitete  Foi-mel  auch  in  diesem  Falle  die  richliue 
Ml.  Auch  ich  habe,  wie  unten  bescliriebcn  werden  wird,  diese  Ver- 
socbe  wiederholt  und  habe  das  von  Neu  mann  erhaltene  Resultat 
TOllkoramen  bestätigt  gefunden.  Nachdem  durch  diese  Versuche  das 
wahre,  Ar  diesen  Fall  galtige  Gesetz  faclisch  sicher  gestellt  ist,  unter- 
wirft Neu  mann  die  von  ihm  selbst  gegebene  Ableitung  des  Inductions- 
gesetzes  dieses  Falles  aus  den)  allgemeinen  Grundgesetee  der  elektri- 
sehen  Wirkung  einer  näheren  Prüfung.  « Es  muss  also  untersucht  wer- 
den», sagt  er,  «worin  bei  Ableitung  der  Formel  aus  Weber* s  Grund- 
gesetz gefehlt  worden  isL  I>er  Umstand ,  dass  der  in  Rede  stehende 
Widerspruch  nur  bei  inducenten  mit  Gleitstellen  eintrill,  fbhrt  die 
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Belrachlung  80glotch  aurdiei»c.  Hier  Irclen  neue  Elcnicnte  in  dw.  S(roai- 
bahn  ein  oder  heraus,  in  welchen  aisu  die  SlromsUlrke  sieb  ititiLihalli 
einer  sehr  kurzen  Zeil  von  t  bis  0  vertlnderl,  uiul  dir  tliiicli  diese  ihre 
IntensilätsverUndenim;  einen  indiu  ierenden  Kdecl  ausüben ,  weh:her  in 
meinen  Formeln  schon  enlliallen  ist,  der  aber  bei  der  Anwendung  des 
W  e  l)  e  r  seliei»  rit  umlt;eselzes  noch  berlJcksiehtii^l  werden  nuii^s.  ■> 
Dicüü  IVül'ung  fülirl  Neuniaau  zu  dum  Kesuitale,  dass  dieser  x weile 
Theil  der  Inditclion,  welcher  in  der  ersten  Ableitung  aus  dem  allgemci- 
uen  Grundgeselze  der  elektrischen  Wukuug  iiielil  beiUcksichligt  Nvor- 
den  war,  den  fraglichen  \\  iderspruch  zur  Hülflc  ausgleicht,  indem  sich 
dann  die  8un)nie  der  cleklromotorischeD  KrUfle  aus  dem  ersten  uod  aui» 
dem  zweiten  Thoile  =  0  ergiebl. 

Nach  dieser  zu  keinem  befriedigenden  Resultate  fuhreiuleu  Prü- 
fung der  Rechnung  gehl  endlich  Neumann  noch  zu  einer  Piutung  der 
dieser  Rechnunir  zum  Cli  uiide  liegenden  Voniussetzung  von  den  in  die- 
sem Falle  stallündcndeii  physischen  Veri^aUai^^^■ll  ii!)er.  unter  welchen 
die  Iiuiuction  geschehe.  Dioso  Voraussetzung  be^teiK  darin,  dass  in  den 
]>eitereleiuenlen,  welche  au  den  Gleititellen  in  die  Slrombahn  ein-  oder 
heraustreten,  die  Slromstürke  sich  innerhall)  einer  sehr  kurzen  Zeil  von 
0  bis  i  oder  von  i  bis  0  vertindere.  Es  isl  nun  aber  eine  Hediiiiruni^  für 
einen  beharrlichen  Strom .  dass  in  allen  Elemenli  ii  (l<  i  ui'ächlossenen 
Kette  eine  gleiche  Slromintensität  statlünde ,  uiui  wenn  (hilicr  aucli  die 
StromintensiUil  in  den  an  der  (ilcil*leHe  ein  -  oder  heraustretenden  Kle- 
inenten variiert,  so  scheint  doch  auch  hier  tier  mittlere  Werth  der 
StroniinteüsiliH  ftir  die  kurze  Zeil,  wo  sie  variiert  .  jen<»r  lledfii'j;i)iig  ge- 
nügen zu  müssen,  was,  wenn  die  m  der  ganzen  kette  gitüclie  Sirom- 
intensität  =  i  sein  soll,  voraussetzt,  dass  in  den  an  der  GleilstcOle  ein- 
oder  heraustretenden  Elementen  die  StromsUirke  sich  von  0  bis  2i  oder 
von  2»  bis  0  verilndere.  Unter  dieser  Voraussel/nng  von  den  pliysisiheu 
Verhältnissen,  unter  welcher  die  induction  in  ilri  Hm  1  alle  staltündel, 
lässl  sich  nun  leicht  beweisen ,  dass  der  anfänglich  bciuerklc  Wider- 
spruch gänzlich  verschwindet  und  die  aus  dem  allgemeinen  Grundge- 
setze der  elektrischen  Wirkung  abgeleiteten  Inductionsgcsctzc  auch  für 
diesen  Fall  mit  Neumanns  allgemeinem  Princip  der  malbemaüschea 
Theorie  inducierter  Ströme  Ubereinstimmen. 

Was  nun  aber  die  Voraussetzung  selbst  belriiTl ,  worauf  hierbei  die 
HebuQg  des  fr^gUchen  Widerspnicbs  beruht,  so  sagt  Neumann  dar- 
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über,  dass  sie  « wcniß;er  durch  ihre  Evidenz  als  durch  ihren  Erfolg  gc- 
rechlforligt»  werde.  Abgesehen  aber  von  dem  Bcdcuken ,  welches  ge- 
gen die  Vuraussclzung  selbst  etwa  gehegt  werden  könnte,  scheint  mir 
diese  Voraussetzung,  wenn  sie  wahr  ist,  mit  einer  Folge  nulhwendig 
verbiiiuU'ii  zu  sein,  welche  jenen  Erfolg  ganz  w  ie<ler  aufhebt.  Zugegeben 
nUuilich ,  (lass  wirklich  in  den  an  der  Glcitstelle  ein-  oder  austretenden 
Elonionten  die  Stromstiirke  sich  innerhalb  einer  sehr  kurzen  Zeit  vou 
U  bis  2i  oder  von  Ii  bis  0  verändere ,  so  scheint  mir  duniii  doch  die 
Folge  nothwondig  verbunden  zu  sein,  dass  unmittelbar,  nachdi m  m 
dem  eintretenden  Elemente  die  Slromsf  iikr  l»i>  auf  2i  gestiegen  ist,  sie 
sogleich  wieder  in  diesem  von  nun  in  lior  kette  bleibenden  Elemente 
auf  i  herabsinke,  weil  i  die  in  allen  Theilcn  der  Kette  noihwendig 
gleiche  Stromintensitäl  bezeiciineL  Auf  gleiche  Weise  wiHil«'  l  ei  den 
an  der  Gleitstelle  austretenden  Theilcheu,  in  welchen  die  SlronnnlensUiU 
constant  ^»  gewesen  war.  diese  StroniintensitUl,  ehe  sie  von  Stauf 
0  abnoiimen  kann,  erst  von  i  auf  zu^rnonuncn  haben  müssen.  Bringt 
man  iiielit  bloss  die  oben  vora[i>i4e.>el/.te  Verflnderung,  sondern  auch 
diese  dannt  nothwendig  verbundene  in  Rechnung,  so  crgiebt  sich  das- 
selbe Resultat,  wie  wenn  man  von  dieser  Voraussetzung  abstrahiert  und 
einfach  annimmt,  wie  zuv  or  hohon  war,  dass  in  den  an  der  Gleit- 
stelle ein-  oder  austretenden  Eirim  nien  die  Stromstärke  sich  iuneriiaib 
einer  sehr  kurzen  Zeit  von  0  bis  i  oder  von  i  bis  0  verändere. 

Der  durch  obige  Voraussetzung  also,  wie  nur  scheint ,  nicht  los- 
bare Willerspruch  löst  sich  aber  von  treibst,  wenn  nian  naher  prUfl ,  ob 
in  (lein  fraglichen  Falle,  bei  der  von  Neuniann  gegebenen  .\bleilung 
des  Induclionsgesetzes  aus  dem  allgemeinen  Grundgesetze  der  elektri- 
schen Wirkung,  alle  gegebenen  relativen  Bewegungen  der  elektrischen 
Fluida  und  deren  Veränderungen  wirklich  in  Rechnung  gebracht  worden 
seien,  und  es  soll  diese  Lösung  gegeben  werden,  nachdem  in  dem  fol- 
genden Artikel  die  Beschreibung- der  erwähnten,  von  Neumann  zur 
Entscheidung  dieser  wichtigen  Frage  angestellten  Versuche  nebst 
meioer  Wiederholung  derselben  vonHisgeschickt  woixlen  ist. 
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38. 

Beschreibuog  vou  Aeuniaans  VeroucLen  uod  deren  Wiederboluag. 

Neumaon  sagt  S.  59  der  angeftahrIeD  Abhandlung:  «Ich  werde, 
obgleich  ich  die  Beschreibung  von  Eiperimenten  aus  dieser  Abhand<> 
long  ausgeschlossen  habe,  in  diesem  Falle,  wegen  seiner  Wichtigkeit, 
die  Vorrichtung,  deren  ich  mich  snr  Prüfung  der  in  Rede  stehen- 
den  Formein  bedient  habe.  In  kursen  Abrissen  angeben.  Ein  Theil 
*  des  Schliessungsdrahls  einer  galvani- 

— '"'N^X-— ^  sehen  Kette  «  ist  ringfönuig  ßyd  gebo- 

/  /   T^'''''''')^  S®"*'  ^  Kode  d  dieses  Ringes  reidkt 

I  f  ^  ^/    \^  sehr  nahe  an  seinen  Anfimg    ohne  mit 

\  ^  kJ,j=:^^  ibm  in  teilender  Verbindui^  zu  sHeAten. 

*  Eine  im  Mittelpunkte  des  Ringes  senk- 
  recht  auf  seiner  Ebene  rtduaide  ro- 
tierende Axe  führt  das  bewegliche  Babnstdck  «/  mit  sich  im  Kreise 
heran  und  zwar  so,  dass  sein  finde  in  /  auf  dem  Ringe  schleifend  fort- 
geführt wird.  Der  inducierende  Sinmi  tritt,  von  a  kommenü,  bei  ß  in 
den  Ring  und  bei  y  aus  ihm  heraus  in  das  bewegliche  BahnslUck,  aus 
diesem  in  die  leitende  Axe  ci^,  bei  kehrt  er  durch  die  ruhende  Drahl- 
leitung  tjC  nach  o  zurttck.  Diese  Richtung  des  Stroms  ist  durch  Pfeile 
in  der  Figur  angedeutet.  Coocentrisch  um  den  Ring  liegt  ein  kreisför- 
miger Leiter  hcd ,  in  welchem  durch  die  Bewegung  des  Bahnslücks 
ein  Strom  inducierl  wird.  Wenn  das  bewegliche  Bahnstück  von  ß  Uber 
bis  ^  fortgefuiirt  ist,  kann  die  Bahn  desselben,  wegen  der  geringen 
Entfernung  vun  d  bis  ß,  als  geschlossen  angesehen  werden,  und  des- 
halb künnen  die  gegebenen  Formcia  zur  Bestimmung  der  wührend 
emeü  Umlaufs  entwickelten  elektromotorischen  Kraft  angewandt  wer- 
den ....  Um  Riehtuii!^'  und  Grösse  des  induciorlen  Stroms  zu  beob- 
achten, war  folgende  EioiichUirm  ij(  trollen.  Der  induciertc  kreisförmige 
Leiter  war  bei  b  unterbrochen  iiiid  Ihcm  mit  zwei  Fortsätzen  c  und  f 
versehen,  denen  einer  uniniitcll»;ii  mit  dnu  einen  Ende  des  Multi- 
plicälordndils  in  Verbindung  stand,  der  aadeie  aber  zu  einer  Mctalt- 
feder  ging,  welche  in  schleifender  Berührung  niit  einer  Metaühülse 
stand ,  die  isoliert  auf  die  rotierende  Axe  «i/  gesteckt  war.  l)ei-  indu- 
cierte  Strom  gii^  also  durch  diese  Feder  in  die  Hülse ,  irut  aus  dieser 
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durch  eiae  zweite  gegen  »e  drUekende  Melallfeder  heraus  und  ging 
aus  dieser  zu  dem  andern  Ende  des  Haltipiicatordrebts.  Die  Halse  halte 
einen  Ausschnitt,  der  mit  Hol^  ausgefüllt  war,  auf  welchem  die  eine  Fe- 
der in  dem  Augenbliclm  lag,  als  das  bewegliche  Bahnstttck  bei  d  den 
Ring  ^  veriiess,  xmhAß  von  Neoem  mit  ihm  in  leitende  Verbindung 
zu  treten.  In  diesem  Augenblicke  nämlich  wird  die  Scbliessnqg  des  In- 
ducenlen  unterbrochen  und  wieder  beigestellt,  es  verschwindet  sein 
Strom  und  er  tritt  wieder  auf,  dadurch  wird  aber  in  dem  Leiter  kmne 
Inductiott  errpgti  weil  er  ihr,  nach  der  eben  aogegabenen  Yorricbtmig, 
keine  geschlossene  leitende  Bahn  darbietet.  Zum  Molttplicalor  gelangt 
also  nur  der  durch  dieBewegung  des  Bahnstttcks  f  mducierle  Strom  und 
lasst,  da  er  bei  fortgoKtiter  Drdiong  der  Axe  iomier  in  derselben 
Hichlnng  fliesst,  Richtung  und  Intensitltt  beobachten.  Die  Beobachtung 
ze%le  einen  indnderien  Strom,  und,  was  die  Richtung  desselben  be^ 
trifik«  gab  sie  dieselbe,  so  wie  meine  Formel  es  fordert.  Um  zu  bewei- 
sen, dass  durch  diese  Fonnel  nicht  bloss  die  Richtung,  sondern  auch 
die  StSrke  des  indacierlen  Stroms fichtig  ausgedruckt  wird,  wurde  auf 
folgende  Weise  verfiihren.  Die  Feder,  wetebe  die  leitende  Verbindung 
in  der  inducierten  Strombahn  unterbrach,  wurde  so  .viel  hober  gestellt, 
dass  sie  den  mit  Holz  ausgelhttten  Auaschnitt  der  Hälse,  durch  den  eben 
die  Unterbrechung  bewiriri  wurde,  nicht  mehr  trsH  Den  inducierten 
StrOmen  wird  jetzt  immer  eine  geschlossene  Bahn  geboten.  Zorn  Mul- 
tiplicaior  gelaugeu  bei  fortgeseitzler  rascher  Drehmtg  der  Axe  if  drei 
Strome  innerhalb  sehr  kurzer  Zeit,  nflmlieh  der  dnrch  die  Bewege^ 
des  BahnsUtcks  induderle,  dann  der  durch  das  Versehwinden  des 
mducierendcn  Stroms  hidttcierte,  in  dem  Momente,  wo  das  bewegliche 
Bahnstttck  den  Ring  bei  H  verfalsst.  und  endlich  der  durch  sein  Wieder- 
auftrelen  üiducierte,  sobald  das  Stuck  den  Ring  in  ß  wieder  erreicbi. 
Die  Kraft,  welche  von  diesen  drei  Strömen  withrond  der  kurzen  Datier 
eines  Umhmb  des  Bahnstttcks  ye  auf  die  Magneinadel  des  Muliiplicaiors 
ausgeübt  wird,  ist  mit  der  Summe  ihrer  elektromotorischen  Krüftc  pro- 
portSonal;  je  nachdem  das  Vorzeichen  dieser  Summe  j)üsiliv  oder  ne- 
gativ ist,  wird  die  Nadel  auf  der  einen  Seite  odor  tier  andern  des  Me- 
ridians ihre  beinahe  feste  Stellung  nehmen,  oder  sie  wird,  wenn  jene 
Summe  =  0  ist,  in  ihrer  Stellun.i^  im  Meridiane  verharren  ....  Die 
Beobachtung  zeigt,  dass.  wenn  die  Drehung  rasch  gcscliielit.  die  Nadel 
im  Meridiane  hieibl,  wodurch  die  Richtigkeil  meiner  i-umici  sowohl  m 
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Bezieh  II  Dg  auf  die  KicbtUDg  als  die  Starke  des  inducierten  Siromfi  er> 
wiesen  ist » 

Zur  Wiederholung  diefler  Versuche  wurde  i  Kilogramm  Kupferdrabi, 
welcher  f  Millioieter  dick  war,  mit  Seide  Uberspoimen  auf  eincu  dünnen 
Messingreif  yod  120  MilttmeCer  Durchmesser  •ii%ewiiiideB.  Iq  diesen 
Messingreif  wurde  ein  böhemer  Gylinder  geslellt,  welclier,  yon  etwas 
UonereD  BnioliinesBer  als  der  HesaiDgreif ,  mil  einer  metallenen  Axe 
verseben  war,  durch  die  er  miltelsl  eines  Getriebes  schnell  gedreht  wer- 
den konnte,  hi  den  hOfaBemen  CyKnder  war  ein  StreUhn  Enpfer  efai* 
gelegt,  welcher  von  der  metallenen  Aze  bis  rar  Peripherie  reidite. 
Hit  diesem  kupfernen  Streifen  waren  an  der  Peripherie  drei  mes- 
singene Federn  verbunden,  welche  den  Messinf!;reif  von  innen  in  drei 
Punklen  berutirtcn ,  welche  in  einer  mil  der  Di  ehuugsaxe  parallelen 
Linie  lagen.  Diese  3  Federn  dienten  zur  Horslcllung  einer  sicheren 
Beruhiung,  (l'in>it.  wenn  eine  der  3  Federn  einen  Augenblick  ver- 
sagte, die  Verbindung  mit  dem  Messingreife  durch  die  beiden  andern 
Federn  erhalten  würde.  Von  den  beiden  Leitungsdrähten  eines  Gro- 
ve' sehen  Bech<^  wurde  der  eine  an  dem  Lager  der  Drehungsaxe  be- 
festigt, der  andere  an  irgend  einen  Punkt  des  Messingreifs*  Die  beiden 
Enden  des  auf  den  Messingreif  aufgewundenen  ttbersponnenen  Kupfer- 
drähts  wurden  mit  dem  Mnlltplicator  des  Galvanometers  veiiiunden,  % 
dessen  Nadel  eine  Schwingongsdauer  von  nahe  10  Seconden  besass.. 

Die  beschriebeiie  Vorrichtnug  unterscheidet  steh  von  der  Neu - 
mann 'sehen  wesentlich  nur  in  einer  Besiebung,  nUmlich  darin,  dass 
der  Messingreif  nicht  aufgeschnitten  vrar,  wodurch  bewirkt  wird, 
dass  der  Strom  der  Säule ,  welcher  durch  die  metallene  Drehungsaxe 
eintritt,  von  der  einen  Stelle  des  Älessicgreifs,  zu  welcher  er  durch  die 
Wessingfedem  geführt  wird,  auf  zwei  Wegen  zu  der  andern  Stelle 
des  jMessingreils  gelangen  kann ,  von  wo  er  zur  Süule  zurückgeführt 
wird:  der  Strom  thcüt  sich  daher  zwischen  diesen  beiden  Wegen,  näm- 
Jicb  zwischen  den  beiden  Theilen  des  Messingreils ,  welciie  den  6e- 
rtthroqgspunkt  der  Messingfedem  mit  degenigen  Steile  verbinden ,  wo 
der  andere  Leitungsdraht  der  Sttnle  am  Messingreife  befestigt  ist. 
Durch  diese  Theilung  des  Stroms  wird  wesentlich  Dasselbe  erreicht, 
\im  im  Nenmann 'sehen  zweiten  Yersuche  die  Erhaltung  des  Schlus- 
ses der  inducierten  Kette  in  dem  Augenblicke  bezweckte,  wo  die  Gleitn 
stelle  den  Schnitt  des  Messiitgreib  paweite,  dass  nämlich  die  Summe 
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der  eleklromotorisclien  Krttfie,  welche  voo  deo  ao  der  Gleilslelks  ein- 
nnd  austretenden  StromelemeDten  ansgellbt  wurden,  fkir  ebe  gante  Um- 
drebvng  der  Aze  —  0  wird,  ond  daher  bei  schneller  Drehniig  die  be- 
obachtete Wirkung  auf  das  Galvanometer  bloss  Ton  der  Somme  der- 
jenigen elektromotorischen  KrlAe  abhing«  welche  von  der  Bewegung 
des  Babnstocks  f»  berruhrlen.  Dnrch  die  beschriebene  Theilang  des 
Stroms  wird  dienfalls  bewirkt,  dasa  die  Snmme  der.  eldcCromotorischen 
Kmfle,  welche  von  den  an  der  Gleitst^e  eni>  nnd  austretenden  Ble- 
menten  aosgetlbt  werden,  =  0  wird,  und  xwar  nicht  Uosa  fikr  die  ganie 
Daner  einer  Umdrehung,  sondern  fUr  jeden  einiehien  AvgeabUck,  wor- 
aus Air  die  Ausführung  des  Versndies  der  Vortheil  entspi  iogt ,  dass  der 
Erfolg  nicht  mehr  an  die  Bedingung  einer  schnellen  Drehung  geknüpft 
ist,  was  bei  dem  Nenmann' sehen  Versuche  der  Fall  war.*}  Bine 


*)  Dti»  tobMchriebeneTbettang  detStroon  angegcb«ae  Wirknng  wifUleh 
habe.  Hast  sich  auf  folgende  WeiM  zeigeQ.  BeieidiiMl  man  die  caartwile  loten- 

silSt  des  angelheilten  Stroms  mil  und  IheiU  sich  dieser  Strom  bei  seinem  Eintritte 
in  den  Messingreif  in  zwri  Thci!?,  Ton  denen  der  eine  die  fnlonsttHl  »,  h:il  und  durch 
den  Kreisbogen  ^'  zum  Ausiniu-punkte  geht,  der  «mdere  die  lulcuäitlit  i„  hat  und  durch 
den  Bogen  In  —  zum  Austritispuukte  geliti  so  geben  die  Ohm'ediea  Gesetze  der 
SmomilMUiiog  folgende  GMehuiigMi: 

i,  +  V.  — ' 

^  :  I,,  =  {in  —  V»)  :  V  • 
Nimmt  non  »/<  um  Hiü  rn,  so  vor^fhwindet  in  deni  Bogenelemonte  di^  die  Strominten- 
sität t„  und  statt  liesstiti  eiUstelil  in  demselbeo  Elemente  die  Stromintensität  —  i,  (wo 
du  negative  Yorzeiehea  bedeutet,  dass  die  Richtung  des  neu  eDtstandeoen  Stroms  der 
Ikhtong  des  wacbModen  Bo§eiis  ^  efrigegenflesetsl  b^.  Das  Tenchwinden  einea 
positiven  Stroms  i„  in  dem  Blomenle  di^  enceugji  eine  mit  l^,dy  proportionale  elelitn»- 
motoriscbe  Kraft,  und  das  EntstobcFi  oines  negativen  Stromes  —  i,  in  dem  Elomeute 
d^  eine  mit  —  ( —  i,dift)  i,di;'  proportionale  eleltlromotorische  Kraft,  deren  Sumoie 
also,  wenn  a  einen  constanten  Factor  l»ezeicimet, 

=»  a{i,  +  <b#)dy  —  oid^ 
iaL  lodern  nno  aber  ^  um  d^  wiehst«  lodert  aich  angieieh  da»  fatlddlniaa  von  4  :  i» 
»=■  (Sti  —  ^)  ■  V>,  wahrend  die  Summe  i,  -)-  t„  »  <  unireitnderl  Udbl,  wonua  die 
beiden  DiAsrentiaJgleidMingen  erhalten  werden : 

dl,  +  di„  —  0 

t/»di,  —  [tn  —  yt)  di„  «=■  —  Ütf^ 

folglich  dl,   ^  nnd  di^,  »  +        .  Die  InlensIlUaSadening  ^  des  SlfO- 

nu»  i,  im  Bogeo  y  in  der  Riehloog  abnehmender  Werlbe  von  ip  etmugl  eine  mtt 
proporttooale  eleklrottotoiische  Kiaft  «f  ofpii,^^  »V         die  üatensinMnderang 

dl,,  im  Bogen  [in  —  in  der  Richtung  wachsender  Werth«  von  t;t  crzeupt  eine 
mil  —  [tn  —  if>)  di„  proportionaio  elektromotorische  Kraft  »  —  a  (Xn  — 
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uudere  Einrichtung,  weklie  getroffen  wurde,  um  sowohl  den  ersten 
Neuma au' schon  Versuch  ,  als  auch  den  zweiten,  ganz  unverändert, 
zu  wiedcrliolf  ti .  soll  n«icliliei  beschrieben  werden. 

Es  wur^li  n  folgende  zwei  Versuche  gemacht.  Erstens 
wurde  der  hül/.eine  (lylintlor  durch  das  Getriebe  in  jeder  Secunde 
10  Mal  um  seine  A\e  i^cdrehi  während  der  inducierende  Strom  durch 
die  Drehuns^saxe  und  den  Mcs  in^roif  gefllhr!  wurde,  und  es  wurde  am 
Galvanomefei  heohachlcl,  da.ss  d  itlnird  k(  in  Strom  induciert  wuixle. 
Der  unvcrrucktc  Stand  der  Galvauoim  (ci  iiaUcl  konnte  bis  auf  \  Scalen- 
thcil  verbllr^  werden.  Dieses  Resultat  stimmt  also  mit  dem  des  /.wei- 
ten Neuma nn'schcn  Versuches  ganz  Ubcrein.  Zweitens  wurde  um 
den  Messingreif  noch  ein  Hulfsdrahl  einmal  heriuu  t^efuin  l,  und  seine 
Enden  niH  der  Süulc  verbunden,  so  dass  der  Strom ,  statt  durch  die 
Ürehungsaxc  und  durch  den  Messinereif  durch  diesen  Dniht  hiii(liiir]i 
gehen  ninsste.  Im  Augenblicke,  wo  diese  Kette  geschlossen  wurde, 
wurde  am  Galvanometer  ein  iiiduciertcr  Strom  beobachtet,  dessen  Rich- 
tung der  des  inducierenden  Stroms  entgegcugeselzt  war.  Bei  Losung 
der  Kette  zeigte  sich  ein  gleichstarker  induciertcr  Strom,  aber  von 
gleicher  Richtung  mit  dem  inducierenden.  In  beiden  FlSlIen  n  hielt  die 
Galvanometernadel  eine  Ablenkung  von  nahe  ii  Scalenlheilen.  Der 
zweite  V<^rsuch  dient  zum  üewei.«?e,  dass  im  ersten  Versuche,  bei  100 
UuidreliLiugen  des  l>ewegl ich en  Stromstucks  wtthrend  einer  Schwingung, 
die  Galvanometernadel  Uber  1000  Scalenihcilc  Ablenkung  erhalten 
haben  mUsste,  wenn  jede  Umdrehung  eine  elektromotorische  Kraft 
erzeugt  hatte,  welclie  der  durdi  den  zweiten  Versuch  bestimmteu 
gleich  wäre.   Eine  solche  Kraft  ist  also  nicht  voi  lianden. 

Dieser  \'ersucb  bietet  bei  der  beschriebeneu  Siromtheilung  noch  ein 
Ijesonderes  Interesse  dadurch  dar,  dass  er  dem  bekannten  elektrodynami- 
schen Rotationsversuche  genaa  entspricht,  wo  innerhalb  eines  festen  kreis« 
runden  Stroms  ein  beweglicher  Stromtheil  sich  befindet,  welcher  uach 
dem  Millelpankte  des  erstoren  gerichtet  ist.  üeber  diesen  elektrodyna- 
mischen Rotationsversucli  siehe  Poggendorff  in  den  Annalen  1849. 
77.  S.  22  ff.  Es  isl  bekanot,  dass  der  Kraisstrom  den  beweglichea  Ra- 

»  —  a{tn  —  V)  -jf  ■  ^  enjiebt  sieb  hieraus  dio  Simiim  aOar  deklimloriMhea 
Kralle  in  Fol0»  d«r  Zunahme  d^fi  d«s  Bogmii  ^ : 

was  zu  beweisen  war. 
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dialstrom  rotieren  macht,  in  der  Richtung  des  Kreisstroms  selbst  oder 
in  umgekehrter,  je  oachdem  die  Richtung  des  Stroms  in  dem  beweg- 
lichen Stromthcile  nach  dem  Mittelpunkte  zu  oder  von  ihm  abgerichtet  ist. 
Nach  der  sonst  gtUtigen  Regei,  nach  welcher  elektromagnetische  oder 
elektrodynamisclie  Versoche  in  magDetoeleklrische  oder  YoUainductuiBS- 
Veimdie  amgekebrt  werden,  scheint  es»  dam,  wenn  jener  bew^iUdio 
Rüdialslroin  gedreht  «ml,  wie  es  hei  imserem  Versnche  der  Fall  war. 
in  dem  festen  kreisrondeii  Leiter  ein  der-Drebrngsrielitang-  panlleler 
oder  entgegengesetzter  Stnnn  indndert  werden  mOssle,  je  nachdem  der 
Strom  in  dem  heweglichen  Leiter  von  dem  IGttelpimkle  ab  oder  nach 
demselben  zu  gerichtet  wttre.  Auch  leocbtet  ein,  dass  die  Veiiauschung 
der  Quecksilberrinne,  in  die  man  bei  dem  erwfihnten  Rotationsversuche 
den  beweglichen  Stromtheil  einlanchen  zu  lassen  pflegt ,  mit  einem  von 
dem  beweglichen  Stromtheile  bertlhrien  Mcssinp-eife,  unwesentlich 
ist  lind  keinen  Emlluss  auf  das  Resultat  haben  kOnnc,  Der  Versuch  hat 
nun  aber  gelehrt,  dass  der  nach  der  angeführten  Hegel  zu  erwartende 
Inductionsstrom  in  diesem  Falle  nicht  stattfindet.  Jene  Regel  der  Um- 
kehrang  gilt  daher  nicht  allgemein,  sondern  es  findet  davon  eine  Abs> 
nähme  statt,  wenn  der  geschlossene  indocierende  Strom  aus  einem 
beweglichen  mid  einem  nnbeweglichen  Stromtheile  besteht,  weldie 
dorcheine  Gleitstelle  verbanden  sind.  Beksonllich  findet  der  In- 
dnctionsslrom  statt,  wenn  der  indncierte  Leiter  ans  zwei  dnrohesae 
Gleitstelle  verfomidenen  Theilen  besteht. 

Feiner  habe  ich  auch  die  Nenman naschen  Versnche  unvertedert 
wiederholt.  Indem  der  Messingreif  neben  der  Stelle  dorchschnhtai 
wurde,  wo  der  von  der  Säule  kommende  Leitungsdraht  an  ihm  befestigt 
war.  Die  eine  \'crbindung  des  um  den  Messingreif  gewundenen  Drahts 
mit  dem  Multiplicator  des  Galvanometers  wurde  durch  eine  Feder  her- 
gestellt und  konnte  durch  Zurückdrücken  dieser  Feder  gelOst  wer- 
den. Dieses  ZurttckdrUcken  wurde  durch  einen  üolzslift  bewirkt, 
welciier  am  liolzcylinder  befestigt  und  so  gestellt  war,  dass  dadarch 
die  Lösung  der  Feder  in  dem  Augenblicke  stattfand ,  wo  die  am  Höh- 
cylinder  angebrachten  Memuigfedern  auf  die  durchschnittene  Stelle  des 
Messingretfs  zn  stehen  kamen.  Noch  ist  zu  bemerken,  dass  der  um  den 
Messingreif  gewundene  Draht  eine  geringere  Anzahl  von  Umwindungen 
als  vorher  bildete.  Es  worden  damit  folgende  Versuche  gemachL  Er- 
•  stens  wurde  der  hölzerne  Gyltnder  um  seine  Axe  duroh  das  Getriebe  * 
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10  Mai  in  jedor  SecuiKie  gedreht  und  am  Giilvanomelor  ein  induriorfer 
Strom  beobaclitri,  welcher  so  ?.Uiik  war,  das&  di<'  Ahh  iikuni:  diM  Naüel 
Uber  500  SeiUniihejle  belrui:  und  mit  der  Scale  niclU  luehr  gemessen 
werden  konnte.    Zweifens;  der  Holzcylinder  wuhIp  nach  Beseili- 
gung  des  UolzstiOes  in  derjenigen  Slellun«  fcsigelialtcn ,  wo  die  an 
ihn  bei*  >iih'<  n  M»  .^singfedem  das  mit  d»  r  Süule  nicht  \erbnn<leno 
Ende  des  durc  fisi  [mlUenen  Messingreifs  berührten,  so  dass  der  Strom 
den  ganzen  >fi  ssmu'reif  diirchlauren  musste.    In  dem  Augenbh'cke 
nun,  wo  die  Süule  ge.si  lil  tssen  wurde,   wurde  am  Galvanomeier 
ein  indcicierter  Strom  beobachtet,  welcher  die  Nadel  um  13,5  Scalcn- 
ihcile  in  der  nömlichen  Richtung  wie  bei  dem  ersten  Versiu  h  ■  üllr nkte, 
vorausgesetzt,  dass  die  Richtung  des  inducierendt n  Stroms  die  nüinli!  he 
war.  uiul  dass  beim  ersten  Versuche  in  derjenigen  Richtung  ^^  lirehl 
wurde,  bei  we!r}i(  r  die  Messingfedem  von  ilner  eben  beschriebenen 
Stelle  (Iber  den  Schnilt  des  INTessintrreirs  forfg«  fuhrt  wuitien.  Dn'Kens; 
um  den  Messinm  mg  wuide  noch  ein  HüHsdrabl  einmal  herumgesvun- 
den  imtl  die  Sude  so  daniil  pes4'hlossen ,  dass  der  Strom  diese  Draht- 
windung m  gleicher  Richtung  durchlief,  wie  vorher  den  Messingreif, 
Im  Augenblicke  der  Schliessung  der  Süule  wurde  dann  mit  dem  Gal- 
vanomct(>r  ein  inducierter  Strom  bcobaclilct,  welcher  die  Nadel  4  3,8 
Scalcnthcile  in  gleicher  Richtung  wie  vorher  ablenkte.    Hierauf  wurde 
viertens  der  Mulliplicator  geschwächt  und  der  erste  Versuch  noch- 
mals wiederholt.    Der  inducierte  Strom  brachte  dann  eine  bleibende 
Ablenkung  der  Magnctomelernadel  von  377  Scalentheilen  hervor,  je- 
doch Hess  sich  eine  leinere  Messung  dieser  Ablenkung  nicht  ausfuhren, 
wegen  bedeutender  Schwankungen,  die  wahrscheinlich  ihren  Grund  in 
Ünvollkommcnheilen  der  technischen  Ausführung  der  Rolalionsvorricb- 
tung  hallen.  Fünftens  wurde  auch  der  zweite  Versuch  nochmals  wie- 
derholt und  es  ergab  sich,  statt  der  früher  beobachteten  Ablenkung  von 
13,5  Scalentheilen,  mit  dem  geschwächten  Mulliplicator  nur  eine  Ab- 
lenkung von  8  Scalentheilen.   Secbstens  endlich  wurde  auch  der 
zweite  Neumann' sehe  Versuch  wiederholt,  welcher  sich  von  dem 
vierten  Versuch  nur  dadurch  unterschied ,  dass  der  HoizsUft  am  Holz- 
cylinder entfernt  wurde ,  wodurch  bewirkt  wurde ,  dass  nun  bei  der 
Drehung  des  Holzcylinders  die  inducierte  Kette  immer  geschlossen 
blieb.  Bei  gleich  schneller  Drehung ,  wie  beim  ersten  und  vierten  Ver- 
mche«  wurde  dann  an  der  Galvanomelemadel  gar  keine  Ablenkung 
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beobachtet  und  dieser  Ruhestand  konnte  bis  auf  ein  paar  ScaleDthcilc 
vcrililirgt  werden,  innerhalb  welcher  die  Nadel  schwankte. 

Die  Resultate  der  im  vierten  und  fUnflen  Versuche  gemachtea 
Mcssongen  gestatten  eine  Yei^leichung ,  welche,  auch  wetm  diese 
Mos5;tin,!;c>n  keine  grosse  Genauigkeit  l)csassen,  keinerlei  zu  wer- 
den verdient.  Aus  dem  Resultate  der  im  vierten  Versuche  gemach- 
ten Messung  lüsst  sich  nämlich  die  p^rö.^ste  Elongation  berechnen, 
welche  die  Bfagnetometernadel  von  der  Ruhe  ab  in  Folge  der  ihr  durch 
eine  einzige  momentane  Unxlrehung  des  HolzcyUnders  erthellten  Be- 
wegung erreicht  haben  wtinle.  Es  ist  nur  zu  diesem  Zwecke  noch  hin- 
zuzufügen, dass  das  logarithinisciie  Decrement  der  Abnahme  der 
Schwingungsbosion  der  Nadel  =  0,47160  war«  oder  dass,  wenn  man 
dasselbe  durch  den  Modulus  do.s  Logarilhmensystems  dividiort  m'd  X 
bezeichnet,  X  s=s  1,088  war.  Bezeichnet  man  aussordom  mit  y  die  im 
inerten  Versuche  beobachtete  Ablenkung  für  n  Umdrehungen  wahrend 
der  Schwingungsdauer  der  Nadel ,  so  ergiebl  sich  für  die  grösstc  Elon- 
gation, welche  die  Nadel  in  Folge  der  ihr  durch  eine  Umdrehung  er^ 
theilten  Bewegung  erreicht  haben  wttrde,  folgender  Ausdruck: 

Nun  ist  in  Scalenthcilen  y  ~  377,  ferner  n  =  400  (weil  10  Umdrc« 
hungen  auf  \  Secundc  kamen  und  die  Schwingungsdaiier  r  =  10  Sc- 
cundcn  war)  und  k  ^  1,088  gefunden  worden;  folglich  i.st  di(>  y^n>>ste 
Elongation,  welche  die  Ma^rnelornctcmade!  von  der  Kuhc  ab  in  Folge 
der  ihr  durch  eine  Unidteiaing  erllieiltcn  Bewegung  erreicht  haben 
wttrde,  in  Scalentheilen  ausgedruckt, 
  »=8,164, 

•)  Siehe  Beilage  C,  wo  mit  Rucksiclit  auf  die  DSrnprung  Jio  dir  ruhenden  Nadel 
erthcÜle  Drchuagsgeschwindigkcil,  wenn  a;  die  gesuchte  Elongation  und  r  die  Schwin- 
gungsdauer unter  dem  Kiiillussc  der  Dtimpfung  bezeichnet,  ausgedrückt  ist  durch 
^  arc  lang  ^ 

S.  Vinn  +  U).0  ,  DiMt  DrdMRnBRBOMhwfiid^Ml  ist  aber  diirebdM 

dar  Ablenkung  y  entsprechende  DreliungRinoment  F,  dividiert  durch  das  TrSghpita- 
moment  der  Nadel  K  und  multipliciert  mit  der  Zeit  einer  Umdrehung  ~  Im  vierten 

VeMoelM  gegeben  *=  *  ^-  .  Endilob  ist  das  der  Abionkang  y  enleprccheode  Dre- 
limiBniioiMiA  Ky,  folglich 

woraus  sieli  für  »  der  obea  aogefllhtfe  Ausdnidi  eigiebl. 
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wlbread  im  MUßa  Versnche  eme  BlongaHoii  von  8  ScaknllieileD 
wiiilicb  beobachtel  worden  »t,  wenn  der  Holscylinder  nicht  gedreht 
wurde,  eondem  In  deijenigen  Steilang  fest  stand,  bei  welcher  der  hei 
Scbliessang  der  Stnle  entstehende  Strom  den  ganzen  llessingreif  durch-: 
hnfen  mnsste.  Aus  der  aus  dieser  Vergleicbung  hervorgehenden  lieber- 
dnstimmiing  folgt,  dass  der  im  vierten  Versuche  indncierle  Strom,  eine 
nur  mittelbare  Folge  der  Drehung ,  durch  den  bei  jeder  Umdrehung  im 
ganzen  Messiniii  t  il'  cntslehendon  Strom  inducierl  worden  sei  (dessen 
Wiederverschwindon  keintMi  Kiniluss  ausüben  konnte ,  weil  die-  Multi- 
plicntorketle  in  dem  Augenblitke  dieses  Verse hsviudens  gelöst  war); 
(in'  Drehung  des  beweglichen  StromslUcks  selbst  linfle  also  keinen  An- 
theil  an  dem  inducierlen  Strome.  Es  finden  sich  durch  diese  Versuclie 
also  die  xon  Neumann  gegebenen  Bestimmungen  vollkommen  bestätigt. 

39. 

Das  InduelionageMtx  fllr  iodocierenile  StrSme  mit  GleitsleUen. 

Das  allgemeine  Prindp  der  mathemalischen  Theorie  Indncierter 
elekirischer  Strome,  welches  von  Nenmann  anlJseslellt  worden  ist, 
ist  eta  Theorem ,  welches  sieh  auf  die  Ströme  und  Leiter  im  Ganzen, 

und  zwar  bloss  auf  ihre  Starke  und  Lage  am  Anfang  und  am  Ende  der 
betrachteten  Induction  bezieht  und  die  gesuchte  Summe  der  elektromoto- 
nsi  licii  Kl  iifle  von  der  Betrachtung  aller  mitwirkenden  Elemente  im  Ein- 
zehicn  und  von  der  lidraehtung  des  allinaliligen  Uebergangs  der  Ströme 
und  Leiter  aus  ihrem  Zustande  am  Anfange  der  Induction  zn  dem  am 
Ende  derselben  unabhängig  darstellt.  Die  Krleiclüerung ,  welclic  ein 
Theorem  von  solcher  Einfachheit  und  Allgemeinheit  Überall,  wo  es  An- 
wendung findet,  zur  wirklichen  Bestimmung  der  gesuchten  Summe 
elektromotorischer  KrftOe  gewahrt,  leuchtet  von  selbst  ein.  Mit  dem 
allgemeinen  Grundgeselze  der  elektrischen  Wiricung  verhält  es  sich  der 
Sache  nach  ganz  anders,  weil  dieses  nnr  eine  Httr  alle  Blementar- 
wiiiungen  gültige  Regel  geben  soll,  aus  welcher  die  gesuchte 
Stimme  eldciromotorischer  Krttfte  nicht  vnmittelbar  erhalten  wird, 
sondern  nur  mittelbar  durch  eine  Summation  aller  vollständig  zn- 
nammengestellten  Blementarwirkungen  gefunden  werden  kann;  Es 
kommt  daher  hier  bei  Ableitung  des  indoctionsgesetzes  (tar  einen  bc> 
.stimmten  Fall  hauptsächlich  auf  eine  fllr  diesen  Fall  vollständige  Zu- 
sammenstellung alier  Elcmeutarvvirkuugen  an ,  welche  sich  aus  der  Be- 
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Irachlung  der  VerhHllnisso  ergeben  niuss,  wolrlio  der  gegebene  Fall 
voraussetzt.  Die  Al)leitung  der  Indnctionsijesebce  uns  dem  nll^^onioincn 
Grundgesetze  der  elektrischen  Wirkung  fordert  daher  eine  giuiz  l>esün- 
dere  Aulmci  ksamkeit  auf  alle  Vcrhiiltnisse ,  welche  durch  jeden  tjege- 
benen  Fall  bf  si  innit  sein  sollen.  Es  ist  dies  ao!«;rhehen  dUr  den  Fall 
der  von  Sti  iiuclpnienten  auf  andere  SUomelcint'nle  oder  auf  Leiter- 
elemente ausgeübten  Induction  sowohl  in  der  ersten  Abhandlung  Uber 
elektrodynamische  Maassbe.slimmnngcn,  als  auch  in  der  von  Neu  mann 
in  der  angefuhrlcu  Abhandlung'  ^  ;>  gegebenen  .\bleitung,  wodurch  sich 
für  diesen  Fall  zwei  wesentiicii  verschiedene  Arten  von  Elenionlarwir- 
kungen  herausgestellt  haben,  nihnlich  diejonii^en ,  welche  ein  Sirorn- 
Clement  durch  seine  rolafivo  (  ::niiLr  zum  mducierten  Kieiiiento. 
und  diejenigen,  welche  ein  Stromelement  durch  Aenderung  seiner 
Stroniinlcnsitat  ausübt 

Diese  Eintheiiunt,'  der  Klemontarwirkuniicn  hat  nun  Neumann 
auch  auf  den  Fall  eines  inducierendcn  Stroms  mit  Glei  Ist  eilen  in  An- 
wendung gebracht.  Dieser  Strom  zerfallt  in  ein  bewegliches  und  unbe- 
wegliches Stromstack .  die  an  zwei  Stellen  in  leitender  Verbindung  ste- 
hen ,  von  denen  wenigstens  eine  Gleitstclle  ist.  Es  ergab  sich  leicht, 
dass  die  Elcmentarwirkungen  des  beweglichen  Stromstücks  der  ersten 
Art  angehören ,  nUmlich  denjenigen ,  welche  die  Stromelementc  durch 
ihre  relative  Bewegung  zu  den  inducierten  Elementen  ausüben.  Eben  so 
ergab  sich,  dass  die  Elcmentarwirkungen  des  unbeweglichen  Strom- 
stücks der  zweiten  Art  angehören,  nämlich  denjenigen,  welche  die 
Sti-omelemente  durch  Aenderung  ihrer  Stromintensilät  ausüben.  Den 
aus  der  ersteren  Quelle  stammenden  Theil  der  elektromotorischen  Ki-afl 
hatte  Neamaim  zuerst  allein  berechnet,  bei  der  naciifolgenden  Prüfung 
aber  den  aus  der  andern  Quelle  stammendea  Theil  der  elektroinoto* 
rischeil  Kraft  noch  hinzug^gt. 

Eine  weitere  Prüfung  kann  nur  darauf  gerichtet  sein,  ob  die  Zu- 
sammenstellung der  Etementarwirkungen  nach  den  beiden  angegebenen 
Arten  für  den  Fall  eines  inducierenden  Stroms  mit  Glei  ts  teil e  wirk- 
lich  erschöpfend  ist.  In  der  That  wäre  sie  wirklich  erschöplmd,  wenn 
in  diesem  Falle  bloss  inducierendc  Stromelemente  gegeben  waren ; 
denn  diese  müssen  ontweder  dem  beweglichen  oder  dem  unbeweg- 
lichen Stromstücke  angehören ,  wonach  ihre  Elementarwirkungen  ent- 
weder der  ersteren  oder  der  letzteren  Art  sein  mflssen.  Prüft  man  nnn 
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aber  ntfler,  ob  in  den  vorUegenden  FaUe  wiricUch  alle  gegebenen  Be- 
vregungen  der  elektrisdieii  FIuldB  und  deren  AendeniDgen  auf  Bewegnn- 
gen  der  Elekiridtllt  in  Stromeleraenten  und  deren Aendenmgen  zu- 
rttckgefldirt  werden  ktJnnen;  so  ei^giebl  sieh  leicht,  dass  diese  Zwack- 
fthroDg  lüierall  mdglicfa  ist,  mit  Ausnahme  der  Gleitstelle.  An 
der  Gleitstelle  tritt  nämlich  eine  plötzliche  Aenderung  in  der  Bewe- 
gung aller  elektrischen  Theilchen  ein,  indem  diejenigen,  welche  von  dem 
bewegiitliüri  Slromstücke  zu  dem  unbewegh'chen  übergehen,  an  der 
Bewegung  des  ersteren  Theil  zu  nehmen  aufhören,  und  diejenigen, 
welche  von  dem  nnhewef liehen  Stromstflcke  zu  dem  beweglichen  über- 
gehen, an  der  Bewegung  des  letzteren  Theil  zu  nehmen  heginnen. 
Diese  plötzliche  Aenderung  in  der  Bewegung  aller  elektrischen  Theil- 
chen an  der  Gleitstelle ,  kann  nicht  unter  deiyenigen  Aenderungen  be- 
Dust  werden,  welche  in  den  Stromelementen  selbst  stattfinden;  denn 
jene  Aenderung  tritt  weder  in  den  Stromelemenlen  des  beweglichen 
Stromstllcks  ein,  weil  alle  eklftrischen  TheUcheo,  so  lange  sie  diesen 
Stnuselementen  angehören,  auch  an  der  Bewegung  derselben  Theil 
nehmen,  necb  tritt  sie  in  den  Stromelementen  des  unbeweglichen  Strom- 
Stucks  ein.  Jene  plötzliche  Aenderung  in  der  Bewegung  aller  elektri- 
schen Theilchen  an  der  Gleitstelle  kann  also  nicht  auf  Aenderungen  der 
Bewegungen  in  den  Stromeleinenten  selbst  zurückgeführt  werden 
und  ist  daher  die  Quelle  einer  dritten  Art  von  Elementarwirkungen, 
welche  von  den  beiden,  inducierenden  Sti oriielenienteu  zukommenden, 
Arten  von  Elementar  Wirkungen  unterschieden  werden  muss.  Es  fragt 
sich  also  nur  darum,  ob  aus  der  angegebenen  plötzlichen  Aendei  ung  der 
Bewegung  aller  elektrischen  Theilchen  an  der  Gieitstelle  nach  dem  all- 
gemeinen Grundgesetze  der  elektrischen  Wvkung  elektromotorische 
Kmfte  wirklich  entspringen  oder  nicht.  Im  ersteren  Falle  leuchtet  em, 
dass  diese  elektromotorischen  ErOfte,  da  sie  von  Neumann  noch 
nicht  in  Rechnung  gebracht  sind,  der  von  Neumann  berechneten  Smnme 
elekiromotorisGher  Kmfte  noch  hmzugefügt  werden  müssen. 

Die  Ableitung  der  aus  der  plötzlichen  Aenderung  in  der  Bewegung 
der  elektrischen  Fluida  an  einer  Gleitstelle  entspringenden  elektro- 
motorischen Kräfte  ist  auch  in  der  im  30.  Artikel  der  ersten  Abhand- 
lung über  elektrodynamische  Maassbestiniimingen  gegebenen  Ablei- 
.  tung  des  Gesetzes  der  Volta-lnduction  aus  dem  allgemeinen  Grund- 
£;eselze  der  elektrischen  Wirkung  nicht  mit  enlhalten,  denn  letztere 
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iBt  dort  aosdrUckUcb  auf  die  InductioD  von  Stromelementen  be- 
schrankt worden,  wobei  also  nur  diejenigen  Aenderongeii  der  Bewe- 
gung der  eleklrifichen  Fkuda  in  Betracht  gezogen  za  werden  bnodi» 
teil,  welche  ÜL  den  Stromelementen  voricommen.  Wenn  es  m 
aber  Aendemngen  in  der  Bewegung  der  elektriaclien  Flnida  gielilk 
welche  in  keinem  Stromelemente  voricommen ,  sondern  nor  an  der 
Grenze  zweier  Stromelemente,  oder  in  dem  Augenblicke,  wo 
das  elektrische  Flutdum  von  dem  einen  StromdMaente  zn  dem  ib- 
dern  übergehl,  uiui  ein  solcher  iail  an  einer  Gleilstelle  wiii- 
lirh  ciotritt;  so  bedarf  obiges  Inductionsgesctz  uoch  einer  Ergän- 
zung, wenn  es  diesen  Fall  mit  umfassen  soll.  Diese  Ergänzung 
kann  leicht  gegel>en  werden;  denn  es  ist  (Uizii  nur  nülhip;,  dass  die 
elektrischen  Massen ,  welche  solche  plötzUche  Aenderungen  der  Oe- 
sdiwindigkeit  ihrer  Bewegung  erleiden,  und  die  Grösse  dieser  Aend^ 
rangen  genau  bestimmt  seien,  um  das  allgemeine  GrundgcBetz  (h 
elektrischen  Wirkung  auch  hieiHof  in  Anwendung  za  bringen.  M» 
sollen  zum  leichteren  Verständniss  dieselben  Bezeichnungen  gebmKfct 
werden,  wie  in  der  im  30.  Art.  der  ersten  Abhandlung  aber  ekktn^ 
dynamische  Maassbestimmungen  gegebenen  Ableitung;  auch  soÖm 
Ktirze  halber  alle  hierbei  in  gleicherweise  gültigen Bestinamungeo  ^ 
nochmals  entwickelt,  sondern  von  dort  entlehnt  werden. 

Was  die  Masse  des  elektrischen  Fluitlums  hetrilll,  welche  eoe 
plötzliche  Aenderuiig  in  ihrer  ßewegiina;  an  der  Gleitstclle  crleidel, 
so  kann  diese  nicht,  wie  es  bei  einem  Stroniclemenle  geschah,  durch 
das  Producl  ±  ae  ausgedruckt  worden ,  wo  «  die  Lange  des  Slrom- 
elements  bezeichnete,  sondern  es  muss  an  die  Steile  von  a  die  Li'^r^ 
des  Wcgelcments  udt  gesetzt  werden ,  welches  die  Eleklricitat  mit  tkf 
Geschwindigkeit  ti,  mit  welcher  sie  durch  die  Gleitstelle  geht,  in  den 
.  Zeitelemente  dl  zurücklegen  wUrde.  Die  inducierten  Massen  kooaea 
dagegen  eben  so,  wie  Art.  30  der  angeführten  Abhandlung,  durch 
und  —  ae'  daigestellt  werden ,  wo  «  die  LHnge  des  inducierteB  Bl^ 
ments  und  +  s'  die  in  der  Liingeneinheit  des  inducierten  leilert  alr 
haltene  positive  oder  negative  Elektricitlit  bezeiclmet. 

Die  Bewei^uugen  jener  indncierenden  Massen +  etidf  und  — 
und  die  von  ihnen  durchlaufenen  Bahnen  hjssen  sie)i  auf  folgende  Wes» 
darstellen.   A  sei  die  üleilslelle,  Alt  der  au-a  lizcnde  Theil  des  beweg- 
lichen, AC  der  angrenzende  Theii  dea  unbewegiichoo  Strooialucks.  D»^ 
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Wege  CA  =  jiB  werden  von  den  elektrischen 
Fluidis  mit  der  Geschvvindigkeil  u  in  derselben  Zeit 
durcbkofen,  in  welcher  das  bewegliche  Strom- 
stück von  bis  AB  oder  von  AB  bis  A'B'  forl- 
rtlcki.  Die^Zusammonsotzung  beider  Bewegungen 
et^ebt  für  die  negative  Hasse  (wenn  diese  von 
dem  beweglichen  Stromstöck  zum  unbeweg- 
lichen itborgehl)  die  Bahn  B  AC,  and  das  Bahn- 
slllek  B  A\vird  in  gleicher.  Zeit  wie  AC  durch- 
laufen ;  ftir  die  positive  Masse  ergiebt  sich  ebenso 
die  Bahn  CAB",  und  die  Stucken  CA  und  AB'  wer^ 
den  in  gleicher  Zeit  durchlanfiMi.  In  dieser  Ihir- 
steUang  ist  der  Deutlichkeit  wegen  ai^senommen 
worden,  dass  der  Strom  an  der  Gleiialelle  A  eine 
pUf  Izlicfae  Wendung  mache  und  von  der  Richtung  CA  xnr  Richtimg  AB 
abergehe.  In  der  Wirklichkeit  findet  eine  solche  plötzliche  Wen- 
j^'  duug  nicht  statt,  sondern  man  kann  annehmen,  dass  die 
beiden  Blemenle  der  wahren  Strombahn  CA  und  AB  nahe  eine 
gerade  Linie  bilden.  Beseidinet  man  dann  mit  v  die  Geschwin- 
digkeit des  beweglichen  Stromstticks,  so  ist  A,A  =  AA' =Bß 
sssDB'^vdt,  wlbrend  die  Lttnge  der  Stromelemente  CA=AB 
=  «dl  ist.  Hieraus  ergiebt  sich  also  fbr  die  positive  Masse, 
dass  sie  in  zwei  gleichen  aufeinander  folgenden  Zeitelemeoten 
dl  die  Wege  CA  =  tidl  und  (ti    v}dl,  für  die  negu- 

tive  Masse,  dass  sie  in  denselben  Zeitelem^tmi  die  Wege 
jr,il  =  — (»  —  «)  dl  und  AC  =  — «dl  zurücklegt.  Die  Ge- 
schwindigkeit der  positiven  Elektridtat  geht  also  bei  A  von  u 
plötzlich  zu  -f-  («  4- «)  ttber;  die  Geschwindigkeit  der  negativen 
Elektricitai  geht  dagegen  bei  A  von  —  (»  —  v)  plötzlich  zn 
—  »  Uber.  Soll  auch  dieser  Wechsel  der  Geschwindigkeit  nach 
dem  Gesetz  der  Stetigkeit  geschehen,  so  bezeichne  man  die, 
wenn  auch  noch  so  kleine,  Zeil  dieses  Uebeigangs  mit  t  und  in 
irgend  einem  Augenblicke  do  am  Ende  des  Zeitabschnitls  9  im  Zeit- 
raum T  die  Geschwindigkeit  der  positiven  Elektricitllt  mit  -f  (»  +  ^  v) 
und  eben  so  die  Geschwindigkeit  der  negativen  ElektriciUt  mit  — (» 
+  u  —  v).  Ausserdcm^bezeichne  man,  wie  in  Art.  30  der  angeführ- 
ten /Vbhaudluug,  mit  0  den  Winkel,  welche  die  Bichtung  von  +«. 


Digitized  by  Google 


d.  b.  AB  mil  Aa  =  r  macht,  mit  6'  den  Winkel ,  welchen  die  Richlinig, 
nich  welcher  sich  die  posi^ve  Biektnctiät  un  unbeweglea  indodeitai 
Elemente  a'  mit  der  Geschwindigkeit  +  u'  bew^  mit  der  veritogertea 
GenMlen  Aet  nncht,  und  mit »  den  Winkel  der  beiden  Ebenen  »  ^rokhe 
durch  Am'  parallel  mit  4er  .Richtung  von  +  ti  und  von  +  n'  gelegt  wer- 
den. Endlich  bezeichne  den  Abstand  der  Hasse  «f  ««dl  von  derlbiM 
-I-  ae,  r,  den  Abstand  der  Nasse  —  eudl  von  der  Masse  —  crV»  dn 
Abstand  der  Masse  +  ««dl  von  der  Masse  —  ae,  den  Abstand  der 
Masse  —  eudl  von  der  Masse  +  aV,  die  sttmintUch  für  den  betrach- 
teten Augenblick  -—  r  sind,  aber  bei  der  Verschiedenheit  der  Bewegung 
jener  Massen  nicht  gleich  bleiben.  Es  ergiebt  sich  dann  aus  dein  allge- 
meinen Grundgesetze  der  elektrischen  Wirkung  die  Differenz  der 
Kräfte,  welche  auf  die  positive  und  negative  ElektridUt  im  £le- 
mente  «  wirken,  von  welcher  die  Induction  abbttngt, 

It  ' '    rr       I V  de»         d(»  +  dt'         df'  / 
A_  /  ddr»       ddr«    ,  ddr«        ddr«  \  | 

—  *^V-dr  —  !?■+     —  -d?  ;j  • 

Dieser  Ausdruck  unU  rs<  heidct  sich  von  dem  Ausdrucke  dieser  fürein 
induciereudes  Slroiuch üicnf  im  30.  Artikel  der  angeführten  Abhandlung 
S.  363  abgeleiteten  Dillerenz  bloss  dadurch,  dass  eiidt  an  die  Steile  von 
itB  gesetzt  ist.  Femer  findet  man  auf  die  doit  angegebene  Weise  fitf 
unsem  Fall 

^  =  —  (tt  +    t»)  cos   +  n'  cos 

+  f  •  — i»)cos^  — «  cos^ 

ig.  =  —     +  Y     cos  Ö  —  tt  cos 

^  =  +  (m  +  ^  »  — cos  ö  +  tt'  cos  tf* 

welche  von  den  a.  a.  0.  gefundenen  Gleichungen  sich  nur  dsdodi 
untendieiden,  dass  ^(ui-^vj  statt  +  u  fbr  die  Geschwnidigkfiit  der 

inducierenden  positiven  Elektricit»t  und  —  (n        v  —     statt  — «ftw 

die  Geschwindigkeit  der  inducierenden  negativen  Eiektricität  gesetzt 
und  das  von  der  Bewegung  des  inducierten  Elements  a  nibhtagigt 
Glied  weggelassen  worden  ist.  Es  ist  also 

yw  dF  +  "dF  de)  ^  +  »    +  V  »  —  i  »j  f  cos  ö' 
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Die  zweiten  0iffiBreDlialquotienten  erhalt  man  hieraus  auf  die  dort 
angegebene  Weise,  wenn  man  bemclcMchligi,  dass  hier  «,«'  oadt 
gogebeoe  coostente  Weithe  iiaben,  nimtich  : 

^  =  +  (u  +  f  »)sin(?-^-.tt'siiiÖ'-^^-  -J-cosö 
=  -  («  + -f  • — •)  Bin        + 1/ sin  fl' +  ^  cos 

^*  =  —  (tt+-J-»  —  »)8iiiÖ-^  —  «ßin  Ö'-^  +     cos  6 
Es  ist  also: 

(*  _^  +.!^_^)  =  +  („  +  ^  ,)  «n  ö  (*.+  *.  +  ^^-j 

-.lin*  (^+^)-4ico«» 

und  man  findet  auf  die  dort  angegebene  Weise 

r =4  (u-^^v^  aü6  —  Wsin^cos» 

r-^  =  — (u-^-jV — sin  <9 -|> «' sin  0' OOS  M 

f      =  +  ^«  4       sin  0  +  fi'  sia  0'  cos  C0 

r      =  —     4.    »  —     sin  0  —  u  sin  9*  cos  w 

r-^  =  —  t<'8intf'  +  ^tt4.-^v^sindoosM 

r-^  =  +  11' sin  tf*  ^  (11 +  -7  V  — «)  sin  ^  COS  « 

r      =  +  11'  sin    +  (i*  +  -J- 1»)  sin  fl  cos  w 

r^  =  —  tt'sin^  —  (fi+-^»  —  v^sin^GQS«». 
Substituiert  man  diese  Werlhe ,  so  ist 

folglicb: 

(ddr»       ddri  ,   ddr*       dclr4\        •  i  /     i    "  i     V     ,     /it      1      «ä« /l 
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woraus  endlieh  cUe  Differenz  der  Krikfle,  wektieettf  die  posUive 
und  nugaiive  Blditrioilttt  im  ßeflieiite  «  «iriieD,  und  vODwekdier 

die  Induction  abhängt ,  sich  ei^ieb l ,  iMmlicli : 

aa   emdt .  at  i  /  dr/        dn'  ,    dri*        dr/X       a^ddfi       ddr»  ,  ddr«       <dr«\  \ 

—  ü' — ST"  IV"^*"  "SF      di«^~*'\"a?'      3F+  TP*  W)S 

=  _  ~ .  +  ^  „  _  I      t;  (cos        2  sin  ö')  —  ^  cos  0. 

Multipliciert  man  diesen  Ausdruck  mit  deui  Zcitelement  da  und  inle- 
£rriort  von  «r  =  0  bis  a  =  r ,  so  erhält  man  den  Integralwerth  jener 
Differenz  für  die  Dauer  des  Ucbei^ngs  r 

^_aa  c«d/ .  ^ .      .  (cos  6(« — 8  Sin  tf«)  -  7  '•"''V  -  • «'  cos  • 

üdci ,  wnn  r  verscliwindenri  klein  ist ,  <1.  Ii.  wenn  der  Wechsel  der 

Geschwiiulii^keit  in  den  eleklrifichca  Fiuidis  an  der  Gleitstelle  sehr 
schnell  geschieht, 

=  —  -|-  '  — r —  *  •  ^  • 

Setzt  man  nun  hierin«  wie  a.  a.  0.  S.  367  angegeben  ist,  aeu  ==  t  uud 
multipliciert  mit  -5^^,  so  ergiebt  sich  die  in  dem  Zeit(?Icmenlc  (W  x  on 
der  durch  die  Gleitslelle  gegangenen  Elektricitttt  aui'  das  inducierle 
Element  a  ausgeübte  elektromolorischc  Kmll 

Nnn  ist  aber 

die  Lange  des  in  die  Kette  wahrend  des  Zeitelements  dl  an  der  Glcit- 
stelle  neu  eintretenden  Leiterelements,  in  welchem  also  die  Siromsi^nrke 
von  0  bis  i  wachst.  Bei  dem  Wacbsthum  der  SlrominlensiUH  ^|  in  dem 
Elemente  «  ist  aber  die  von  diesem  Elemente  auf  o  ausgeübte  elcktro* 
motorische  Kraft  a.  a.  0.  S.  367 

=  — Y  -^acosöcostf'äj 

gefunden  worden ,  folglich  die  elektromotorische  Kraft  fiir  das  Wachs- 
thom  der  Stromintensiiat  von  0  bis  % 

  I      Ort'        •  ,j 

=  —  y  — -  at  cos  ö  cos 

und  setzt  man  endlich  hierin  fbr  o  seinen  WerÜi  vdl ,  so  ersieht  man, 
dass  die  in  dem  Zeitelemente  CA  von  der  durch  die  Gleitsldle  geheuden 
Elektricitat  anf  das  indnderle  Element  «  ausgeObte  eleklromotonscbe  - 
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Kraft  der  von  dem  an  der  Gleitstelle  in  demselben  Zeitelemente  d<  neu 
eintretenden  Stromelemente  cd  auf  das  inducierte  Element  a  nnsirr^ubtcn 
elektromotorischen  Kraft  80w<^  der  Grösse  als  auch  der  UichUiDg 
nach  gleich  ist,  und  dass  man  dahor,  um  die  erstere  Kraft  in  Rechnung 
za  bringen,  bloss  die  letztere  Kraft  zu  verdoppeln  braacbe.  Diese  Ver- 
doppehmg  ist  aber,  wie  Neumann  nacbgevriesen  bat,  die  Bedingung 
dafür ,  dass  das  aus  dem  allgemeinen  Grundgesetze  der  elekiriscben 
Wirkoog  abgeleitete  In<)i]cti<ni8gesetz  mit  den  Besullaten  aus  Neu- 
manns allgemeinem  Principe  der  matheioatisclien  Theorie  indncierter 
Strome  und  mit  der  Erftbrung  auch  in  dem  Falle  einer  Gleitslelle  über- 
einstimme. Dies^  Ueberehistimmung  ist  also  hiermit  nadigenviesen.  Die 
plötzliche  Aonderung,  welche  in  der  Bewegung  aller  elektrischen  Theil- 
chen  an  der  Glcitstello  eintritt,  ist  also  die  Ursache  von  elektromoto- 
rischen Kräften,  welche  Neumann  bei  der  von  ihm  gegebenen  Ab- 
leitung des  lnducin»nsp:esetzes  aus  dem  allgemeinen  Grundgesetze  der 
elektrischen  WirkunL^  nicht  in  Rcchnunj?  gebracht  hat,  und  fügt  mnn  dio 
Summe  der  aus  dieser  Quelle  entspnngenden  elektromotorischen  krUlle 
der  von  N^eumann  gefundenen  Summe  hinzu,  so  findet  sich  der  Wider- 
spruch, welcher  zwischen  den  Aesultaten  des  allgemeinen  Grande 
gesetzes  der  elektrischen  Wirkung  und  Neumanns  allgemeinem  Prin- 
cipe der  mathematischen  Theorie  induderter  Stimme  zu  bestehen  schieu, 
vollstitndig  geUtet,  was  zu  beweisen  war. 

Nach  den  hier  entwickelle&  Gesetzen  lassen  sich  endlich  die  Re- 
sultate aller  in  Art.  38  beschriebenen  Versuche  voraussagen,  Bezeich- 
net man  nflmlich  mit  H  den  Halbmesser  des  von  der  Gleitstelle  be- 
schriebenen Kreises,  von  welchem  die  Halbmesser  der  iodncierteu 
Kreise  R  nur  wenig  verschieden  waren ,  und  ist  m  die  Zahl  der  lelz- 
tcrcu  und  n  die  Zahl  der  Urndrehungen  des  beweglichen  Stromsttlcks 
in  der  Zeiteinheit,  »  die  Stürke  des  induciercoden  Stroms  und  wird  end- 
lich Kurze  halber 

n    MKlf  1 1  j.  <*  /      W     Vi.***  /      «tf      \4  •  i 

  (RR  +  KlOi  •  P      T  \'W+m)        "«r  \RR-^Klf  J  +  •  "i 

gesetzt ;  so  ergiebt  sich  aus  obigim  Gesetzen 

1)  die  Summe  der  elektromotorischen  Krttfte  des  beweglichen 
Stromstucks  =     munn  .  ai/?„ 

8)  die  Summe  der  elektromotorischen  Kräfte  der  an  der  GleitstcUe 
aUmflhlig  neu  eintretenden  Stromelemente  (wenn  die  Wirkung  ihres 
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plötzlichen  Vcrschwindcns  durch  eine  momentane  Lösung  der  inducier- 
ten  Kette  bei  jeder  Umdrehung  aufgehoben  wird,  wie  im  ersten  Neu- 
mann  sehen  Versuche  es  der  Fall  war) 

=  —  rnnjiTt .  aiR^ 
3)  die  Summe  der  elektromotorischen  Kräfte  der  durch  die  Gleit- 
stelle gehenden  Klektricitüt,  wegen  der  jdotzliclien  Aeoderoiig  ihrer 
Geschwindigkeit  in  der  Gleitstelle, 

=  —  mnTm  .  ctiR^  . 
Die  AbleitODg  dieser  Werthe  siehe  in  der  Beilage  E.  Aus  diesen  pv^ 
tiellen  Summen  lassen  sich  die  ganzen  elektromotorischen  Kralle  Ihr 
alle  in  Art  38  hescbriebenen  Versnche  leicht  «asammeDsetaeD.  Es  er* 
giebt  sich  nUmlich 

a)  für  den  ersten  Neumann*  sehen  Versuch  die  eleklromotociKhe 
Kraft  durch  Addition  aller  drei  partiellen  Summen 

Dasselbe  gilt  für  die  beiden  Wiederholungen  dieses  Versuchs ,  wena 
nur  für  m  der  in  jedem  Versuche  ihm  zukommetulc  Werlh  gesetzt  wird. 
Das  negative  Vorzeichen  bedeutet,  dass  der  Strom  in  den  iniluiit'rf4?o 
Kreisen  die  eolgcgengesetzte  Richtung  hat,  wie  der  Strom  in  dem  kreis- 
förmigen inducierenden  sti  instfirke,  wenn  letzteres  durch  die  an  dar 
Gleitstelle  neu  eintretenden  Elemente  wächst. 

b)  Für  den  zweiten  Neu  mann 'sehen  Versuch,  wo  die  elektro- 
motorische Krafl  der  an  der  Gleitstelle  neu  eintretenden  Stromelemente 
durch  das  plötzliche  Verschwinden  derselben  am  Ende  jeder  Umdie- 
hung  aufgehoben  wurde,  fiilit  die  partielle  Summe  unter  (2)  weg,  und 
es  smd  bloss  die  beiden  partiellen  Summen  unter  (1)  und  (3}  zu  ad- 
dieren,  welche  die  elektromotorische  Kraft  geben 

=  0. 

Dasselbe  gilt  für  die  Wiederholung  dieses  Versuchs,  so  wie  auch  für 
diejenige  Modification  desselben,  wo  dieselbe  Wirkung,  welche  durch 
das  plötzliche  Verschwinden  aller  wahrend  einer  Umdrehung  allmahlig 

m  u  eingetrelenen  Stromelemente  am  Ende  der  Umdrehung  hervorge- 
bracht wurde,  durch  eine  Slromtheilung  en'eiclit  worden  ist. 

Es  bleiben  also  nur  noch  diejenigen  Versuche  übrig,  wo  der 
indui  icrende  Strom,  welcln  i  (Itirrh  (>inen  kreisförmigen  Leiter  ging, 
eine  Intensitätsänderung  erlitt,  entweder  von  0  bis  i  oder  von  t  bi?  0. 
und  wobei  dieser  Strom  entweder  gar  nicht  durch  das  bewegliche  Slttck 
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des  Leiters  gelahrt  wurde,  oder  dieses  Stück,  wahrend  der  Strom 
Uurcbging,  nicht  bewegt  wurde.  Für  diese  Versuche  fallen  die  partiellen 
Summen  unter  (1 )  und  (3)  ganz  weg  und  es  bleibt  als  elektromotorische 
Kraft  bloss  die  partielle  Sanune  unter  (8),  worin  für  n  der  Werth  i 
zu  setzen  ist,  also 

^=  —  tusos  •  uiR^  • 

Das  negative  \'orzeiclieü  bedeutet,  dass  bei  Schliessung  der  Kolte  der 
Strom  im  inducierten  Kreise  die  entgegengesetzte  Richtung  bat,  wie  der 
Strom  im  iaduciereuden  Kreise. 

Alle  diese  eleiclromotorisciiea  KiUfte  siiid  naeh  dem  aUgemei- 
nen  KFaftmaasse  der  Mecbanilc  «nsgedrtlckt  und  könn^  nach  Art.  27 
durch  M oltipUcation  mit  ^  =  auf  das  Art.  SIS  deBnierte  absolute  Haass 
zuradijgeflihrt  werden.  Durch  diese  Reduotion  ftütt  der  unbekannte 
Factor  a  in  dem  Ausdrucke  jener  Krtlfte  weg  und  der  reduderte  Werth 
kann  durch  Messung  bestimmt  werden.  Uebrigens  geben  obige  Aus- 
drücke die  mittlere  Stürke  der  elektromotorischen  Kraft  oder  den  lote- 
aralwerth  derselben  für  die  Zeiteinheit  in  allen  denjenigen  Versuchen, 
wo  die  Wiikiaig  gicicli fni inig  foiiciauerl.  Für  diejenigen  Versuche  da- 
gegen, wo  die  Wirkunu  iitjr  eine  momentane  ist,  geben  obige  Aus- 
drücke den  Integralwerth  der  elektromotorischen  Kraft  für  die  ganze 
Daner  der  Wirkung.  Bezeichnet  7*«  im  Aligemeinen  die  Zeit,  für  welche 
der  gefundene  Intcgralwerlh  der  elektromotorischen  Kraft  gilt  (wonach 
also  in  allen  denjenigen  Versuchen,  wo  die  Wirkung  gleichförmig  fort- 
dauert, 7«  =s  4  zu  setzen  ist) ;  so  ergiebt  sich  die  mittlere  Stärke  der 
elekiroinotorischen  Kraft  durch  Diviston  des  gelungenen  Integralwerths 
mit  T,  und  kann  also  fttr  (1) ,  {%)  und  (3)  dargestellt  werden  durch 

+  mnjnt  •  t  •  i  , 
*• 

wo  m  die  Zahl  der  inducierten  Kreise  und  n  die  Zahl  der  Umdre- 
hungen bezeichnet.  Dividiert  man  diese  mittlere  Stttrice  der  elektro- 
motorischen Kraft  mit  dem  Widerstande  der  inducierten  Kette,  wie  er 
nach  dem  Art.  26  definierten  Maasse  gefunden  wird,  so  erhalt  man  die 
mittlere  Intensität  des  indncierlen  Stroms.  Nun  hat  sich  aber  eingeben, 
dass  der  Widerstand  nach  dem  angegebenen  Maasse  durch 


dargestellt  werden  kann,  woj»  eine  reine  Zahl  ist,  R  dagegen,  gleich- 
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w{e/?„,  auf  das  gewählte  Uuiiinmaass,  T'  gleicliwie  7„  auf  das  j^ewähl!»^ 
ZeiUnaass  sich  beziehen ;  fuigiich  ergicbt  sich  (Ur  die  milUere  loteosiUl 
des  iadadeilea  Stroms  der  Ausdruck 

±  p  '  IT  '  "57  *  •  ' 
WO  — ^ —  •  •  —  eine  aus  den  Messungen  zu  berechnende  reiDc 
Zahl  ist,  welche  das  Verhallniss  der  Stärke  des  inducicrten  Stroms zon 
inducierenden  angtebt.  Es  ist  hierdurch  die  Möglichkeit  gegdteo ,  ndi 
die  Sittrke  des  indiicierten  Stroms  nach  dem  g^jebeueo  Bfaasse  voniu- 
zitsagra. 
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A. 

f 

Betcbreiliaiig;  eines  bei  Wideratandsmessoogea  xn  g^raaebendeo 

magnetiMliea  ladiicton. 

Bei  den  Versuchen  zur  Vergleichung  des  Widerstands  z\vGior 
Leiter  wurde  ein  magnetist^her  Inductor  als  Elektromotor  i^ehr.iucht, 
weh  luT  ,nif  die  folgende  Weise  eingerichtet  war.   Zwei  cyliudrische 
Magnctstiihe  von  300  Millimeter  LSnge  und  i  5  MUlimeter  Dicke  wurden 
in  einer  hölzernen  Röhre  so  befestigt,  dass  sie  einander  gleiche  Pole 
(die  Nordpole)  zukehrten,  die  jedoch,  damit  sie  einander  bei  dieser  Lage 
nicht  schwächten,  durch  einen  i  50  Millimeter  weiten  Zwischenraum  von 
eioander  geschieden  ymea.  Die  htflzerae  Röhre  Fig.  1 .  AB  saromt  den 
eitigeschlossenen  Bfagnetcn  m ,  m  konnte  durch  einen  mit  dem  Fusse  in 
Bewegung  zu  setzenden  Bebelapparot  €DEF  seokreciht  geltalMik  nnd 
wieder  getenkl  und  durch  die  Hohle  einer  IndnctorroUe  GG  hin-  md 
hergescboben  weiden,  welebe  nnbewegUch  anf  der  olMsm  Seite  des  ans 
Fnssbodenai^Bschnabten  Gestelles  WliffbeM  Fig.1  stellt 

diesen  Apparat  in  seinem  flohendorehschnitt  dsr  (s.  S.  336).  Die  Sod- 
pole  der  beiden  Magnelstftbe  smd  mit  9,  die  Nord^le  mit  n  bezeichne. 
Die  Holzröhre,  in  welcher  die  beiden  Mngnetstabe  befestigt  sind ,  ist  an 
beiden  Enden  mit  aufgeschraubten  Deckeln  verschlossen.  Wird  die 
Röhre  in  der  induciorrolle  so  weit  ;il)\vürt8  geschoben,  dass,  wie  in 
Fig.  4,  der  obere  Deckel  an  die  InduclorroUe  GG  anstösst,  so  befindet 
sich  die  Mitte  df  s  oIk  i  <  u  Ma^^iieLstabs  iin  Mittelpunkte  der  Inductor- 
roile ;  wird  dagegen  die  Hohre  so  weit  aufwärts  geschoben ,  dass  der 
untere  Deckel  an  das  Gestell  UH,  auf  welcher  die  Induciorrolle  GG  be- 
festigt ist,  anstösst,  so  befindet  sich  die  Mitte  des  unteren  Magnetstabs 
im  Mittelpunkte  der  InductorroUe.  In  diesen  beiden  iiussersten  Lagen 
isl  die  IndsMStaoa  Mail,  weü  die  elektromotorischen  Krttfie  der  zu  beiden 
Seilen  der  IndsolorroUe  symmetrisch  gelegenen  Fol«,  wenn  beide  sur 
gieieh  nwh-  oben  oder  nnlfln  bewqgt  werden,  sich  aufheben.  Wtthrend 


336  Wiunu.M  Wun, 

F%.  1. 


der  ganz^  Schiebung  der  Röhre  von  imteD  nach  oben  geschieht  die 
loduction  in  gleichem  Sinne  und  ist  am  stärksten  wahrend  des  Durch- 
gangs der  beiden*  Nordenden  der  Magnetetibe  doroh  die  InduclioiuroUe. 
Wuhreod  der  ganzen  Schiebung  in  der  entgegengeseUlen  Richtong,  von 
6ben  oach  miean ,  geachiebl  die  loduction  im  eolgegeDgeselzten  Smne. 
Eine  jede  solche  Bei^ragung  heisst  ein  Indactioiuuloes,  uhd  zwar  ein 
posier  oder  negativer,  je  nachdem  die  Schiebung  anfwMs  oder  ab- 
wlrls  gesebieht.  —  Dass  jeder  lodoetioiisslosa  nitt  einer  Lage  begmtit 
nnd  endigt»  fllr  welche  die  Indoction  Noll  isl»  hal  den  Zweck,  dass  der 
ganze  Werth  der  einem  Indnctioiisstoase  eniaprechenden  Indoction  ein 
Maximnm  aei  nnd  nnv^Hnderl  bleibe,  auch  wenn  jene  ttoBSwsten  La- 
gen nicht  ganz  genan  erreicht  wttrden.  Die  einftiche  Schiebnng,  durch 
weiche  ein  sdcher  ganzer  Indoclionsatoss  bewerkalelttgt  wird,  gestattet 
eine  sehr  rasche  Aosführaog  und  eignet  sich  daher  besonders  zn  Mea- 
anngen,  wo  die  Indnctionastflsse  genan  in  den  Augenbü4±en  stattfinden 
sollen,  in  welchen  die  Gahanometemadel  durch  ihre  Gleidigewicfatfr- 
läge  geht  Um  diese  AogenUidce  recht  genmt  einhalten  zn  hOnnen, 
ist  die  Einrichtung  getroCbn,  dass  der  positive  Indnclionsstosa,  d.  h. 
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die  Schiebung  von  unten  nach  oben,  durch  Niedersetzen  des  Fusses  aof 
dem  Hebei  EF  bewerkstellig  wird ,  während  der  negative  Induclions- 
filoss,  d.  h.  die  Schiebung  toh  oben  nach  unten,  durch  das  Gewicht  des 
Inductois  von  selbst  erfolgt,  sobald  der  nicdei^esetzto  Fuss  wieder 
angehoben  wird.  Aof  diese  Weise  kann  der  Beobachter,  welcher  den 
Gang  der  Galvanomeleniadel  mit  dem  Femrohre  verfolgt,  ohne  das 
Fernrohr  zu  veriatsen,  den'  Indoctionsstoss  genau  in  dem  AngenbUcke 
geben,  wo  er  die  Nadel  ihre  Gleicbgewicbtslage  passieren  aielit 

Besehreibnng  des  Galvanoneten. 

Die  folgende  Beschreibung  ist  vom  Ilcnn  Mechanicus  Leyser  in 
Leipzig,  welcher  scImhi  mclircro  solclit'  Instiunionle  verfertigt  hat  und 
von  welchem  ( s  zu  dem  nnfcn  ht  iiicrklen  Preise  zu  erhalten  ist.  Es 
ist  dieses  Galvanometer  zugleich  auch  dazu  eingerichtet,  dass  die  Sllirke 
der  damit  beobachteten  Ströme  nach  dem  Art.  i  0  festgestellten  abso-> 
luten  Maasse  bestimmt  werden  kann ,  wozu  zwei  an  Maassstttben  ver- 
schiebbare MultipUcatoren  in  verschiedenen  Batfemangen  von  der 
Nadel  gebraucht  werden.  Da  diese  Einrichtung  mit  dem  Instromente 
nicfat  nothwenidig  verbunden  ist  und  hier  nicht  gebrancht  wurde,  so  ist 
sie  in  der  folgenden  Beschreibung  nicht, weiter  erwflhnt  worden, 

«Die  2ugehflrigea  Zeichnungen  stellen  das  Galvanometer  im  fünf- 
ten Theile  seiner  wirklieben  LineaigrOase  dar,  und  zwar  zeigt  Fig.  % 
(S.  338)  das  Galvanometer  hn  Lingendurchschnitle  nach  der  Richtung 
des  magnetischen  Meridians;  Fig.  3  (S.  338}  zeigt  dasselbe  im  Durch- 
schnitte senkrecht  auf  der  Richtung  des  magnetisohen  Meridians.  Eisen 
und  Siaiil  »lud  biü  auf  die  Magnetnadel  bei  Anfertigung  des  Instru- 
ments sorgsam  vermieden  worden,  so  dass  alle  Theile  desselben  theils 
aus  Kupfer,  theils  aus  eisenfreiem  Messing  bestehen.  —  Das  f;<  .stell 
solhst,  iiiif  dem  das  Instruiaent  steht,  ist  eme  liol/cime  Krei^ssclitMiH'  mit 
drei  nach  Art  der  Dreifüssc  bei  Messinstrumenten  befestigten  und 
beweglichen  Fussen ,  deren  Enden  in  metallene  Spitzen  auslaufen.  In 
dieser  hölzernen  Kreisscheibe  ist  zunächst  eine  metallene  Kreispiatie  aa 
eingelassen,  deren  durchbrochene  Mitte  kugelförmig  ausgedroht  igt,  so 
dass  eine  passende  Kogelflache  bb  nach  allen  möglichen  Richtongen 
aich  einstellen  und  mitlelst  eines  Bolzens  e  und  einer  Schraubenmutter  4 
anderKreiqplatteitfiwtBtellen  Ittut.  Auf  dererwiihntenKugelflftcheH 
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ist  nun  das  ei^ronf liehe  Galvanomcfor  befestigt.  Zu  diesem  Zwecke  setzt 
incb  diese  Kugeinaclic  bb  nach  oben  in  zwei  parallele  Seitenplatten  fort, 
die  in  Fig.  2  durcli  panktierte  Liniea  angedeutet,  in  Fig.  3  dagegen 
deatUch  zq  aeben  sind..  Zimachen  diesen  SeitenpUAlen  ist  der  knpferne 
Dttmpfer  eew  in  Form  eines  oval  gebogenen,  in  sieb  selbst  zarodc- 
kehrenden  Binges  von  80  Millimeter  Breite  und  8  Millimeter  Stärke  mit 
zwei  Schrauben  cn  jeder  Seite  befestigt.  Der  Dwchsdinilt  dieses  ku- 
pfernen Dampfers  ist  eine  Ellipae,  m  deren  grosser  Axe  die  Magnet- 
nadel «1  schwebt.  Udler  dieaen  DAmpfer  lllsst  sich  ein  ans  dflmiem 
Messingblech  angefertigter  Rahmen  seitw&rts  (iberschieben,  der,  mit  aof- 
rcchui(jhendi*n  Wunden  vorsehen,  eine  QuantilJU  ubcrsponncnen  Kii- 
pfer(lraht5  aufniinnU  und  somit  über  dem  Dumpfer  noch  einen  Multi- 
plicator  mmmm  darslellt.  Die  Drahtw-sudungon  dieses  Mulliplicators 
laufen  ellipsenförmig  um  den  Dümpfür  herum ,  bestehen  aus  neun  con- 
centrischen  Lagen  über  einander,  jede  I.nge  aus  80  neben  einander 
gelegenen  ümwindungen;  der  Draht  hat  gegen  |  Afiilimcter  Starke. 
Hierbei  ist  die  Einrichtung  getroffen,  den  Muliiplicator  bald  ganz,  bald 
thcilweise,  in  drei  Abtheilungen  zu  drei  Lagen,  gebrauchen  zu  können. 
Auch  lassen  sich  diese  drei  Abtheilungen  so  verbinden,  dass  sie  gleich- 
zeitig von  demselben  Strome  durchlaufen  werden,  der  sicfa  zwischen 
ihnen  theilt.  Die  Emrichtnng,  welche  zu  diesem  Zwecke  dem'  Multi- 
plicater  gegeben  ist,  wird  durch  Fig.  4  (S:  338)  deutlich,  welche  den 
Muliiplicator  von  oben  herab  gesehen  darstellt;  qp  ist  ein  Querstabohen 
vottBucbsbaumholz,  welches  an  den  vorstehenden  Wunden  des  Rahmens 
für  den  Multiplicator  mm  befestigt  ist  Die  erste  Abtheilung  des  Malti- 
plicators  beginnt  mit  der  ersten  oder  untersten  Lage  der  Windungen, 
deren  Anfang  am  Knöpfchen  /"ist;  sie  geht  um  den  kupfernen  Dampfer 
herum  nach  dessen  rechter  Seite  u  uiul  biklcL  so  die  erste  Lage;  (hmii 
wendet  sie  si(  h  mich  der  linken  Seite  /  und  bildet  auf  diese  Weise  die 
zweite  Lage ;  hierauf  geht  sie  uochmais  nach  der  rechten  Seite  u ,  und 
so  entsteht  die  dritte  Loge ,  deren  Ende  sich  am  Knöpfchen  f  befindet. 
Ganz  analog  nun,  \vie  diese  erste  Abtheiiung  des  Multiplicators  drei 
Lagen  bildet  und  ihren  Anfang  in  /*,  ihr  Ende  in  f  hat,  eben  so  hat  die 
zweite  und  dritte  Abtheilung  jetle  drei  Lagen ;  der  Anfang  der  zweiten 
Abtheiiung  aber  ist  in  9 .  ihr  Ende  in  g;  der  Anfing  der  (bitten  Abthei- 
iung endlich  ist  in  4,  ihr  Ende  in  A'.  —  Diese  sechs  Knöpfchen  von 
Kupfer  sind  kreuzweise  durchbohrt  und  mit  Sdirttobchen  fest,  aber 
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isoliert  von  einander,  in  dem  buchsbaumcnen  QuersUlbchen  qp  einge- 
setzt. Bei  dieser  Anordnung  des  Multiplicators  ersieht  man  leicht ,  dass 
sich  die  drei  Abtheilungen,  aus  denen  der  Multiplicator  besteht,  aul  m  t- 
schiedene  Weise,  je  nachdem  die  Knüpfchen  durch  Drähte  verbunden 
werden,  combinieren  lassen.  —  lieber  dem  DSmpfer  cece,  nnd  an  ihm 
mit  Schrauben  befestigt,  befindet  sich  ein  Haiuuclieii  hkkk,  welches, 
indem  die  eine  seiner  offenen  Seiten  durch  eine  schwache  Metallplatto. 
die  andere  durch  ein  PLinglas  mit  parallelen  Oberflachen  versclilu^scn 
ist,  einen  viereckigen  geschlossenen  Raum  darstellt.  Dai  iiljt  r  ist  noch 
em  Rohr  rr  angebracht,  welches  durch  im  >[(  llliai  i  s  gracluierk*  Aus- 
zugsrohr r'r  verlängert  oder  verkürzt  werden  luuu.  Dieses  Auszugs- 
rohr rV  schliesst  mit  einem  Torsionskreise  /,  dessen  Construction  un- 
mittelbar mis  den  Figuren  erhellt.  Dieser  Torsionskreis  hat  eine  kleine 
Oese,  in  welcher  der  (^ironiaden  iKefestij«l  ist,  der  un  Innern  des  ver- 
einii,'ten  Rohres  het  ahlitUigt  und  an  i  luem  HJikchen  o  eine  viereckige 
leichte  Metallplattc  trügt,  an  der  em  Planspiegel  s  mit  drei  Schröubchen 
b*'festi.u't  ist.  Diese  viereckige  Platte  geht  nach  unten  weiter  und  zwar 
durch  zwei  an  dem  Dilmpfcr  eeee  seitlich  angebrachte  Ausschnille  ; Kig.  4 
durch  XX  angedeutet  ,  als  zwei  schwache  Stäbchen ,  deren  Enden  als 
die  Hakeu  gg  in  den  Figuren  erscheinen.  In  diese  Haken  wird  die 
Magnetnadel  nn  eingelegt,  zu  welchem  Ende  sie  in  der  Mitte  von  einer 
schmalen  Hülse  umgeben  und  mit  einem  an  dieser  HtUse  befestigten 
Querbäikchen  versehen  ist,  dessen  Enden  walzenförmig  auslaufen  und 
in  jenen  Häkchen  gg  eingelegt  werden.  Die  Lage  der  Nadel  hinsicht- 
lich ihrer  Höhe  wird  durch  das  Auszugsrohr  r'r  reguliert;  durch  Dre- 
hung des  Torsionskreises  t  kann  die  Torsion  des  Fadens  auf  J^ull  ge- 
bracht werden ;  mittelst  der  Kugelbewegung  aber,  welche  die  Kugel- 
fluche  bb  JDü  der  Platte  aa  ztdttsstt  kaim  das  ganze  System  des  Instni- 
meiite  stets  vertical  eingestellt  werden,  welche  Einstellung  am  leich- 
testen geschieht,  wenn  man  das  Auszugsrohr  in  der  Nähe  des  Torsions- 
kreises  anfasst  und  hei  sehr  sanfter  Anziehung  der  Schraube  d  die 
Einstellung  vornimmt .  die  man  dann  bei  erhaltener  richtiger  Lage  des 
Instruments  durch  Ansiehung  der  Schraube  d  feststdit  Die  nach  beiden 
Seiten  noch  oflbaen  Durchsichlen  des  DAmpfers  eeee  sind  durch  Ein- 
setsen  veigtosler  Holzrihmchen  tu  schliessen ,  deren  Diuchsohnilt  in 
Im  anschaulich  gemacht  ist  Der  Fk«is  des  Insti-nments  mit  der  Ein^ 
richtung  zu  absoluten  Messungen  ist  80  Thfa-.,  ohne  dieselbe  60  TUr.» 
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Uebersicbt  der  BeobÄclitung^smelhoden    für  galvanische  MessUDgea 
mit  Racksiehl  auf  den  Eiufluss  der  Dämpfung. 

Bei  dea  gshmiiiflciieii  Messungen  wird  gewdimlicfa  nur  derjenige 
glUvaiiiBciie  Sirom  in  Beehnung  gebmehl,  welcher,  ausserhalb  des 
MnlCiiiOcatora  erregt,  durch  deas^n  geleitet  wird,  am  durch  die  der 
IfMlel  eiihei]le  Abtookoog  gemessen  zu  werden.  Ist  dieser  Strom  con- 
Stani  and  wird  die  Ableukung  der  Nadel  nicht  eher  gemessen ,  als 
bis  sie  zur  Ruiic  gekommen  ist,  so  hangt  die  Ablenkung  der  Nadel 
wii'klich  bloss  von  diesem  Strome  ab;  ist  der  Strom  aber  nicht  constant. 
oder  dauert  er  nur  sehr  kurze  Zeit,  und  beobachtet  man  die  Ablenkun-, 
che  die  Nadel  zur  Ruho  gükommeu  ist,  beobachtet  man  z.  B.  die 
erste  Elongation  der  Nadei ,  so  sind  ausser  dem  zu  messenden  Strome 
noch  andere  Ströme  vorhanden ,  die  häufig  einen  grossen  Einfluss  auf 
die  Beobachtungen  haben,  der  nicht  unbeachtet  bleiben  xiarf.  Diese 
Ströme  rühren  von  der  Bewegung  der  Magnetnadel  her,  welche  in  allen 
ne  umgebenden  Leitern  galvanische  StrOme  indu eiert,  deren  Inten- 
BilKt  dem  Blagneüsmus  der  Nadel  und  der  Geacbwindigiceit  propoitiimai 
ist,  mit  welcher  lie  sich  bewegt»  und  deren  Richting  atela  so  beschaifen 
ist,  dass  durch  ihre  Bflckwirkung  anf  die  Nadel  die  vothandene  Bewe- 
gung derselben  verlangsamt  oder  ge da mpf  t  wird. 

Ein  solcher  Strom  wird  von  der  bewegten  Magnetnadel  erstens 
im  Mnlliplicator  selbst  induciert  und  ist  desto  starker,  je  grosser  der 
metallische  Querschnitt  des  ganzen  Hultiplicators  und  je  grösser  der 
Theo  Ist,  welchen  der  Widerstand  des  MultipUcators  von  dem  Wider- 
stande der  ganzen  Kette  bildet:  er  ist  am  stärksten,  wenn  der  Multipli- 
cator  m  iyich  geschlossen  wird,  und  ist  am  schwächsten,  wenn  die  Kette 
des  Mulüplicators  gelöst  wird. 

Ein  solcher  Strom  wird  zweitens  von  der  bewegten  Magnetnadel 
auch  in  allen  Melalltheilen  des  Insti  Drnrnis  erregt,. und  die  Rückwirkung 
auf  die  Magnetnadel  ist  besonders  stark,  wenn  verticale  Platten  in  der 
Richtung  des  magnetischen  Meridians  nahe  an  der  Nadel  sich  befinden, 
oder  wenn  die  Nadel  von  einem  verticalen  Metailrmge  umgeben  ist, 
weshalb  ein  solcher  Ring,  wenn  er  absichtlich  zu  diesem  Zwecke  ange* 
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bracht  wird,  oin  DUmpfor  lieissL  Die  Anwcn  lanü;  oinos  solchen  Dam- 
pfers gewölirt  bei  den  meisten  Messungen  nicht  allein  eine  grosse  Er- 
leichterung, sondern  c;pst;iUel  oft  auch  eine  grössere  PrÜcision  der  lie*il»- 
achlungen.  Siehe  die  «Resultate  aus  den  HcobacUtungen  des 
magnetischen  Vereins  im  Jahre  1837.»  S.  18. 

Es  kommt  nun  darauf  an,  die  UosulUile  der  Beobachtungen  von 

'  dem  dampfenden  Einflusse  dieser  beiden  Mn  ime  unabhängig  zu  machen, 
oder  die  wegen  der  Dünipfung  au  den  Beobacliiunt^en  anzubringende 
Correction  zu  bestimmen.  Die.se  Correclion  wird  besonders  wichtig 
und  bedeutend ,  wenn  man  sich  zu  galvanischen  Messungen  entweder 
eines  mit  Dampfer  versehenen  Ma  gnetom  otc  rs  oder  einer  astati- 
BCheil  Doppel  na  dcl  bedient,  die  aus  zwei  stärkeren  Magnetnadeln 
SUammeogeselzt  ist,  und  entweder  ebenfijns  mit  Darnjifcr  \ eischen, 
oder  von  einem  starken  Multiplicator  eng  umschlossen  ist.  Besonders 
imlelsteren  Falle,  wo  die  Dämpfung  vom  Multiplicator  lierrtlhrt  und 
«ehr  verschieden  sein  kann  bei  verschiedener  Schliessung  des  MuUipli- 
cators ,  ist  eine  solche  Conection  notbweodig,  um  die  Versucbe  unter 

•   einander  vergleichbar  zu  machen. 

Zur  Bestimmung  dieser  Correction  soll  erstens  die  Dümpfungs- 
krafl  des  Instruments  naher  bestimmt  werden ,  was  durch  die  Bcobach- 
fnng  der  Abnahme  der  Schwingongsbogen  leicht  geschehen 
kann.  Sodann  soll  zweitens  gezeigt  werden,  wie  der  Einfluss  dieser 
Düiupfungskraft  bei  den  verschiedenen  Beobachtungsmethoden  in  der 
Berechnung  der  Resoltale  bestimmt  oder  eliminiert  whtl. 

1.  Bestimmung  der  Dampfungskraft  eines  Galvanometer». 

Die  Dumpfungskraft  eines  Galvanometer  zerfällt  m  zwei  Theile, 
welch«  von  einander  getrmint  werden  müssen ,  nämlich  in  einen  con- 
stant  en,  von  der  Kette,  za  welcher  der  MultipU^tor  gehört,  unabhän- 
gigen Theil,  und  in  emaa  variabelen. 

Den  Constanten  Theil  der  Dampfungskraft  erhalt  man  durch 
Beobachtung  der  Abnahme  der  Schwingungsbogen ,  walirend  die  Kette, 
za  Welcher  der  Multiplicator  gehört,  gelöst  ist.  Die  Scliwingungs- 
bogeo  tuldea  bekanntlich ,  wenn  sie  nicht  sehr  gross  sind ,  eine  ab- 
nehmende goomctrische  Reihe,  welche  dargestellt  werden  kaim  durch 
Jk^i  Atr^'i  Ar^'  Aa^,  wo  ft  die  Zahl  der  Schwingungen  bfr- 
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•igeidiiiet,  welche  die  Nedei,  von  dem  Augenblicke,  wo  der  fiogen  =  A 
war,  an  gerechnet,  gemacht  hat.  Während  der  Dauer  einer  Sehwdi^sBg 
ummt  also  der  Bogen  in  dem  TerhUtaiase 

wahrend  der  Daner  sweier  Schwingungen  in  dem  Yerhftkniaae 

wahrend  der  Dauer  von  n  Schwingungen  m  dem  Verhältnisse 

ab.  Nimmt  man  hiornach  den  Exponenten  X  als  Maass  der  Djlmpfung 
während  der  Dauer  einer  Schwingung,  oder  w^Uin^nd  t'  Serundon,  wenn 
T  die  Schwingungsdauer  der  Nadel  in  Secunden  ausdrückt,  so  ist  2;/ 
das  Maass  der  Dämpfung  fllr  2r  Secunden,  und  ;u  ist  das  Maass  für 
tn'  Secunden.  Das  Vcrhaltniss  der  so  bestimmten  DämpfungsiirJirtc  zu 
den  Zeiträumen ,  auf  welche  sie  sich  beziehen ,  giebt  dann  endlich  die 
Constanle  -i  =  -i-  =  ^r- ,  weiche  das  auf  die  Zeiteinheit  re- 
ducierte  Maass  der  Dampfung  ausdrückt.  X'  ist  aber  nichts  An- 
deres als  der  natürliche  Logarithmus  des  Verhältnisses  zweier  auf  eiur 
ander  folgender  Schwingungsbogen,  und  t  ist  die  Schwingungsdaner 
der  Nadel  unter  dem  Einflüsse  der  Dampfung;  man  eriittit  also  das  auf 
die  Zeiteinheit  redncierle  Maass  der  Dämpfung,  wenn  man  jenen  Loga- 
rithmus mit  dieser  Schwingungsdaner,  die  sich  beide  ans  den  Beobacb* 
tungen  leicht  bestimmen  hssen,  dividiert 

2ur  Besümmniig  des  vari  abelenTheils  der Dttmplbngaicraft  wird 
die  Abnahme  der  Schwingungsbogen  bedbaehtet,  wahrend  der  Mnlli- 
pKcalor  in  sich  selbst  geschlossen  ist.  Ist  iT :  4  das  durch  die  Beob- 
achtung gefundene  Verhältniss  zweier  auf  einander  folgender  Schwin- 
gungsbogen und  t"  die  Schwingungsdauer,  so  ist  das  Maass  der 
Dämpfung  für  die  Zeiteinheit 

  r 

Die  Dampfungskrall  des  in  steh  selbst  geschlossenen  MnllipUcators  fllr 
sich  ennebt  sieb  hieraus 

r"  r 

In  den  meisten  Fällen  ist  der  Unterschied  der  Schwingungsdauer  t'' 

von  T  unmerklicli  und  es  wird  dann  das  Maass  der  Dämpfung  des  in 
sich  selbst  geschlossenen  Multipiicalurs 
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Hieraus  bestimmt  sich  nun  der  variable  Tboil  der  Dämpfung, 
wenn  man  den  Bruchlheil  kennt,  welchen  der  ^^  ulerstand  des  Multi- 
plicators  von  dem  der  ganzen  Kette  bildet.  Bezeichnet  a  den  Wi- 
dersland des  Mulliplicators,  a  4- b  den  Widersland  der  ganzen  Kelle, 
80  ist  der  gesncfate  Werth  des  variabel en  Theils  der  D&mpfuDg 

worin  bloss  6  versrnflerlich  ist  und  für  jeden  einzelnen  Fall  besonders 
beslimmt  werden  niuss.  Fügt  man  hierzu  das  Maass  des  coustaoten 
Theils  der  Dampfung  =       ,  so  giebt  die  Summe  den  Werth  der 

wirklichen  Dttmpfang  —  — 

1  «  C4.-^  

WO  für  den  betreffendeil  Fall  X  den  natürlichen  Logarithmus  des  Ver- 
hältnisses zweier  auf  einander  folgender  Schwiogungsbogent  t  die 
Schwingongsdauer  bezeichnet. 

2.  Bcreeknnng  der  galvanischen  Bfessangen  mit  Bücksicht  aaf 

Diropfung. 

Bat  man  auf  diese  Weise  die  Dämpfungskraft  des  Instruments  be- 
stimmt, so  lässt  sich  diese  Bestimmung  benutzen,  um  bei  den  verschie- 
denen Beobachlungsmethoden  in  der  Berechnung  der  Resultate  den 
Binflvss  der  Dampfung  zu  eliminieren,  wobei  die  Anweisung  zu  be- 
nolzen  ist,  welche  Gauss  in  den  «Resultaten  aus  den  Beobach- 
tungen des  magnetischen  Vereins  im  Jahre  4837»  S.  58  ff. 
ZOT  Bestimmung  der  Schwingungsdauer  einer  Magnetnadel  gegeben  hat, 
in  welcher  man  die  Gesetze  entwickelt  findet,  nach  denen  die  Däm- 
fifimg  auf  den  Stand  und  die  Schwingnngsdauer  der  Nadel  wirkt.  Es 
sollen  hier  die  verschiedenen  Bcobachtungsmethoden  einzeln,  bei  allen 
aber  nur  kleine  Schwingungen  d^  Nadel,  betrachtet  werden. 

Beobachtungen  der  ersten  Elongation. 

I.  Beobachtet  man  bei  galvanischen  llfessongen  bloss  die  erste 
Elongation,  welche  die  Magnetnadel  nach  dem  Eintritt  eines  Con- 
sta nten  Stroms  macht,  so  ist  bekanntlich  diese  Elongation,  wenn 
keine  Dttmpfong  stattfindet,  das  Doppelte  deijeiiigen  Ablenkung  der 
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Nadel,  bei  welcher  sie  unter  der  Einwirkung  jenes  Stroms  im  Gleieh- 
gcwicfil  lioharren  wUrde;  findet  da{?egcn  Dampf ung  Statt,  so  wird 
die  dem  (i  Icichgewichl  der  Nadel  entsprechende  Ablenkung  E  ans  der 
beobacbUitca  ersten  KloQgatioa  x  der  Nadel  auf  folgende  Weise  be- 
stimmt: 

wofür  bei  Ideinen  Werthen  von  A  gesetzt  werden  kann : 

S.  Btsobachtet  man  bei  gaWaniscben  MesBinigen  die  erste  Blon- 
gstion,  nachdem  die  mheode  Nadel  dardi  einen  momentanen 
Strom  (dvreh  einen  Inductionasloas]  in  Bewegung  gesetzt  worden,  so 
kommt  es  wesenflicb  darauf  an,  aus  der  beobachteten' Bloogallon  der 
Nadel  =  .«  die  Geschwindigkeit  herzuleiten,  welche  jener  momen- 


Für  dan  Staad  d«r  Mhwiogeodaa  Nkdal  —  «  an  Bade  dar  Zeil bat 
Oha«  Dt mp fang  den  Ansdraek; 

OD  =  p      A  sin  Y  {t  — , 

WO  T  die  Scliwiaguu|{sdauer  bezeichuel ;  mit  Dämpfung  dage^gea 

 1^ 

tf^p  +  Ae    t  *  ,mn-~  {t  — B), 

wo  T  die  Schwingongsdauer  der  Nadel  anter  don 
und  durch  loJgeode  Gleichung  beetinunt  wird: 

mm         im  n 


Siebs  «ResvlUte»  ISST.  8.  74.  75 ,  wo  »  deaaeOw  beieichwt,  wv  Uar  ^  «ad  r 
dawflSm,  wathier  r.  Wird  nan  zum  AnfangspuDlLt  der  Zeit  t  deijenlga  Augenbliclc  go- 
wihlt,  wo  der  conatante  Strom  die  Nadel  za  bewesen  beginnt,  wo  also  die  Geschwin- 
di|Mt  -if-  «■  0  und  himos  Ung  {—  -2-  Ä)  =»  folglich :  —  Ä  «-  arc  tang  " 
=  \t  ~  arc  lang ;  und  wird  fpmer  der  bisherige  Stand  der  N*,T<lel  zum  An- 
fangspunkt der  ElongaÜoo  X  geoommeni  also  s  »■  0  für  I  »  0«  so  erhält  obige  Glei- 
chung folgende  Form: 

^  M  iqJl^]^'  S  den  neuen  Ruhestand  der  Nadel  unter  dem  Ehiflosse  des  cott» 
itaaliai  Stroms  bezeichnet;  folglich  für  den  Augenblick  dar  «raten  Blongation 
tm^t,  ntit Küekiiclit auf  coa  (jz  —  arctang-^)  — ^ 
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tane  Strom  der  Nadel  ordieilt  halte.  Dieae  Geadiwiodigikeit  C  «igiebt 
aidi  aus  folgender  Gleichung: 

wo  T  die  Schwingongsdauer  der  Nadel  bezeichnet,  wenn  keine  Dam- 
pfiiDg  stattfindet.  Fttr  kleine  Werthe  von  A  kann  man  setzen 


Methode  der  Hnltiplieation. 

i.  Beobachtet  man,  wcgon  der  Schwäche  des  zu  messenden 
Constanten  Stroms,  nicht  bloss  die  erste  Elongation«  sondern  lässt 
man  die  Nadel  hin-  und  herschwingen ,  indem  man  am  Ende  jeder 
Schwingung  die  Richtung  des  Stroms  im  Multipiicator  wechselt,  und 
beobachtet  dann  die  wachsende  Grösse  der  auf  einander  folgenden 
Schwingungsbogen,  welche  mit  x^,  r^,  .  .  .  bezeichnet  werden,  so 
ergiebt  sich  bi«  r;uis  die  dem  Gleichgewicht  der  Nadel  entsprechende 
Ablenkung  E  aus  folgenden  Gleichungen : 


*)  Doreli  DUTerentiation  der  Gleichung  in  der  Torbergebenden  Note : 

<B      p       Ae    »  *  Bio  Y  ('  —     erhält  man : 

$  — —  -f  '  «to  T    —     + T  ^»"^  *«»  T    —  • 

■iduMl  man  nun  die  Zdt  t  von  den^enigefi  Augenblicke  «0,  wo  der  monMolMie  Slron 
auf  die  Nadel  wirkt  und  ihr  die  GefldhwImRBfceit  ^  C  crUieHt,  SO  ist    a  0  und 

-^  =  C  für  <  =  0 ;  folglich  ~  A  =  C  oder  A  = C  ,  Seizl  man  min  »»  Teiw»> 
Aicbong  den  uraprüusticben  Stand  der  Nadel  p  «  0,  so  erbüU  man 

M^kA  tOr  das  Ende  der  ersten  Elongation,  für  welches         =  0  und  also 


Nun  ist  aber  —  ^ ,  wie  steh  w»  der  oben  ansBüttirleD  deidmnc 

TT-  S~  «««ebl,  MgNch  Ist 

a)  — C.-t^— 5-  iWlMlgf  odefC  — «^•4««»*^T. 
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^  =  2  +  4  IT  *  +  4  r*»  +  3  «r«  +      .  *) 


ie  grösser  X  ist,  desto  schnollor  nähert  sich  ^  eiaem  Grenzwerlhe,  fUr 
welcbeo  man  folgenden  Ausdruck  erhält: 

folglich  findet  man,  ^v(?nn  m;m  die  \  ( isuchc  so  lange  fortsetzt,  bis  die 
Schwingungsbogen  yai  \\u(  \\>vn  lullioren,  die  dem  Gleichgewicht  der 
Nadd  entepracbende  Ableukuug  E  aus  den  Übereinstimmenden  Wer- 


*}  Bs  gilt  hier  bis  tum  fiado  der  er«4eu  Eloa^aon  diwelbe  Gleichung,  wie  Ui 
der  Note  S.  345,  nümlicb :  ^ 

also  ImAngenWickedereretenEIongaiion  für  <«-r,a;«-»  t^(...*4:u)  0  +  ) 

fjio<,pm  Aii^'onbücke,  wo  die  erste  Schwingung  endigt  und  die  zweite  beginnt,  wird 
der  Strom  im  Mulliplicator  gewechselt,  wodurch  der  bisherige  RubesUmd  derlMl 
__  in  4-  -s^r^TiT  ▼erwandeH  wird|  die  AbleDknns  der  Nedel  wn 

ihrem  Ruhestände,  welche  am  Ende  der  eilten  Sdiwingong  a  +  Y(mi-fl^ 
„  _  -  er-*  war,  verwandelt  sich  dednrch  in  —  —  -Y{i^~-fW     +  '^^J' 

woraus  sidi  fSr  die  Dauer  der  weiten  Sehwingnog,  von  I  — r  We  I  — 1». 

ergiebt,  also  am  Ende  der  zweiten  Blongaiioo ,  fflr  I  Ir, 

Bben  so  erbäU  man  für  die  Dauer  der  dritten  Schwingung  von  f  —  tr  We  J  —  8r, 

^  +  .1(2  +  1.-^  +  e-")  r  -  eos(-?-  <  -  an:  ta«g  i-) 

also   am  Ende   der   dritten  EJongation,  für  I  —  3r, 

u.  8.  w.    Schreibt  man  die  gefundenen  Wertha  TOOWlOr  t  —  <«lr, 

X  a=s  3r  u.  s.  w.  unter  einander 

eo  crt^hen  die  Unterschie.le  zweier  aui  einander  fol«endcr  Werthe  von  x,  der  ReOlO 
nach,  die  gesucblen  Scliwujgungsbogen  aoi ,  o;» ,     ,  worui  y-iKti+Ü)^^  Wietoeii  W. 
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thw  «  der  letElm  ScbwiDgongsbogea  auf  folgende  Weise: 

r«       JT       ^  —  ß  * 

2.  Beobachtet  man,  wegen  der  SrhwiSchc  des  zu  messcndon  nio- 
inonfnnen  Stroms,  nicht  bloss  die  erste  Elongation,  nachdcni  die  ru- 
hcndo  Nadel  in  Bewegung  gesetzt  worden  ist,  sondern  lüssi  ni.ui  die 
Nndci  mehrmals  hin-  und  herschwingen,  indem  man  jedes  Mal  in  dem 
nii(  hsten  AugenblicKo,  wo  die  Nadol  wieder  ihre  ursprüngliche  Sh  llmig 
passiert,  denselben  momentai)un  Strom  zur  Beschleunigung  der  iNadcl 
in  verkell rti  r  Richtung  durch  den  Multipln  ntor  gehen  lässt,  und  beob- 
achtet dann  (Ii«'  warhsende  Grösse  der  Schwingungsbogen,  welche  der 
Reihe  nach  mit  ar, ,  ar^ ,  a-,  .  .  .  bezeichnet  werden ,  so  ergiebt  sich  hier- 
aus die  Geschwindigkeit  C,  welche  jener  momentane  Strom 
der  Nadel  jedesmal  ertheiU,  auf  folgende  Weise.  Setzt  man 

B=C  '^'  «-^ »««»B  I ,  so  ist: 

+-s-==* 

 f  -  =  Ä  +  «r* 


B 


*)  Für  (iic  erste  Scliwingungsdau^  tOD  Im  0  bitf^rgilt 
cbung,  wie  in  der  Note  S.  346,  oSmlich: 

«  — ^-CT*  t  *sliii|. 
MBUob  IBr  den  Angeiibliek  der  «nien  BongaUoo ,  fOr  welchen  / J;.  »n;  lang  , 

T  '     nTfg  -  T  *     ^  -  ^  T .  Fßr  das  Bilde  d«r 

Schwingungsdaucr,  wo  t^t  ist,  ergiebt  shdk       —  —  ctf"*.  In  diMi  Atyp^hfftto 
mm  wird  die  Geschwindigkeit  der  Nridel  durch  den  emeoten  mOIIMatMienSlraai  UD 
geändert,  d.  i.  sie  wird  verwandeil  in  _  C(t  -f-  r-^) ,  woran  T^h  mm  igf  dio 
iweite  Schwijigungsdauer,  von  /     t  bis  < »  ir,  ergiebt: 

Mtm  flir  deo  ftugenUIclc  der  iwettw  Blengilioii,  IDr  welchen 

im  lang-},  eto  i  1  -     4:  ist,  «  ^  c(t  +  r')     4  arc  Ung-^  . 
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Auch  hier  nähert  sich  ^  desto  schneller  einem  Grenzwerthe,  je  grösser 
k  ist,  und  es  ergiebt  sich  Air  diesen  Grenzwerth : 

i  —       »  . 

folgticb  findet  man,  ^?enn  man  diese  Versndie  so  lange  fortaetzl,  bis  die 
Schwingongsbogen  zo  wachsen  aufboren,  die  Geacbwindigiceit  C, 
weiche  der  zn  messende  momentane  Strom  der  Nadel  jedesmal  eribeUtk 
ans  den  obereinslimmaiden  Wertben  »  der  nitelst  beobacbleten 
Scbwingungsbogen  aof  folgende  Weise : 

Hetbode  der  Znrttckwerfung. 

Es  gehört  hieber  eadlidi  noch  die  Anwendung  auf  die  von  Gauss 
angegebene  Beobocbtnngsmethode,  weldieinden  «Resultaten  aus 
den  Beobacbtnngen  des  magnetiscben  Verein«  im  J.  1838» 
S.  98  IT.  bescbrieben  worden  ist,  welche  ancb  darum  von  beson- 
derer Wichtigkeit  ist,  weil  sie  eine  scharfe  und  bequeme  Methode  an 
die  Hand  gicbt,  die  Dämpfung  zu  messen,  wenn  sie  stark  ist, 
während  die  oben  angeftlhrte,  auf  der  Beobachtung  der  Abnahme 
der  Scbwingungsbogen  begründete  Methode  bloss  bei  schwächerer 
Dämpfung  zu  empfehlen  ist.  Die  genannte  Messungsmethode  eignet 
sich  besonders  dann,  wenn  man  sich  eines  Galvanon\eters  bedient,  des- 

BImom  nodal  man  IBr  dto  drlttt  Schwlogniigidioar  vonl  »■  tv  bii  f  Sr, 

x  ===     .  C(f  +  e-*  +  e-T  «in  I, 

u.  hieraus  für  denAugcnblick  der  dritten  EIongalioD,  für  welchen  /  =  Jt-|-  ~  arc  lang  -y^ 
.in  ;  I- +  4^irt.a;=+  +  *-*  +  e-^)e-V  «^c  lang  ^  ^ 

Schreibt  man   die   gefundenen  Weiiho  von  x  für  t  =  0  ,  t  =  ^  am  lang  -j- , 
tomt^     «ro  Uog  -y ,  <  e*  Is  +     arc  tang  -j  u.  «.  ,w.  unter  eioanderf  indein 

0 

fo  gebw  die  UatandM  je  xmiw  mf  •inuidM'  ftHgHBä»  W«vdM  d«r  IWhe  mck 
di«  ißnäbtm  Schwtogoagdiotin    ,  «pü  ,    n.  s.  w. 
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sen  I^Iagncloadel  eine  grosse  SchwingungsiUnier  hat  tmd  nie  mehr  ab 
wenige  Grade  von  ihrem  normalen  Stande  abgelenkt  wird,  wie  dies  bei 
einem  mit  Mulliplicalor  versehenen  Magnetometer  der  Fall  ist.  —  Ist 
das  Instrument  mit  keinem  DtUnpfer  versehen,  so  wiril  der  Einfluss  der 
dennoch  vorliandencu  schw  achen,  vom  Mulliplicator  hcrrUlucuden,  Däm- 
pfung mit  andern  Einflüssen  ilurch  die  f(lr  diese  Methode  eigenthünilic  ho 
Combination  der  Beobachtungen  aus  den  Resultaten  eliminiert,  bei 
Slürkerer  r)anii)luni;  dagegen  bleibt  zwar  die  Beubachtungsmcthodc 
wcsenllieh  dieselbe,  aber  die  Berechnung  der  Kesultatc  aus  den  Beob- 
achtungen niuss  eine  Modiiication  erleiden,  wenn  diese  Resultate  ganz 
(tbereiüäUmmen  sollen  mit  denen,  welche  ohne  DUmpfung  erhalten  wor- 
den waren. 

Ks  besteht  nun  diese  Methode  wescnthch  darin,  dass  man  riurcü 
einen  momentanen  Strom  die  Nadel  plülzlich  in  Bewegung  setzt 
und  ihre  erste  Elongution  beobachtet,  darauf  in  dem  Augenblicke, 
wo  die  Nadel  zum  ersten  Male  wieder  ihren  ursprünglichen  Stand  pas- 
siert, wieder  einen  momentanen  Strom  auf  sie  wirken  lasst,  der  aber, 
gleich  allen  folgenden,  doppelt  so  stark  ist,  wie  der  erste.  Die.ser 
zweite  Strom  soll  dieselbe  Richtung  wie  der  erste  haben;  alsilann  wird 
die  Nadel  durch  ihn  in  ihrer  Bewegung  niclif  .'tüpin  plötzlich  gehemmt 
werden ,  sondern  sogar  eine  Gesrii\N  indigkeii  nacli  (h'rselben  Seite  er- 
halten, von  welcher  sie  herkommt.  Man  beobaehtet  sodann  wieder  die 
erste  Elongation,  welche  die  Nadel  hierauf  macht,  die.  ohne  Däm- 
pfung, der  vorigen  nahe  gleich  ist,  und  KisSt  die  Nadel  auf  die  andere 
Seite  ihrer  Ruhelage  hinüberschwingen  ,  und  beobachtet  hier  auch  noch 
die  zweite  Elongation.  Erst  wenn  die  Nadel  von  dieser  andern 
Seite  her  ihre  Ruhelage  wieder  passiert,  lasst  man  einen  momentanen 
Strom  in  entgegengesetzter  Richtung ,  als  das  zweite  Mal ,  wirken  und 
wirft  sie  dadurch  nach  derselben  S»Mfe  zurück,  woher  sie  kommt,  imd 
beobachtet  die  erste  und  zweite  darauf  folgende  Elongation,  worauf 
man,  sobald  die  Nadel  wieder  ihre  Ruhelage  passiert,  den  momentanen 
Strom  in  entgegengesetzter  Richtung,  >vie  das  vori^  Mal,  wirken  lässt, 
u.  s.  w.  Die  so  beobachteten  Elongationen  ordnen  sich  nach  Paaren 
abwechselnd  positiver  and  negativer  Elongationen,  ans  denen  die  Mittel 
genommen  werden,  wenn  sie  wonig  von  einander  verschieden  sind, 
wie  dies  bei  geringer  Dämpfung  der  Fall  ist.  Die  Unterschiede  dieser 
auf  einander  folgenden  posttiven  und  negattven  Mittehnrerthe  werden 
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übe  gleicli  g^fondeii  tmd  geben  ein  Ibaui  Cur.  die  Inteiuittt  des  mo* 
menianeo  Sims,  iveldier  geoieawn  werden  <«olL 

Hierbei  werde  YorausgeBelil,  dass  luir  eine  geringe  Dttmpfiing 
eiattftnde.  Bs  lilasC  akk  aber  dieselbe  Ifelbode  ancb  bei  eterker 
.Damprung  anwenden  und  es  ISsA  'sidi  dann  sogar  noch  eine  grossere 
G«iaai|^t  erreichen;  es  erleidet  aber  dann  die  Ableituog  der  Resul- 
tate ans  den  Beobachtungen  eine  wesentKche  Modi6cation. 

Zunächst  möge  bemerkt  werden ,  dass  bei  einer  starken  DUmpfung 
der  erste  momentane  Strom  nicht  genau  mehr  die  Hälfte  des  fügenden 
sein  soll,  sondern,  wenn  m  das  Vcrhallniss  zweier  aufeinander  folgen- 
der Schwingungsbogcn  be/.cicimct,  so  soll  der  erste  Strom  der 
(m  +  Theildes  folgenden  sein.  Wenn  aber  auch  dieses  Verhältniss 
nicht  genau  eingehallen  wird,  so  leiden  darunter  die  Beobachtungen 
nicht  wesentlich ,  sondern  man  brauciit  nur  die  ersten  Beobachtungen 
von  der  Berechnung  der  Resultate  auszuschliessen,  weil  bei  den  folgen- 
den Beobachtungen  der  Einflu^s  jener  anfiinglichen  IJnregelmJissigkeit 
durch  die  Diimpiung  seihst  sehr  schnell  verschwindet.  Man  sieht  düiui, 
dass  die  correspondicrcnden  Beobachtungen  (nämlich  die  l*'",  5'",  9** 
u.  s.  w.,  oder  die  2",  6'«.  10'"  u.  s.  w..  oder  die  3".  7".  IT"  u.  s.  w., 
oder  die  4'",  8",  12"  u.  s.  w.)  sich  sehr  schnell  4  Grenzwerthen  nahem. 
Bezeichnet  man  sodann  den  Unterschied  des  ersten  und  drillen  Grenz- 
werlhes  mit  6,  den  Unlerschied  des  zweiten  und  viertem  mit  a  ;  so  ist 
das  Verhültniss  von  a :  b  dem  Yerhalluisse  zweier  auf  eiuauder  folgender 
Schwingungsbogen  gleich ,  folglich : 

A  =  log  uat  ^  * 

Feiner  ist  die  Gesclnfiadigfceit  welcbe  der  Nadel  ven  jedem  momen' 
tanen  Strome,  mll  Ausnahme  des  ersten,  erthetlt  wird, 

wofUr,  wenn  a  und  h  wenig  verschiede  sind,  d.  b.  bei  geringwer 
Dämpfung , 

und  bei  noch  kleinerer  DttmiiAnig 

gesetzt  werden  kann.  Der  Beweis  eigiebt  sich  ahnlidi  wie  bei  den 
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frfiheran  Regdll.  BmIuM  man  nilmliGh  die  Zdi  I  toii  dein  Aiigeabl^ 
an,  wo  . der  momentane  Strom  die  Ibdel  nach  der  Mb  der  positiven 

Elongation  zurückgeworfen  hat,  so  ist « lUr  die  Dnner  der  beiden  fol- 
genden  ungestörten  Schwingungen 

FUr  <fie  beiden  beobachteten  Elongationen    nnd    ist       =  0  oder 

0=5— i-Ae  T<  gin  .  »  cos  ~  < 

folglich  tat  den  ersten  Beobacbtnngsmoment 

I  s=    ero  lang  y 

fUr  den  zweiten 

I  =  T  +  ^  arc  tang  -J  . 

Substituiert  man  diese  Weiihe  filr  I  in  der  Gleichung  filr  s,  so  er- 
halt  man 

•  + 

Nach  Veriaof  der  Zeit  t  =  it  wird  die  Scbwtogong  der  Nadel  durch 
Binwirlnmg  des  Stroms  wieder  gelndert,  nttmlieh  es  wird  sur  Ge- 
schwindigkeit 

welche  sie  am  Ende  der  Zdt  i=s%t  haben  würde,  dk»  Geschwindi^- 
fceit  —  e  hinzugefügt,  woroos  sich  fllr  die  Daner  der  folgenden  beiden 

Schwingungen 

eigiebt.  Für  die  beiden  während  dieses  Zeitraums  von  <  =:  bis 
t=itt  beobachteten  Elongationen  «"  nnd  oT  ist      =  0  oder 

0  =^  ^(Ae-'^- i  c)  e-^  sin  f  l 

+  c)e-^(*^^^^  COsil 

folglich  fiir  den  ersten  Beobaehtangsmoment 

I  =  2t  +  ^  arc  tang  |^ 
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für  den  iweiten 

I  =  3r  H-  7  arc  taug  7  . 

Sobslitaiert  man  diese  Werthe  Ittr  I  in  der  neuen  Gleiohung  Air  so 
eriiKltman 


4       tang  (4f.)  -2 


Ifach  Verlauf  der  Zeit  <  =  4t  %viril  die  Schwingung  der  Nadel  durch 
erneuerte  Einwii  kuitg  des  momentanen  Stroms  wieder  geändert,  näm- 
lich es  wird  zur  Geschwindigkeit 

welche  sie  am  Ende  der  Zeit  i  =  4t  haben  würde,  die  Geschwindig- 
keit +  c  hinzugefügt  und  dadurch  bewirkt,  dass  die  Nadel  von  nun  an 
dieselbe  ]i(  w(  i^ung  wieder  erhült,  als  von  Anlkng  fttr  I  =  0.  .Nun  war 
aber  die  Geschwindigkeit  fUr  I  =  0  , 

—  ILA 

also 


folgt.  Substituiert  man  diesen  Werth  in  obigen  Ausdrucken  filr  «"^and 
so  findet  man    =  —  w\  x"  =  —  aB\  folglich 

fotglidi : 

woraus  sich  eigtebt 
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Nun  ist  obea  S.  345  in  der  Note  die  Gleichung  angefilhrt  worden : 

■  y»           TTtt  IX 

f»  —   TT  w  » 

wonach  folglich 
nnd 

Zugleich  ersieht 

-y  =  6*  oder  il  =:  log  nat  , 

woraus  hervorgeht,  dass  man  durch  Messung  von  a  und  b  zugleich  eine 
genaue  Bestiinmuuii;  des  auf  die  Schwingungsdauoi  leduciertcn  ^ilaasses 
der  Dämpfung  erhalt,  was  besonders  dann  von  Xut/en  ist,  wenn  wegen 
zu  schneller  Abnahme  der  Srhvvingungsbogen  au:5  iieobachlungen  der 
letzteren  k(  ne  li  n lie^ilinununü;  erhalten  werden  kann. 

Zur  Eriiiiiterung  der  zuletzt  erilwickeltcn  Ueobachtungsinctliotlf 
mögen  diejenigen  Beobachtungen  dienen ,  welche  zur  Vergleichung 
der  Widerstände  zweier  Copicn  des  Jacobi 'sehen  Grundmaasses 
nach  dieser  Methode  gemacht  und  S.  251  schon  erwähnt  wordea 
sind.  Die  erste  Gopie  bestand  aus  einem  nicht  gefirnissten  Drahte, 
welcher  auf  einem  nicht  gefirnissten  Serpeatincylinder  au%ewundet 
war,  wshrend  die  zweite  Copie  ans  einem  gefinussten  Drahte  be- 
stand »  welcher  auf  einer  gefimiBsten  Glasröhre  an^wonden  war.  Die 
Versache  zerfiillen  in  fUnf  Reihen.  Bei  allen  waren  die  Enden  des 
Inductordrahls  mit  den  Enden  des  HullipKcatordrahts  auf  dieselbe 
Weise  verbunden.  In  der  ersten  Reihe  wurden  die  Drllhle  der  beides 
Copien  und  der  InductOF'  und  Multqilicatordraht  auf  die  S.  204  unter  ;8 
beschriebene,  mitD  bezdchnete  Weise  combiniert;  in  der  zweitei 
Reihe  auf  die  unter  (7)  beschriebene,  mit  B  bezeichnete  Weise ;  in  der 
dritten  Reihe  auf  die  unter  (6)  beschriebene,  mit  A  bezeichnete  Weise, 
wobei  die  erste  Copie  die  Steile  des  Grundnuiaa>es  vertrat;  die  vierte 
Reihe  war  die  Wiederholung  der  zweiten;  in  der  fünften  endlich  wurdoii 
diu  Drühle  auf  die  unter  (9j  beschriebene,  mit  C  bezeichnete  Wr'i:>e  coiu- 
biniert.   Die  Versuche  wurden  begonnen,  wenn  die  Gnlvanumeternadel 
in  Ruhe  war.   Der  erste  positive  Inductionsstoss  setzte  die  Nadel  in 
SchwingUQg:  die  erste  positive  Elongation  wurde  nicht  beobachtet,  um) 
eben  so  wurde  auch  die  zweite  negative  Elongation  nicht  beobacbiei 
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Id  dem  Augenblicke,  wo  die  Nadel  nach  dieser  zweiten  Elongalion  in 
positiver  Bichmng  zu  der  Stelle  gelangte ,  welche  dem  Ruhestande  enft- 
Bpradi,  erfolgte  der  zweite  negative  lodoctionsstoss,  welcher  die  Nadel 
Dicht  alleia  mitten  in  ihrer  positiven  Bewegung  hemmte,  sondemäe 
sogar  nach  derselbe^  SeitOi  «nilickwarf ,  von  welcher  me  gekommen 
war.  Die  dafnuf  folgende  idijUe  Eloi^ation  war  dah^r  wiederum  eine 
negative  nndjlvinu^e^  sowiet  auch  die  vierte  positivo  I^lo^gation ,  noch 
nicht  beobacltet;/  ^^dem  Augenblieke,  wo  die  Nadel  naeh  dieser  vier^ 
len  Elongalifli  ;4i»{^»^tiver  Richtung,  zu  der  ihrem  iRoheslande  eot- 
spreeheaden  Stelle^ £;elünglc,  erfulgte  der  dritte  positive  Iilductionsstoss, 
wclchor  die  «NadeJU  nicht  allein  mitten  in  iliror  negativen  Hewei^img 
hemmte,  sondern  sie  soüjar  nacli  derselben  Seite  zmückw.ii  t .  von  wd- 
clier  sie  tjcLommuu.  wni.  Aul  dieselbe  Weise  wurden  die  Aci.>uclic 
län^f^re  Zeil  fortgeseUl  uiiti  von  jetzt  an  begonnen,  drc  Klon- 
gfitioiun  (ici-  wie  si»»  an  df*r  Sofde  heobr^'htet  wurden,  der 

Keihe  iiii'  li  iuif/n/eif  liiirii.  In  den  tollenden  iateln  sind  die  vier  ersten 
aufgezeitiinelen  Eiongationen  in  horizontaler  Linie  neben  einander  ge- 
stellt worden,  die  5"  aber  unter  die  V",  die  6'"=  unter  die  2**  u.  s.  f. 
BttdÜch  sind  ,  von  den  unter  einander  stehenden  Beobachtungen  die 
Mittelweftbe  angegeben  worden.  • 


D. 


1  775.8 

i36  6 

199,6 

538,2 

775,7 

436,3 

199,5 

ü37,9 

775,0 

435,9 

198,9 

537,3 

77A,6 

435,4 

498,5 

537,a 

774,6 

435,4 

498,8 

537,S 

77A,a 

436,8 

498,5 

537,4 

774,0 . 

436,4 

498,2 

536,8 

778.8 

434,7 

497,9 

536,6 

773,6 

434,4 

497.6 

536,6 

774.0 

434,0 

497,5 

536,0 

774,52 

435,31 

198,50 

537,09 

S56 
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B. 


r>92, 1 

448,0 

277,0 

521,1 

691,8 

447.8 

276,7 

521,0 

691,7 

447,4 

276,5 

520  8 

G9i,3 

447,3 

276,2 

520,5 

691,3 

447,2 

276,0 

520.7 

691,4 

447.2 

276.0 

520.6 

691,4 

447.2 

275.9 

691.3 

447.1 

275.9 

520,5 

691,4 

447.0 

S75,9 

»20.4 

447,0 

275.8 

520,3 

691,50 

447.32 

276.19 

520.64 

A. 


691.9 

447,7 

276,9 

521,0 

^691.6 

447,7 

276,8 

520 ,0 

691,7 

447,7 

276,8 

521,ü 

447,6 

276,7 

521,1 

447,8 

276,8 

521,0 

691,8 

447.8 

277.0 

521,1 

691.8 

447,8 

276,9 

521,1 

691,6 

447,6 

276,8 

520,8 

691.3 

447,3 

276,4 

520,7 

691.0 

446,9 

275.9 

520,1 

694.63 

417,69 

276,70 

620,88 
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691,6 

447,0 

275,7 

520,5 

691,4 

446,9 

275,6 

520,3 

691,2 

446,7 

275,3 

520,0 

690,9 

446,3 

275.2 

5S0.0 

690,7 

446,2 

275,6 

519,7 

690,5 

446,1 

274,9 

519,8 

690,5 

446,5 

274,8 

519,7 

690,3 

445,9 

274,6 

519.4 

690J 

445,8 

274,6 

519,2 

fiOO.I 

445,6 

274,3 

519,2 

090,73 

446,30 

«76,00 

619.78 

■ 

• 

•  » 

'.  p 

■ 

« 

61 5.8 

459,3 

350,2 

500,2 

üi;i,6 

459,2 

350,1 

506.1 

615,2 

459,0 

349,8 

505.8 

615,1 

458,8 

349.4 

505,6 

Gl  i.8 

4  08,4 

349,2 

505.3 

ÜU,4 

i.'iH  1 

349,1 

505,2 

614,2 

4;)8.i 

348,8 

505,0 

614,1 

458'0 

348,8 

504,9 

613.9 

457.8 

348,7 

504.8 

613,8 

457.6 

348.2 

504,3 

644,69 

458.43 

349,23 

505.32 

Digitized  by  Google 


358 


WtUKLM  Wl 


Es  ist  liu  il»ei  noch  zu  bemerken,  dass  dor  horizontale  Absland  des 
Spiegels  von  der  Scale  iiiü  Scalenlheile  betrug.  Ferner  ist  zu  l)each- 
lea,  dass  die  hier  gebrauchte  Inductorrolle  von  der  früheren,  S.  206 
gebrauchten,  vorscliioden  ist.  Die  neuo  Indurlon  ollo  halle  eine  weit  ge- 
ringere Zaiil  Ljiüwiudungen,  aber  von  weit  siarkerein  Drahte,  sodass 
ihr  Wtdersland  viel  kleiner  ist,  als  der  Wideretand  der  ersten  Indn«  tor- 
rolli  1  In  .er  Umstand  hat  bedeutenden  Einfluss «uf  das  Verhttllniss  der 
BeobaclitungtM\  A  ,  Ii ,  C ,  D  unter  einander. 

In  der  folgendr'n  Tafel  sind  di»*  Miltehverlhe  aus  den  obigen  Beob- 
achtungen ubcrsiclitlirh  zusanirii  ni:!  stellt  und  in  der  letzten  Columne 
die  DilTrren/  des  t*r.--i(  ii  und  dnit  n  sowie  auch  des  zweiten  und  vier- 
ten Wertlk's  Cur  jede  \  ersiichsreilie  beigefügt,  und  es  sind  diese  beiden 
Diüerenzen  eben  bo  wie  S.  354  mit  a  iwd  b  beeeichnet  wordeo. 


I). 

774,52 
i3«,34 
498  SO 
637.09 

h  — 

,  fr 

1 

47  Mft  ^ 
101  78 

B, 

1 

691,50 
447,32 

270  J  9 
020,04 

a  — 

410,31 
73,32  „ 

A. 

Oft  1,0.} 
447,59 
276,70 

a 

6  = 

414.93 
73.29 

B. 

690,73 
446,30 
876,00 
549,78 

a  = 
h  = 

416,73 
73,48 

614.69 

458,43 
349,23 
505,32 

a 

6  = 

i05.46 
46,89 

Dlgitized  by  Google 


Elrktrodtnanmciie  Maaskücstihmoncrn.  359 

Die  m  dieser  Tafei  zasammengettellleQ  Werihe  von  a  and  A  bedürfen 
mm  zanftchst  einer  Correction,  weil  sie  den  kalopCrischen  Gesetzen 
gemäss  den  Tangenten  der  doppelten  filonjpttonswinkel  proportional 
sind.  Mit  Hälfe  des  gegebenen  Abstandes  des  Spiegels  von  der  Scale 
Jst  es  leicbt,  sie  auf  Warthe  zn  reducieren ,  welche  den  Elongalions- 
winkeln  selbst  proportional  sind,  nnd  diese  Redaclion  genügt  bei  der 
Kleinheit  aller  dieser  Elongationen.  Zu  diesem  Zwecke  ist,  wenn  x 
den  in  Scalentheilen  gegebenen  Werth  von  a  oder  b  bezeichnet ,  die 
Zahl  «*imi 

j  

zu  verkleinern.  Nacii  dieser  HeductioQ  ^halt  man  folgende  Werliic 
für  a  und  h. 


a     1     b-  .\ 

D. 
B. 

A. 
B. 

C. 

572,78 
4U.I0 
413,72 
Ifi,ö1 

101,76  1 

r.i,^]  II 

7.},  28 
'  73,47 

in  sn 

f  1   Ii 

I  ■  ^ 

Nimmt  man  nnn  die  Mittel  ans  den  beiden  für  B  angeführten  Werthep 
e  imd  h ,  so  erhalt  man  folgende  Zusammenstellung : 


a 

b 

log.  tuU,  -J-  —  /. 

A, 

73,28 

i, 730902 

768.22 

B. 

414,306 

73,39 

1,730814 

769,23 

C. 

mM 

46,89 

1,732454 

492,44 

D, 

572,78 

104,76 

1,727884 

1063,11 

Die  10  der  letzten  Columnc  angegebenen  Werthe  können  nun,  wie 
S,  331  ff,  gezeigt  worden  ist,  als  Maass  der  Stromstärke  im  Multlplicator 
dienen,  d.  h.  als  die  S.  2l3«mil  A,  B ,  C ,  D  bezeichneten  Werthe  be- 
trachtet werden.  Mit  diesen  Werlben  erbttlt  man  dann  endlich  nach 
den  daselbst  au^estellten  Formeln : 

26* 
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-^J~5f  =  0.99765 

Im  Mittel  htemach  verhült  sich  also  der  IVidersland  der  ersten  Gopie  zu 
dem  der  mretten : 

=  0,99764 : 1 


B^^ttnduog  der  ii«-^eln  zui   i>(  i  eclinung  des  Widerstands  eines 
Leilers  aus  den  Beobachtiui|^a. 

Zar  BegründuB^  der  Ingeln  tm  Beredmung  des  Widerstands 
eines  Leiters  aus  den  Beobachtungen  soll  von  foi^senden  beiden  Funda- 
mentalstttzen  der  Lelire  vom  Gl-ektromagni^tijBmas  und  der  Lehre 
von  der  H a gn e  toe  e  k  t r  i c.i  t  )lt  auggegangen  werden. 

Erster  Satz.  Das.  ;jlinearische  Element  eines  galvanisdien 
Stroms  df  übt  auf  cm  Element  des  mitotischen  Flnidums  fi  eine  be- 
wegende Kraft  aus,  die  dem'  Quadrate  .4er  Entferdung  r  umgekehrt  pro- 
portional ist ;  aber  es  tritt  dabai  sugleich  der  fam  abweichende  Umstand 
ein,  dass  die  Richtung  der  Kraft  nicht  in  der  yeiiiindenden  geraden 
Linie ,  sondern  senkrecht  gegen  die  durch  ft  und  die  Richtung  von  d» 
gelegte  Ebene  ist,  und  dass  ausserdem  die  Stärke  der  Kraft  nicht  von 
der  Entfernung  alJein,  sondern  zugleich  von  dem  Winkel  abUäi^j;l.  wel- 
chen r  mit  der  Richtung  von  ds  macht.  Nennt  man  diesen  Winkel 
so  ist 


rr 


das  Maass  der  bewegenden  Kraft,  welche  d«  auf/«  aasiibt^  und  eben  so 
!gr088  ist  die  von  auf  das  Stromelement  d«  oder  dessen  ponderabeln 
Trüger  ausgeübte  Kraft,  deren  Richtung  der  ersleren  entgaggttgaaaiat 
parallel  ist 

Anmerkun?:.  l'nlor  lioni  mit  ds  bczeichuelen  Siromcicmentc  ist  das  Product 
seiner  LUnge  a  in  üic  Intensität  i  des  durctigcbcodeo  Stroms  verstanden,  also 
dff  «f.  —  Dieser  FuDdamenlalssta  des  Elektromsgndtismus  ist  hier  wörfllcb  so 
wiederBegelMn,  «le  Jbn  Oaosa  in  den  «Resullalen  aus  den  Beobaebtangen 
das  magnetiseben  Veraina  fm  Jahre  IS3Q»  S.  1. 1  aoMasnoehao  bat. 
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.  Zweiter  Sati.  Wird-das  Element  des  magnetischen  FIukUiuis  }i 
mit  der  Gesdiwhidigkeil  t<  parallel  der  Richtung  der  kiali  bewegt, 
welche  nach  dem  ersten  Salze  auf  das  Stronieieiiient  d«  —  m  \>  irku 
so  wird  auf  das  Iine;ire  Element  des  Leiters  a  cini'  der  Richtung  des 
Stroms  I  |>arallelc  elektromotorische  Ktafl  ousgeübl.  deren  Starke  tlurch 
den  im  ersten  Satze  i?of?ehcncii  Ausdruck  ^A^^!^!-  tiargcslelll  wird, 
wenn  darin  d»  ~  cd  mit  au  vertauscht  wird,  also  durch 

■in' 0 . 

TT 

Wird  d«ig(\ü:en  das  Element  des  magnetischen  Fluiduius  /<  iu  einer  an- 
dei  n  RichljHig  bewegt,  welche  mit  der  oben  hczcichneten  den  Winkel  ^ 
iuacht .  so  ist  dieser  Ausdruck  der  Stärke  der  Kraft  noch  mit  cos  ^  zu 
niullipitcieren. 

Anmerkung.   Führt  man  Mall  der  beiden  Wiakel  d  und  i;*  /.wci  andare  Wio- 

kel  ein,  ulimli(  Ii  (Ictv  Winkel      welchen  die  Richtung,  nach  welcher /<  bewegl  wird, 
mit  r  bildet,  und  den  Winkel  f,  welchen  die  Richtung  von  «  mit  der  Normale  einer 
"  durch  r  der  Biclilung,  nach  welcher  n  bewegt  wird,  parallel  Keleglcn  Lbeue  macht,  so 

■  Terwwdalt  «ick  d«r  Auadnick  J"?'^'^'^  •  c<w  y  io  ow     — .  Di^ 

Matera  Ausdruck  fUmml  mit  devuenigen  überejn,  welchen  man  erhlH»  wenn  man  die 

Inder  ersten  Abhnndiung  über  «Elektrodynamische  llaassbestimraungen» 
S.  ."1*5  anpcpebeno  elektromotorische  Elementarirall  narli  .ier  Richtung  des  inducier- 
tcn  Elemcnu  «  zerlegt.  Der  so  erhaltene  Ausdruck  enlliall  zwar  noch  einen  constan- 
len  Paqlor,  demen  Werth  Iber  ti»  ^  Wahl  de«  HhaHe»  für  die  eleklrqmoloriMlie 
kraft' abhSngl  und  für  ein  beslinunte«  Haas«     I  Irt. 

Aus  diesen  beiden  Söitzon  werden  lol.nende  Beslirnnmut^t  ti  abgolcMtel. 

1.  Ks  ünclct  eine  solche  Relation  zwischen  den  elüktromagni;lischen 
und  inafmetoolcktrisclu'u  KrüHcn  slall ,  dass,  wenn  zwei  beliebig  ge- 
legene luiignctisclie  Elemente  (.i  und  auf  ein  Slrüiiiclement  d«  =  ni 
gleiche  und  ^'Icichgonchlele  elcklromaj^iietist  he  Kräfte  ausüben,  auch 
ihre  (iieklromotorischen  Krüfle  auf  das  hncare  Element  des  Leiters  «, 
wenn  es  bewegt  wird,  gleich  sind.  Dn.sselbc  gilt,  wenn  für /t  und  ft 
eine  Gesaiiuiiilu  it  von  beliebig  verlheilien  magnetischen  Elementen  ge- 
setzt wirtl.  Hieraus  fol^t.  das»,  wenn  derErdmagnefismns  an  einem  Orte 
cleiehe  und  gleichgerichtete  elektromagnetische  Kraft,,  wie  ein  entfernter 
Mai^iietstab,  ausUl)t,  die  elektromotorische  Kraft  des  Erdmagnetismus  auf 
einen  (laseit)st  bewegten  indin  ti  r  elieutalls  der  des  Magnetstabs  gleich 
sei,  wie  auch  der  Magnetismus  in  der  Erde  vertheilt  sein  moye. 

2.  Wenn  das  Stromelcment  d«  einem  Kroisstrome  angehört,  so 
.  wird  die  auf  der  Kreisebene  senkrechte  Componcnte  der  elektromagne- 
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tieoben  Krtft.  welche  dt  anf /i  ansllbt,  eriiall«ii,  wena  mit 
de»  GosiBna  des  WiiikelA  mttltiplieiert  wird,  wektei  die  KreisebeDe 
mit  der  durch  ft  and  die  Ilichtiiiig  voo  dt  geiegtoD  Ebene  bfldel. .  SIeae 
Cooipoiieikte  faeisse  C 

Dei  SlromeleiiieBl  dt  mQge  in  seine  Fbdoren  aerlogt  wefden, 
nimlich'  in  eeine  StromintenttUtt«  nd  in  eäne  Lange  ,  welebe  als  die 
Lange  eines  KreiseleiDMils  mit  ad»  beseiohnel  wird,  wiBun  m  diir  Halb- 
messer des  Kreises  ist,  dem  es  angehört,  tind  a  der  Winkel ,  welchen 
der  zugehörige  Radius  mit  deaijenigen  Radius  bildet,  weldier  mit  ju  in 
dner  auf  der  Kreisebene  senkrechten  Ebene  liegt.  Bezeichnet  man 
femer  mit  b  das  von  ft  auf  die  Kreisebene  gefüllte  Perpendikel  und 
mit  X  den  Abstand  des  Fusspunkts  dieses  Perpendikels  vom  Mitlclpunkle, 
so  ist  rr  =  aa  -f  66  +  J5X  —  tax  cos  a 

und  man  erhull  fUr  die  ganze  von  ih  auf  //  uusgcUbte  Kraft  den  Ausdruck : 

»iO  ft  ■  tu  .  itiia  

M  +  bb  +  aae —ian  0O9  m  ' 

Femer  ist  der  Cosinus  des  Winkels,  welchen  die  Kreisebene  mit  der 
durch  /i  und  die  Richtung  von  ds  gelitten  Ebene  bildet : 

r  •In  e  tili  ß  .Y'Uui  +  blf  +  »r-^*ax  co»  af  * 

Das  l*roduct  dieses  Cosinus  in  obigen  Ausdruck  der  ganzen  KraA  gicbl 
den  Ausdruck  für  die  gesuchte  Componente  C,  nOmlich : 

™  '  [aa  ^  bb  +  XX  —  tax  cos  mli 

Nach  dem  vorausgeschickten  zweiten  Satze,  dem  Grundgeselze 
der  Magnetoelektriciiat,  ergiebt  sich  hierans  die  elektromotorische 
Kraft,  welche  fi  auf  ds  ausübt,  wenn  /»  mit  d^  Geschwind^j^c^  u 
parallel  der  Richtung  der  Kraft  C  bewegt  wird,  durch  Hulliplication 
des  Werthcs,  welchen  C  hat,  wenn  »=  —  1  ist,  mit  «,  nimlich 
~  "f'  •  («a  +  fc&'T^^%%oa;ö| ;  dagegen  ergiebt  sich,  wenn  ds 
mit  der  Geschwindigkeit  u  in  der  nflmjichon  auf  der  Kreisebene  senk- 
rechten Richtung  bewegt  wird,  die  elektromotorische  Kraft,  welche /i 
Huf  d<  austtbt, 

I  M-»"  oAe»  -_   ~—  *!2f_5  

T  »/»  .  ^  bb  +  MD  -T.  iajD  CO*  aj4  • 

Entwickelt  man  ferner  den  obigen  Ausdrodc  von  C  nach  Potenzen  von 
cos «,  so  erhall  man :      '  •       .       ,  . 
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«  =  T^rteis}««^ +(*••-»- «V-T^TS- ■  e~  «•« 

'■  +  äl^««  -.^W -  ä«)45+-Ä> äs^  •  CS  «'«1« 
+  {(«•  -  8»-!te^)-^  ■  CO.  «M.  +  .  .  . j 

3.  Def  AMfldniek  lhr  di«  aofdcr  K^webeoe  senkrechte  elektro- 
magnetlsehiB  KM;  wefohe  der  ganze  KreissCrom  «uf /« aosUbt,  er- 
giebt  sich  dann  aof  folgende  Weise.  Da  der  Hattnne^ser  «  und  die 
Sirominleittfittt  f\  wie  auch  b  und  für  alle  Kreiaeleniente  gleich  sind, 
scf  ist 'die  gesuchte  Kraft,  .oder  die  Summe  aller  auf  die  Kreisebene 
senkrechten  elektromdgnotischen  Kräfte,  welche  alle  SUx)uiele- 
mente  auf  ausubeu, 

£^     _  I   a  —  .r  cos  "  j 

I  («ä  +  W  +  a»  -  »0*  CO»  ff)« 

IW  >  r^o  ■         '  Jo 

I!-  ,       .-.I    n,..:,;.,K  ,irri.!^^' 

+  ^3011  -  ihb  ~         -^^.^..j;^--^  .  j  cos  «»da 


St 

COS  (uia 


+  i  (ioa—  366     3<»)  (aq  4-  ft^":^)*'^^  leoeVd«  a^^i^.Jüi 
das  ist:       '        *  '  '  ^  ^  :  ' 

Blan  kapii.  ^ch  librißdQa  leicht  iiherzengen,  dass  die  Stiomintengjtttt 
luerin  nach  deip  ^  10  festgesetzten  absoluten  Maasse.zn  bestimmen 
i^t,'  wen«  man  41®  ^^sebene  =  1  setzt,  wo  man  findet,  ßas» 
t  =  I  sein  muss,  damit  die  in  die  Ferne  (wo  aa  ge^^en  66  +  xd?  ver- 
schwindet) auf  fi,  senkrecht  gegen  die  Ereisebene  ausgeübte  Kraft  der 
in  derselben  Richtung  tvon  ei^em  Magnete  amsgettbten  Kraft  gleich 
werde,  welcher  das  absolute  Maass  des  Magnetismus  besitzt  und  dessen 
Axe  auf  der  Kreisebone  normal  ist.  ^1  sei  der  Millülpunkt  des  Magnets, 
Ali  diu  Kictitung  seiner  Axe,  das  Element  fi  befinde  sich  in  C.  ABC  sei 
ein  im  C  rechlwinkciigos  Ureicck  und  AD  =  ^  AB;  so  ist  nach  einem 
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bokumilen  Salze  («Resultate  aus 
den  Beobachtungen  des  magne- 
tischen Vereins  im  Ja  In  e  ISiO» 
S.  33.  34)  CD  die  UK'lilung  der  auf  fi 
wirkenden  Krall  und  ihre  Starke  ist 
Fällt  man  CE  perpendi- 
c u  I a r  a u  f.  1  //  so  ist  die  der  Axe  des  Mag- 
nets parallele  Coinpononlo  -/^i  .  .  =s  ^  .  -^.g.  .  .Um  »od 
AE  und  CE  die  oben  mit  b  und  «  bezeichneten  Linien,  wonach 

—     =  folgUiili  die smucfate  Kraft 

Wird  dagegen  in  obigem  Ausdrucke  naa  - 
setzt,  so  erh&U  man 

.        tu  -J-~r 


^  ""^   <*  +  ;ä  =0  ge- 


woraus  sich  ergiebt,  dass  t  =  4  sein  müsse,  wenn  der  die  Flftchen- 
eiaheit  omlaufende  Sti-om  dem  absoluten  Maasse  des  Magnetismus  gleich 
wirken  soll.  Diese  $trovmitensit|it  ist  aber  das  Art  10  fesigesetele 
absolute  Maass,  woraus  einleuchtet,  dass  bei  den  Anwendungen  der 
obigen  •eieklroniaguetisrhon  Gesetze  die  Stromintensi taten  nach  dem 
festgesetzten  absuiuteu  Maasbc  zu  bestimmea  sind. 

4.  Der  Ausdruck  für  die  elektromotorische  Kraft,  welche  ft 
j^uf  den  ganzen  Kreis  ausobt,  wenn  es  mit  der  GescbwindiglEeit  u  in 
senkrechter  Richtung  auf  die  Kröisebeue  bewegt  wird,  eiigiebl  sich  auf 
folgende  Weise.  Aus  dem  voraus^schickten  zweiten  Satze  ergab 
sich  die  elektromotorische  Kraft,  welche  fi  auf  d«  ausübt,  wenn  es  mft 
der  Geschwindigkeit  «  parallel  der  Richtung  der  Kraft  C  bewegt  wird, 
düicli  Multiplication  von  m  in  den  Wei  th  von  C ,  wenn  darin  i  ^  —  I 
gesetzt  syiTfl,  uamlich ; 


7** 
(aa  -i-  M  4* 


.  •  {  aada  +  (2aa  —  M  ^^^^  -^  •  cos  «k 

+  4  (4«.     8»  -  3«)  +       •:o«:«««.+ . .  j 
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IKe  äumme  der  von  fi  aAf  «Ubi  KreiflelMneiile  auegettbloiir  elektraiiK»* 
lociMbeii  KiAlle  fol^lioh  t 

'   '       '  '        '     -    »  >*'.,, 

+  ^  (3«  -  S»»  -  S«)  .-^'^^j^  ^ 

+  I  (ioa  —  3bb—  lixx^^  -(iTT»^      J  +  •  •  •  j 

das  ist: 

■  J  9  I 

Haa  kami  sich  (tbrigeqs  leicht  (iberzeiigeii,  dass  dieser  Werth  die  elek- 
tromotorische Kigalt  imch.dc»ii  Art.  40  festgesetzten  absoluten  Maasse 
aosdrttckt.  Setct  man  nllmiich  in  diesem  Wertbe  6  =  0 ,  so  ist  die  li- 
neare GeschN'viadigkeit  u  des  Elements  /*  identiscli  mit  einer  Drehuugs- 
gcschwiiuliykt'it  /  =  um  den  gegen  x  senkrechten  Kreisdurchinesser, 
wofür  dann  wieder,  ohne  Aenderung  dci  cK  ktromolorischen  Kraft,  die 
entgegengesetzte  Drehungsgeschwindigkeit  des  Kreibes  — uoi  die 
nämliche  Axe  gesetzt  weiiien  kann.  Der  Ausdruck  der  elekiromoto- 
rischen  Krad  von  auf  den  mit  der  Geschwindigkeit  —  y  gedrehten 
Kreis  ist  also  »  • 

•- W  isrf^t  j«  +  T  (S"  -        -BÄP- +  •  •  I 

und  ist  daher  auf  den  mil  iler  Geschw  indigkeit  -\- y  gedrehten  Kreis, 
wenn  /i  aus  der  Ferne  wirkt,  wo  aa  gegen  xr  verschwindet,  ~~iry^^  • 
ilieraus  ergiebt  sich  die  Summe  der  beiden  elektromotorischen  hrUlle, 
wenn  erstens  /*  =  -f-  m  und  x  ~  R  e  nncf  zweitens  /«  —  — m  ond 
X  —R  —  e,  d.  i. .  die  clcktrornotorisuhe  Kraft  eines  Magnets  M^temi,- 
weicher  aus  dei;  Feme  ü -wirkt,  '    '       '  ' 

—  my        ^i-  +  my  —My-j^  . 

Macht  man  nun  die  Dreh ungsgesch windigkeit  y  des  Kreises  s  »  gross, 
dass  seine  Projectiun  auf  eine  gegen  x  normale  Ebene  in  der  Zeiit  inUeil 
um  die  Flacheneinheit  sich  ändert,  d.  i.  ynaa  =  \,  so  findet  man,  dass 
(^Mger  ^>rth,filer  /^iMctrqmotori^lieD.  Kral^  =sr-l.  sein  müsse, i.c^it 
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M  den  Suil  niiigrvotisLuufi  bezeichne,  welcher  der  Einheit  des  Krdmagne- 
tisrrms,  dcssseu  Richtung  mit  x  ])arallel  ist,  gleich  wirkt.  Wenn  nümlich 
in  der  Hichtung  des  Knluiagnelisnius  T  eines  Ortes  in  dem  AhsUnhlo  R 
ein  gleich  gerichteter  Magnet  M  liegt,  so  Ist  nach  magnetischen  Maass- 
bestimnuingeu  die  Wirkung  von  M  der  Wirkung  von  T  an  jenem  Orte 
gleich,  wenn 

isL  M  bezeichnet  also  den  der  Bfaasseinheit  des  ErdmagDetiunus  gleich 
wirkenden  Stabraaghetismiis,  wenn 

TF-  —  ^ 

ist ,  woraus  hervorgeht ,  ilas.s ,  wenn  zugleich  ynaa  —  1  ,  der  obige 
Worth  der  eleklroniotorischen  Kraft  anrh  -  \  sei.  Dieße  elektromoto- 
rischt!  Kraft  i.st  aber  selbst  das  Art.  10  festgesetzte  absolute  Maass, 
woraus  einleuchtet,  dass  hei  An\Nendungen  des  hier  enlwickolten 
inaguetooloktrisclien  Geselzes  die  elektromotorische  KraA  nach  dciu 
angegebenen  absoluten  Maasse  bestimmt  wird. 

Wir  haben  bisher  die  Kräfte  betrachtet,  welche  ein  Element  eines 
magnetischen  Fhn'dums  ii  ausübt  oder  erleidet.  Die  Anwendung  auf  die 
Versuche  fordert  alle  lüleinenle  beidf'r  magnetischen  FJuidai  welche  in 
einer  Map^nelnadel  enthalten  sind,  in  Rechnang  zu  i)ringen.  Es  leuchtet 
aber^in,  dass  man  sich  dabei  nach  Gauss  an  die  Betrachtung  der  Ele- 
mente der  idealen ,  an  der  Oberfläche  vertheilten  magnetischen  Fluida 
halten  kOnne,  die  gänzlich  von  einander  geschieden  sind.  Ist  die  Summe 
der  positiven  Elemente  =  -f.  m ,  so  ist  die  Summe  der  negativen 
—  — >  m ;  und  bezeichnet  man  den  Abstand  des  Mittelpunktes  jener  tob 
dem  Mittelpunkte  dieser  mit  S«»  ao  ist  das-Moflaent  der  Nadel  Sem 
und  die  Linie  a  ist  von  eiier  messbaren  GfOsflOi  Anob  Jenchtet  ein, . 
daas,  wenn 'alle  positiven  Elemente  nahe  beisammen  liegen  und  elien  io 
alte  negüiven«  ihre  Wirkang  nahe  dieaelbe  ist,  wie  wenn  sie  in  ihren 
respectiven  Mittelpunkten  concentriert  wttren.  Es  wird  dann  in  dar 
gebrauchten  Nadel  nur  die  Wirkung  zweier  Fnnkle  in  Rechnung  kom- 
men, nflmlich  desjenigen,  in  welcheoi  alles  nordmagnetiache,  und  des- 
jenigen, in  weichem  tllea  attdmagnetisabe  FlnidiUn  concentriert  ge- 
dacht wird.  Hicmeb^rgiebl  stell 

ft.  die  Velii^eicbttng  des  Drfehttngsmoments ,  welcfaes  der  HuIÜpIi- 
ealor  auf  die  in  seinem  Hlltelpunkte  befindliche  Nadöt  auattbl.  mit 


t 

ä 
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denjenigen,  welches  er  auaUben  würde,  wenn  die  Nadel  weit  ent- 
fernt wäre,  folgendermassea. '  lUe  Meridianebene,  in  welcher  die 
Nadel  liegt«  theilt  den  Moltiplicator  so,  dass  eine  gleiche  Zahl  voo  Dmr 
windiwigeB  ZV  beiden  Sf^ilen  .lie^  Zieht  man  in  dieser  Ebepe  eine 
horisoQlale  Unie  dardi  den  MiUelpunkl  des  IhilUplicators,  so  liege  der 

Pnnkl,  in  wektoD  «ma  iM)rdipa|Di^isc|ie  Flaiilaii)  qonc^iitci^  g&r 
dacht  wirdf  in  .dies^  Linie  and  der  j41)slaiid  desselben  vonn  Mitlelpnnkf« 
heiase  +  0;  dqr  Al^nd  <|es  in  detaelbea  Linie  li«geiM|en  Punl^es,  Ja 
weicbeiB  alles  sQdpiag^eUscfae  FMdum  -^m  cowTentriert  gedncbt.  wird, 
henwe  a.  9'  und  a'^seien  der  innere  und  äosaore  Parohmeaseir  de? 
MoitipUcators  and  %b*  die  Breite  seines  Qoerscluiitts,  welphef  also 
2(0" —  a')b'  ist.  Der  ThetI  von  diesem  Querscliniitc  des  gaiizeu  l\in^es, 
welcher  auf  eine  Lni\\  indun:^  kommt,  deren  Halbmesser  a  ist  und  deren 
Ebene  im  Abstände  b  vom  Mittelpunkte  des  Multiplicators  liegt,  werde 
mit  död6  bezeiclmet :  so  ist  nach  I  i  d;ts  Producl  des  Quer^h^ilts  einer 
Umwinilung  in  die  auf  -i- m  von  ihr  aiisgeuijLc  Kraft: 

Mttltipticieii  man  dieses  Prodact  mit  dem  von  der  Drefaungsaxe-aiCdiA 
Richtong  der  Kraft  gefitUlen  Perpendikel  e,  so  erhVlt  man  das  Prodoct 
des  Ooersehnitta  der  Umwindoog-in  das' vonihr  aosgeüble  0rehangs- 
moment.-  Setzt  oMm  endlich  in  diesem  Aasdrucke  —  ni  Ihr    m  and 

—  c  fUr  +c,  so  erhalt  man  einen  gleichen  Werth  fUr  das  Producl  des- 
selben Querschnitts  in  das  von  der  nämlichen  Umwindung  auf  das  ne- 
gative Fluidum  ausgeübte  Drehungsmoment.  Folglich  ist  das  Product 
dos  von  jener  Umwindung  auf  die  ganze  Nadel  ausgeübten  Drehungs- 
niomenls  in  ihren  Querschnitt,  wenn  man  mit  M  =  ^em  den  Nadel- 
magnetismus  besseicbnel: 

-,,r;;';+Hr \  < + V  (s««  -  «»*  - «»)  -  o» + zie^r + •  •  I 

Da  e  ein  kleiner  BruchtheilVona  ist,  so  können  aile  Ibeile,  welche  die. 
vierte  oder  höhere  Potenzen  zvm  Factor  haben/  ^^ggelassen  werden 
und  man  erhalt  dann 

«"  -ys^nrw-  P  +  t  nsr+r^ 

Hieraus  folgt  nun  die  Summe  der  l'roducto  des  QuetÄchaüts  jeiler  Um-r 
wiiidui«.in, div5^voa»dw»«lb€ua  aiw^tibt« JDrehiMigsmaineqt.;, 
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Dividiert  man  diesen  Ausdnick  mit  dem  Prodticte  alis  dem  OnerscliniU 
dner  Umwindimg  in  die  Zahl  der  Umwindongeii.  d.  i.  mit  dem  Qaer- 

scbnittc  des  ganzen  Ringes  9l{a — a]b' ;  so  erhält  man  das  mittlere 
Drehungsmoment,  welches  eine  Umwindung  auf  die  Nadel  ausübt,  wor- 
aus durch  Multiplication  iiül  der  Zahl  der  rmwiiKhingen  u  das  Drc- 
hun^srnoin<  nt  des  MnUiplicatoi  j>  auf  die  iu  seinem  MiUolpuakto  beiiod- 
liehe  Nadel  hervorgeht,  nümlich :  ' 

Für  den  Fall,  wo  h'  gegen  a  vorschwindet  und  0'  von  «"  wenig  ver» 
schieden  ist,  ergiebt  sich  iM  •  ^  und  ist  in  diesem  Falle  der 
Halbmesser  des  MoItipUcators.  Versteht  man  nun  im  Allgemeinen  iioier 
Halbmesser  des  Hultiplicators  einer  gegebenen  Centrainadel  den 
Aasdruck:. 


a  —  a 


uod  bezeichnet  ihn  mit  r',  so  ist  das  Drehungsmumeol 

Wird  dagegen  die  Nadel  vom  Hultiplicalor  weit  entfernt,  bleiben 
aber  dabei  +m  und  — m  in  derselben  Geraden,  in  den  Abstanden  R-f-e 
und  A  —  e  vom  Mittelpunkte,  so  muss  auf  den  Ausdruck  C  S.  362  ftir 
die  gegen  die,  Meridianebene  senkrechte  Kraft  zurückgegangen  werden, 
welche  ein.  Blement  d»  auf  ausobt,  indem  darin  4»  oder  —  m  fbr  ^ 
und  A-l- «  oder  Jt — t  für  %  gesetzt  wird.  Man  eriullt  dana  Air  +1» 

fttr  —  »  t 

»  «ft    All«   o  — (il-el  cos  « 

•  4.  »  +  (ü-  ej*  -  9n  f«  -  ei  e6s  a  »  ' 

Die  Summe  do«?  erstereii  mit  +^  mulliphciprlcu  und  des  lefzteren  mit 
—  6  multiplicierten  Werthes  giebt  das  von  d«  auf  die  Nadel  ausgeoblB 
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Drchuagsmouient,  nUmlich,  wenn  man  M  für  tem  schreibt  und  beacbtcl, 
dass  a  t  h  und  e  ge^ea  H  verecii winden, 

sÜ^raSsi^  =-  -T-fS«»?      +  ^  (3C0S  ««-  l)d«+.'.j 

folglich  ist  daB  von  dem  ganzen  Kraifie,  ta  welchem  dt  gehört,  auf  die 
Nadel  ausgeübte  Drehungsmoment 

—  -T-  j-W         «d«  +  ^  1  (3  cos         1)  d«  +  .  .} 


—  iT" 

weil  die  folgenden  Glieder,  welche  die  vierte  oder..h<iiiere  Pateozen  von 
^  enthatten,  weggelassen  werden  können. 

.bUegv^oriJoun  iliesai  mit  dad6  mulüpiicierten  Werth  zwischen  den 
.Grenzen  von  a  =  a  bis  o  =  of  und  von  A  =is  —  b'  bis  b  b',  sp 
HalidaS'Mduci  diesda^ittiegrals  in  -  ..y*  daS'Vom  lfullipli«atpr..«iif 
dit  eotlbimfft  Nadel  atisgeobte Biieton^ntiM^  ..  i  .tU 

Für  den  Fall,  wo  o'  vop    ^«lig  verschieden  ist,  crgiebt  sich 


und  a  ist  in  diesen)  Falle  der  Hali)n»esser  des  Mulliplicfifors.  Ver- 
sieht man  nun  im  Allgememen  iinti  i  Halbmesser  des  MuJliplicators  einer 
entfernten  Nadel  den  Ausdruck 

/f(aV+oa  +  a"a") 
wd-beieiohiMt  ihn  mit  /,  so  ist  das  Dnehm^smqmeDt 

>  ■ 

Vergleicht  man  emlKch  den  gelttideiien  Ausdruck  des  Drehnngsmo- 
ments,  virelches  der  Hnlliplicalor  auf  die  in  seiocm  Mittelpunkte  be- 
findliche Nadel  ausübt,  mit  demjenigen,  welchesr  er  austtben  wttrde, 
wenn  die  Nadel  weit  entfernt  wUre;  so  ergiebt  sich  da»  Ver- 

haltniss  ^  .j.« 

—y—  •  Ml :  —  —  •  Ml  =  1 .      -^jp-.  ■  ,  j 
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Itcgelii  cur  BerediDttiig  des  WiderttMids  mn  den  meh  der  «nleo 
Hetkode  Art.  td  «■•(^tllhrteii  Beofcaclitngeii* 


Die  Gerade  NS  bezeichne  die  Richtung  des  horizontalen  Erd- 
magnetismus, dessen  Starke  aa  dem  Orte  A=  T\  an  dem  Orte  B^T" 
sei.  Bine  gesehloßs*  HP  Kctto  bestehe  aus  zwei  verticalcn  Ringen,  deren 
Mitlelponkle  A  imd  B  seien.  Der  Ring  D ,  welcher  den  MultipUcator 
bildet,  stehe  fest,  der  Ring  A,  welcher  den  Tnduclor  bildet,  sei  um  sei- 
nen vertiOileii  Dorcbmesser  drehbar.  Die  Somtne  der  Flttchen ,  welche 
von  allen  Umwindungen  des  Ringes  A  begrenzt  werden,  sei  5.,  und  y 
beceiclme  den  Winkel,  welchen  die  Normale  der  Ringebene  mit  der 
BiGfatvtag  NS  am  Bnde  der  Zeit  i  bildet;  so  ist  die  ProjeetioB  von  8  auf 
«ine  auf  iWB  seokrechte  Ebene  in  diesem  Aqgetabiicke  =^  S  cos  tf)  und 
die  Zunahme  derselben  in-  dem  ZeiMiemente  dl  ist  —  S  sio  ^  .  d^. 
Hteram  ergieb^  »eh.  der  absolute  Werth  der  ,vom  Bidmagnetismus  T , 
auf  dmi Bing il  ausgeübten  elektrbmotori sehen  Kraft  nach  Art  40 

eE=z^  Sr.  sin  t/;  4f  *     .  '  • 

Der  Integralwerth  hiervon  von  dem  Augenblicke,  wo  ^  —  ;t  war,  bis  zu 
dem  Augenblicke,  wo  0  geworden  ist,  werde  durch  e'E  bezeich- 
net, so  ist 

Der  von  dieser  elektromotorischen  Krail  in  der  ganzen  geschlossenen 
Kette  hervorgebrachte  Strom ,  dessen  Intensität  am  Ende  der  Zeit  I 
mit «/  bezeichnet  wird,  geht  durch  den  Multiplicatorring  B,  welcher,  so 
durchströmt,  auf  die  in  seinem  Mittelpunkte  bcrmdiiche  Nadel ,  deren 
magnetische  Axe  mit  NS  /usammenföllt ,  ein  Drehungsmoment  ausfibt. 
welches  nach  S.  368  auf  folgende  Weise  ausgedrückt  wird : 

worin 

7"  =  ^tTZITir  i*"®  T+na'o'+6"6*)         ♦  Vi« +  {aa+h'i'AJ  b'b'  ) 

Bs  bezeichnet  hier  n  die  Zahl  der  Umwindungen  des  Multiplicator' 
ringes  B,  <^mid  a'  den  kleinsten  und  grOssten  Halbmesser  und 
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9b'  die  Höbe  desnlbeD,  Jf  den  Magnelismiu  der  Nadel  nach  absolätem 
Haasse  und  Stf  iai  der  Quotfent  wenn  in'die  iMenge  des  nord- 
magneüschen  Flaidnms  ausdrückt,  weiches  nach  der  idealen  Verthei- 
lang  aof  der  OlMhflllcfae  der  Nadel  verbreitet  fst. 

Bezeichnet  K  das  Trägheitsmoment  der  Nadel,  60  ergiebl  sich  hier- 
aus die  AcceleratiQD  der  Drehung  der  Nadel 

— -  J»»  .  Mi  . 

Bezeichnet  mao  ferner  den  Ihtegralwerili  der  StrominlenBiUlt  t/  flir  den 
Zeitranm  von  dem  Angenbücke  m^vroipsrsit  war«  bis  ni  dem  Angen- 
hlicke,  wo  ^=0  geworden  ist,  mit  tV,  so  ist  der  bt^gralwerth  der 
AooeleraiioQ  Ibr  den  namUchen  Zeitraum,  d.  i.  die  durch  dentnduetions- 
Stögs  der  Nadel  erlheflte  Drehungsgcschwindiglteit 

Aip           inJt  MC 

~W  -  •     r      '  K 

dnncb  Miiltiiijiaalioimit    ilie  SloiigiMiownmtil»  a 

'  '•.    w  '  •      ■  \ 

.  • 

•1      .  <tKr' 


erbtilten  wird,  wo  f  dieScbwingongsdaner  der  Nadel  beieielinei.l  - 

Ist  1 :  (1  +  0)  das  VeihHUniss,  in  welchem  die  magnetische '  Di- 
f«eCi4>nritraft  dnrch  die.  Blaslioitai  dee  Fndsoa,  an  welohem  die  Nadel 
hHogt,  VetgrtliBert  wird»  wd'  T*  die  Sntrke  des  horizontalen  Erdmagn»> 
IB  Orte  des  Hidliidioalors,  ao  ist 


oder 

K    ()  4-  «j  T  'C 

folglich 

»  =  t55i  

Bezeichnet  endlich  wW  den  Widersland  der  ganzen  geschlossenen 
Ketle ,  so  ergiebt  sich  für  die  Berechnung  des  Coefficienten  w  die  Regel 

was  zn  beweisen  war. 
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R^el  zur  Berechnung  des  Wider8t.in(i.s  aus  dm  nach  der  zweiten 
Methode  Art.  15  .ausgefUiirten  Beobachtungen. 

Wird  d(*r  foststohon(lo  dein  ni;ii;nPlj.schen  Meridiane  parallele 
Hing  B  in  sich  gesclilusMin  und  die  in  seiuem  Miltelpiiiilite  luiugendc 
Nadel  m  Schwinfjuni,'  .gesetzt .  so  wird  von  dieser  Nadel  auf  den  Ring  B 
ciac  ü  1  e  k  t  r o  III  o  f o  r  i  s  c  U e  Kraft  ausge^bl,  welche  auf  folgende  Weise 
bestimmt  werden  kann. 

BcT^eichnet  •ff»  das  nordmagnetische  Fluidum,  welches  nach  der 
idealen  Ycrtheilung  auf  der  Oberfläche  der  Nadel  verbreitet  gedacht 
wird,  und  +0  dieEolfemting,  in  welcher  der  Mittelpunkt  dieser  magne- 
tischen Masse  von  dem  Mittelpunkte  des  Ringes  B  Hegt ;  bezeichnet  fer- 
ner — m  das  sttdPMQineÜsohä.Fbuduni,  welofaes  bßdk>ä»  idänlen  Ver- 
theiluiig  auf  der  Oberflttche  4er  Nadel  verbreitet  gedacht  wird,  und  —  e 
die  Entfernung,  in  welcher  'der  Mittelpunkt  dieser  magnetischen  Masse 
von  dem- Mittelpunkte  des  Ringes  B  liegt;  und  ist  folglich  der  Nadel- 

magnetiaiBMS  •■  <  ^ 
,  I  ■  •   if  sss  2fln  t 

so  NMid,  wenn  die  Drehungsgeschvvindigkcil  <ler  Nadel  ist,  tur  kknuc 
E longa tion?? weiten  der  Nadel,  die  rloklroniotorisolie  Kraft,  welche  die 
Nadel  auf  eine  l'mwindung  des  Hinges  /i  ausübt,  deron  Halhiuesser 
=  a  ist  und  deren  Ebene  in  der  Entfernung  b  vom  Mittelpunkte  des 
Ringes  B  liegt,  nach  S.  365  durch  folgenden  Ausdruck  bestimmt : 

indem  dort  erstens  ^  =  -h  m  und  11  =s  +  (7,  zweitens  (*  —  —  m 
und  ti  =  —  ey  geselxt  und  die  Summe  beider  Werthe  genommen  wmL 
Die  elektromotorische  Kraft,  welche  die  Nadel  anf  den  ganzen  Bing  aus- 
übt, dessen  innerer  und  Süsserer  Halbmesser  a  und  a  und  dessen  Höhe 
26'  ist  und  der  n  Umwuuiungeu  besitzt,  folgt  hieraus  —  eE,  wo  e  = 
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oder        ,:=.^rM,ifm~s^\\oB  WltXim 


oder  «  =  ^  •  Mr 

weon.  wie  oben, 

gesetet  wird. 

Der  im  Multiplicatorringe  hierdurcii  inducierte  Strom ,  dessen  lo- 
temitil  mit  — yÜ  bexeichoel  werde,  wo  i/  die  Intensität  desjenigen 
Stroms  ist»  welcher  von  der  elektromotorischen  Kraft  y  Jf  hervor- 
gebracht werden  wOrde,  übt  rtkdcwlrts  auf  die  schwingende  Nudel 
wieder  ein  Drehnngsmoment  auSt  welches  nach  S.  368  aof  folgende 
Weise  ausgedrückt  wird : 

Bezeichnet  K  das  Ti*'Jgheiismünient  der  N'adei,  so  ergiebt  sich  biei^ 
aus  eine  Retardalion  der  Drebungsgosrhwindigkeit  / 

T  K  • 

Bezeichnet  man  endlich  mit  gt  den  kleinen  Winkel,  weichen  die  schwin- 
gende Nadel  In  irgend  einem  Augenblicke  mit  dem  magnclischen  Meri- 
diane macht,  also  =  ,  so  ist  das  Drehuogsrooment,  welches  der 
Erdmagnetismus  7  auf  die  Nadel  ausübt , 

=  —  MTq) 

und  dies  verursacht  eine  Retardation  der  Geschwindigkeit  y 

  MT  ^ 

=  — nr  V 

wozu  noch  deijeuige  Tlieil  der  Retardation  hinzuzufügen  ist ,  wolclier 
von  der  ElaüliciUit  de>j  Aufhängungsfadens  herrührt,   und  \vel<  her 
wenn  0  die  daraus  enläprmgende  Oirectionskraft  der  Nadel  in  Iheiieu 
ihrer  magnetischen  DirecUonskrail  ausdrückt. 


 —  V 


ist.  Die  giMue  Retardalion  der  Geschwindigkeit  /  =  betrügt  hier- 
nach 
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woraus 

folgt,  wo  e  die  Basis  der  natürlichen  Loyarilhnien,  /  die  von  einem 
Durchgang  der  Nadei  durch  den  Meridian  gerechnete  Zeit  und 

die  Schwingungsdauer  der  Nadel  ^'^  endlich 

das  Verhällni8B  zweier  auf  einaiider  fölgeoder  ^wingoogsbogen  ist. 
Der  oatttriidie  Loggirithiiius  dieses  Veriialloissefl  oder  das  logBritinniscfae 
Deeremeat  der  Abnahme  der  Sehwingangdiogen  ist  also 

  nsMit 

—  ~w  • 

Aus  dieser  Gleichung  folgt  zur  Bestiminiiiig  der  InteDsilllt  Q  des  von  der 
elektromotorischeii  Kraft  e  =  in  dm  gescfalossenen  Ringe  B  her- 
vorgebracblen  Stroms 

und  hieraus  endlich  zur  Bestimmung  des  Widerstands  wW  des  Ringes  B 

Dieser  Aosdrock  von  w  Ulsst  sich  in  eine  andere  Form  bringen«  wenn 
man  beacblet»  dass  die  Schwingungsdauer  der  Nadd 

and 

war»  woraos 

jfr  _      -f  u 

sidi  ergjdilk  imd  wenn  man  ausserdem  beachtet»  dass»  wenn 

■5^  =  tangi;^ 

gesetzt  wird,  nach  beliannter  Methode  ans  magnetometHschai  Ablen- 
kungsversuchen bestimmt  werden  kann.  Durch  Multiplicalion  dieser 
beiden  Gtolchnngen  erhtUt  man 
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uaii  folglich 


was  zu  beweisen  war. 


  < « ^  —  -4-  ü  f' 


XL 

Regela  xur  Beredmaii^  des  von  dnem  Stnuiie  nii  GleitotoUe  ia- 

dacIerCeii  Stroms. 

Bs  ist  ein  Strom  v<m  dar  oonstanten 
IntensitHt  %  gegeben,  welcher  bei  a  in  den 
Kreisbogen  ab  eintritt  and  durch  denselben 
bis  at  der  Stelle  h  fortgeht,  von  wo  er  durch 
den  Halbmesser  be  nach  dem  Mitteipunkte  e 
und  -von  c  nach  a  zamdrgeleitet  wird.  Bs 
soll  die  elektromotorische  Kraft  berechnet 
werden,  welche  von  diesem  Strome  anf  ei- 
nen oder  mehrere  concentrische  Kreise  def 
ausgeübt  wird,  wahrend  das  bewegliche, Strorastuck  he  einen  Kreis 
nm  e  beschreibt,  odo*  genauer,  wshrend  das  Bode  h  des  beweglichen 
SiromstOcks  he  den  Bogen  ofo  durchlauft,  welcher  um  den  beliebig 
Idmien  Zwisetonreum  stt  kleiner  ist,  als  die  ganze  Perqrfierte.  Bs  sind 
hierbei  dreieriei  Arten  von  elektromotorischen  KrSften  zu  unterscheiden, 
nSmlich  1)  diejenigen  elektromotorischen  Kräfte,  welche  von  den  Ele- 
menten des  beweglichen  Stromstucks  he  ausgeübt  werden;  2)  diejeni- 
gen elektromotorisdien  Kräfte,  weldie  die  am  Bnde  des  Bogens  «6  in 
Folge  des  FortrUckens  des  beweglichen  Stromsflicks  he  neu  etdtretenden 
Stromelemeote  ausüben ;  3)  diejenigen  elektromotorischen  Kräfte,  welche 
die  an  der  Gleitslelle  b  von  dem  Bogen  ah  zu  dem  Halbmesser  be,  oder 
von  bc  zu  ba  Ubergehende  ElektricitHt  in  Folge  der  Aenderung  ihrer 
Geschwindigkeit,  welche  sie  daselbst  erleidet,  ausübt. 

Was  die  erste  Art  von  elektromotorischen  Krilflen  betrifft,  so 
wird  nach  Art.  30  S.  307  der  ersten  Abhandlung  über  olektrodyua- 
uiische  Maassbestimmungen  die  elektromotorische  Kraft  eines  Ele- 
ments a  des  beweglichen  StromstücLs  bc  auf  ein  Element  «'  dca  intlu- 
cierten  Leiters  def  durch  folgenden  Ausdruck  bestimmt: 

—  -~  t  ^sin  $  äa  II  cos  a  —  ^  cos  ^  cos  t^j  .  at*  vos  o', 

27* 
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Die  a.  a.  0.  geg^Mme  Erklärung  der  Buchstaben  erhellt  aus  der  An- 
wendung auf  den  vorli^nden  Fall  von  selbst.  Es  sei  nttmlich  C  der 
Mittelpunkt  des  Kreisbogons  A'A,  durch  welchen  dor  induoierende 
Strom  i  von  A  nach  A  gehl,  und  der  bewegliche  Badius  CA  =  R  bilde 

das  bewegliche  StromsWck,  durch 
welches  derselbe  Strom  i  von  A  nach 
C  geht.  Das  indaderande  Element 
a  liege  in  diesem  Radius  in.  der  Est- 
fernnng  ^  vom  Mittelpunkle  C.  Das 
indaderfe  Element «  sei  ein  Elemeot 
eines  coneenirischen  Kreises,  dessen 
Halbmesser  =  Jf  ist,  und  der  be- 
wegliche Radius  CA  bilde  mit  dem 
durch  «'  gelegten  Radius  den  Winkel 
(f  z=ACu.  r  ist  die  von  «  nach  a  ge- 
zogene Goradc,  mit  welcher  (he  Ricli- 
lung  des  Stroms  in  «,  nUmlich  <((1  (]on 
Winkel  aaC^O  macht.  Ks  Icuchtel 
nun  femer  ein,  weil  die  Induction 
bloss  von  der  relativen  Bewegung  der 
beiden  Elemente  a  und  a  gegen  einander  abhängt,  dass  statt  der  Dre- 
hung von  a  um  den  Mittelpunkt  C,  wobei  «  unverrdckt  bliebe ,  eine  im 
Bogenwerthe  gleiche,  der  Richtung  nach  entgegengesetzte  Drehung  von 
«  um  denselben  Mittelpaolct  C  gesetzt  werden  kann,  wobei  a  unvenUdct 
bleibt.  Han  setze  also  hiemach,  dass  das  Element  a  nach  der  Richtung 
der  negativen  Tangente  aB  mit  der  Geschwindigkeit  v  bewegt  werde. 
Diese  Richtung  bildet  mit  der  verlängerten  r,  d.  i.  mit  o'D  den  Winkel 
HaB  =  1^ .  Da  femer  a  selbst  ein  Element  des  Kreises  ist,  dessen  Rich- 
tung mit  der  positiven  Kreislangente  aB  zusammenftlH,  so  ist  der  Wm- 
kel,  den  seine  Richtung  mit  der  verlängerten  r  macht,  ft—ti-^-n.  Der 
Winkel  b  der  beiden  Ebenen  endlich,  welche  durch  r  parallel  der  Strora- 
richtung  in  a  und  parallel  der  Richtung,  in  welcher  u  verschoben  wird, 
gelegt  werden,  ist  «  =  0,  wenn  0  und  r,  entweder  beide  kkiiu'r  oder 
beide  grösser  als  n  sind,  oder  b  —  rr .  wenn  der  eine  von  den  beiden 
Winkeln  ö,»/  kleiner,  der  andere  grösser  als  n  ist.  Setzt  man  daher  für 
oder  sobald  sie  grösser  als  n  sind,  ihre  Ergänzungswinkel 
zu       M)  wird  immer  cos  «  =  +  I.  ,  Man  erhält  hiemach  fitr  obi- 
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gea  Ausdruck 

*f      i  ^sin  Bsintf  — -|  cos  0  cos  0*  ^  .  ov  cot  0^, 

worin  der  Weiüi  von  0  immer  kleiner,  der  von  0'  grosser  als  « ist,  femer : 

rr  =  RB^  +  (>p  —  2/f  (>  cos  ^ 

r  sin  0  =  R  sin  tp 
r  cos  0  =:  Q  —  [{  coü  <p 
r  sin  ()'  —  ()  cos  (p  —  R 
r  cos  e'  =  —  if  sin  . 

Setzt  mno  ausserdem  a  =  —  df  und  «' =  ifd^,  so  erbtttt  man  folg^ 
den  Ausdruck : 

+  ^  o»  .  JT  sin  q)^d9)  .  (l  —  '^f  (/r  —  (>  cos  «/>))  -«"^^  . 

Setzt  man  hierin  rr  =  KR  +     —  2if^  cos  y ,  so  üuUet  uian 

/(^  -  ^  (ir-   cos 9))      =-      +  Consl. 

Es  ist  daher  die  Summe  der  clektroiiiütorischen  Kräfte,  welche  sämnit- 
liche  Elemente  des  beweglichen  StroüislUcks  von(>  =  Äbis  zu  (j~0 
auf  rlas  inducicrtc  Elcmeul  a  ausüben,  wenn  RR  -f  RR  —  iiiii  cos  tp 
=  rr  gesetzt  wird, 

+  4  avi  .  iiiUi      ''"Jf^  ; 

endlich  die  Summe  der  elektroTnotoriscbon  Krtlfle  für  alle  tnducierlen 
Elemente  des  Kreises  def^  d.  h.  Hir  aUeEiemenfe  von  9=0  bis  9>=älff : 

Das  Product  dieses  Aiisdnidts  in  die  Zelt  I  ist  der  Integfalwerth  der 
Summe  der  eldciromotorisdien  Krftfte  !tor  die  Zeit  /,  oder  fkir  den  vom 
Inducenlen  in  dieser  Zeit  durchlaufenen  Weg  vi.  Setzt  man  folglich 
9t  Siuiir,  d.  h.  gtdcb  der  n  fachen  Lange  der  Kreisbahn .  so  erhalt 
man  den  lnl^;ralwerth  der  elddromotorischen  Kraft  fUr  n  Umdrehungen 
des  Inducenten: 

Besieht  der  indoderle  Leiter  nicht  bloss  aus  einer ,  soodeni  «os  »  Um- 
Windungen,  deren  Halbmesser  nicht  merklich  verschieden  sind,  so  erhalt 
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man  die  Sumnio  der  eleklromolorischcn  Krilfle,  welche  durch  n  üiiidre- 
hungen  des  Inducenten  aof  alle  m UmwioduQgeD  des  iodudertea  Leiten 
ausgeübt  werden : 

+  ai .  mnnlUUiil  | 


worin  r'r'=  RRRB  —  2RR  cos  fp  zu  setzen  ist.  Setzt  man  R  =■  kR^ 
wo    <  1  ist ,  so  erbalt  man 

4  <     l      i  ,    8*  CO»  y    ,     <S    We^cos  9^*^   ,    ti    ik*  cot  y* 

folglich 

Setzt  man  hierin  wieder  für  k  seinen  Werth  jf  und 

SO  erhalt  man  für  die  gesuchte  elektromotorische  Kraft  den  Ausdruck 

was  zo  beweisea  war. 

Was  die  zweite  Art  von  elektromotorischen  Krilften  betrifft,  so 
wird  nach  Art.  30,  S.  367  der  ersten  Abhandlung  über  elektrodyna- 
mische MaassbestimmuDgen  die  elektromotorische  Kraft,  welche  ein 
Element  des  unbeweglichen  SlromstUcks  «,  in  welchem  die  Stromslärku 
im  Z(  it(  IcMicntc  dt  uiu  di  wächst,  auf  ein  induciertes  Element  a  aus- 
übt, durch  loigendeo  Ausdruck  bestimmt : 

E-^  siiicl  nun  a  und  «'  Elemente  zweier  Kreisbogen  A'a  und  liu,  welche 
einen  gemeinschaftlichen  Mittelpunkt  C  und  die  Halbmesser  Ii  und  /{' 
haben.  A'a  ist  das  unbewegliche,  aC  das  bewegliche  Stück  des  indu- 
cieronden  Stroms;  der  Winkel  aCa  =  (p  ist  der  Winkel,  welchen  das 
bewegliche  StiojnäUick  mit  dem  Halbmesser  dc  ^  indueierten  Elements  «' 
bildet;  a  ist  das  in  die  StromkrllG  neu  eintretende  Lciterelemenl  wah- 
rend das  Ende  des  beweglichen  Stromstücks  um  Rö(p  =  a  fortsc  Ii  reitet. 
Die  Stromricbtung  aA  im  Elemente  a  macht  mit  der  Richtung  aa  =  r 
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te  Winkel  4-  s  =  9;  die  Biolitiiog  ttB  des  indocierteii  BlenieBts 
«'  nacht  mit  der  RichtoDg  der  verlSogerten  r,  d.  h.  mit  « JD  den  Winkel 

cm'JB     TT  =  ö*.    Fällt  man  von  a  auf  Ca  das  Perpendikel  «J?,  und 
von  a  auf  die  verlängerte  Ca  das  Perpeiulikcl  aF,  so  ist  uaF  = 
=    —  n  und  ateE  =  aa'Ä  =  ö' —      fulglich  die  Perpendikel 

a'F  =  R  wi^  =  r  OOS  «o'F  =  — .r  cos  ö 
=  A  gm    =s  r  OM  aaE  =s  — cos  ^* 

Biqnns  eijgieliC  sidi 

a  et»  d  m  0  = ma  ^fNi/tp/ , 

Setzt  man  diesen  Werth  in  den  obigen  Aufdruck  der  elektromolori£cfaen 
Kraft»  so  erhalt  man  dafür : 

Seilt  man  =  '  ,  wo  f  die  Zeit  bezeichnet,  in  woicher  die  Strom- 
stärke  im  indacierenden  Elemente  a  =  Rdtp  von  0  bis  i  wächst;  so  ist 
die  dektromolofiflcfae  Kraft  des  mit  der  Stromstärke  t  neu  einlreleaden 
SiromelemeDts  a  das  Frodoct  dieses  Ausdrucks  in  die  Zeit  I: 

—     M  '  -^r-  sin  <p*d<p 
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und  die  Summe  der  elektromoloriächen  Kräfte  fUr  ullo  wahrend  einer 
UmdFehung  des  bewe^chea  StromstttdcB  neu  eioireteadea  Strooi* 
elemenle : 

.  wenn 

^  =  liBT+W)*  r  +  -r  vwTmr)  +  ir  (Tarrwir)  +  •  *  j 

gesetzt  wird.  Diese  Summe  ist  Hlr  alle  inducierlen  Elemente  desselben 
Kreises,  zu  weichem  «'gehört,  ihrer  Lsknge  proportional.  Bildet  also 
der  inducierte  Leiter  m  Umwindungen ,  deren  Halbmesser  nahe  =  R 
sind,  deren  Lange  folglich  =  ^tnnR  ist,  so  erhält  man,  wenn  man  diese 
Lange  für  a  in  den  obigen  Ausdruck  setzt ,  die  Summe  der  elektromo- 
torischen Krttfke .  tvelche  von  allen  wtthrend  einer  Umdrehnng  des  be- 
weglichen StromsCUcks  nea  eintretendfln  Stromelesnenlen  anf  den  gan» 
xen  indttcierleii  Leiter  ansigeubi  werden,  oder,  wenn  Eian  noch  mit 
n  mnitipliciert,  dieselbe  Summe  ihr  n  Umdrehmigen  des  heweglicfaen 
SlnNDsMcks,  voransgeiettl,  das«  die  Wirkung  des  plAlzlicken  Ver- 
sckwindens  aller  eii^elrelenen  StronelemeBle  am  finde  jeder  UoMke- 
hang  dnrdi  LOimg  der  MocierleB  KeHe  in  dtescai  AugenbUcise  aa%»- 
hoben  werde.  Die  gesuchte  elektromotorische  Kraft  ist  also 

was  zu  beweisen  war. 

Bs  bleibt  also  nur  noch  die  dritte  Art  von  elektromotorischen 
Kmften  zu  betrachten  Obrig»  mimlicb  diejenigen,  weiche  di»'an  dsr 
Gleitelelle  von  dem  anbeweglichen  zum  beweglichen  Sirorastttck  über- 
gehende Elektridtat  m  Folge  der  Aendernng  ihrer  GescbwindigiEei^ 
welche  sie  bei  diesem  Uebergange  erleidet,  austtbt.  Alle  hieraus  sich 
ergebenden  Elementarwirlnmgen  sind  aber,  wie  Art.  39  bewiesen  wor- 
den ist,  den  aus  der  zweiten  Art  der  elektromotorischen  Kräfte  sich 
ergebenden  gleich ;  folglich  findet  diese  Gleichheit  auch  für  die  Summe 
stall,  Uli  die  also  gleichfalls  der  soeben  gefundene  Ausiii  uck  i^uUiij  isl. 

Die  gaaze  eltkd  oiiiijt  irist  lie  Krall  lur  die  Dauer  von  n  Umdrehun- 
gen des  Inducentcn  isl  die  Sijüime  der  drei  frefundrtit  ii  AhmIi n«  k<-  \ 
denen  der  erste  den  beiden  letzten  !'nti.;ri^rageäel2t  gleich  ist,  und  lät 
also  —  ot  .  nuumB^ 
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Bezeichnet  man  endlich  mit  T  dio  Dauer  von  n  Umdrehungen  des 
Inducenten  und  mit  w  den  Widerstand  des  inducierteo  Leiters,  so  erhält 
man  zur  Berechnung  der  Starke  t  des  inducierten  Stroms,  im  Vergleich 
mit  der  Stärke  i  des  inducierendeD  StrcHos,  welcher  eine  Gleitstetle  bat, 
folgende  Gleichung : 

T  =  —  -^'  »MW»  -f-  • 

wo  das  negative  Vorzeichen  des  zweilon  Gliedes  bedoufef ,  dnss;  (h'e 
Richtung  des  indncierlen  Stroms  der  Bichtuni:^  des  iridueierenden  ent- 
gegengesetzt ist,  vorausgesetzt,  dass  durch  die  Drehung  des  Inducenten 
dem  unbeweglichen  Strorastücke  immer  neue  Elemente  zugefügt  wer- 
den. Bei  umgekehrter  Drehung  des  inducenten  dagegen,  durch  welche 
dem  unbeweglichen  Strorastücke  Elemente  entzogen  würden ,  würde, 
wie  von  selbst  einleuchtet ,  das  zweite  Glied  der  Gleichung  den  ent- 
gegengesetaten  Werth  erhalten. 
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1*  üelwr  die  DiflfereDx  svisclieti  Bail^s  und  meiner  BestimmiiDg  der 

mittlereii  Dichc^keit  der  Erde« 


Vor  dem  Bekanntwerden  der  von  Baily  {ExperimmU  wUh  the  lornm 
rod  foT  detenuning  tke  mem  density  of  the  Eartk  London  1843.  4.)  und 
von  mir  (Yersoche  über  die  mittlere  Dichtigkeit  der  Erde  mitlekt  der  . 
Drehwaage.  Freiberg  1838.  8.)  angestelllen  Beobeehtangen  kannte  man 
nnr  zwm  Bestimmungen  der  mittleren  Dichtigkeit  der  Erde ,  die  einiger 
Maassen  auf  Zuverlässigkeit  Ansprach  machen  konnten :  die  von  Maske- 
lyne  und  Qutton,  welche  4,71,  und  die  von  Cavendish,  welche  5,48  als 
Ret)ulUil  gab.  Die  grosse  Verschiedenheit  dieser  beiden  Bestimmungen 
veranlasste  mich,  eine  Wiederholung  der  Versuche  von  Cavendish  zu 
unternehmen.  Zu  gleicher  Zeit  wurde  eine  solclie  Wiederholung  von 
der  Royal  Astronomical  Society  beschlossen,  und  die  Ausführung  dem 
verslofbcaen  Baily  tlbertrageii.    Waren  diese  Versuche  in  England 
etwas  früher  iinternoiDiuen  worden,  ja  hatte  ich  nur  davon  früher  Kennt- 
niss  gehabt,  mit  welchen  Hilfsmitteln,  materiellen  sowohl  als  geistigen, 
man  dort  den  Gegenstand  zu  bearbeiten  gedenke,  so  ist  keinem  Zweifel 
unterworfen,  dass  ich  meine  Versuche  nicht  unternommen  haben  würde; 
—  da  ich  jedoch  erst  von  den  englischen  Versuchen  hörte,  als  die  mei- 
nigen fast  beendigt  und  die  vielen  Schwierigkeiten  überwunden  waren, 
die  sich  mir  bei  meinen  geringen  HtUfsmiUeln  anfänglich  entgegensieU- 
ten,  —  so  wird  es  einer  Entschuldigung  nicht  bedürfen,  dass  ich  meine 
Resultate  veröffentlichte«  wenn  ich  auch  voraussehen  mnsste,  dass  sie 
durch  die  in  London  zu  erhallenden  ihren  Werth  grossenfbeils  wieder 
verlieren  wurden. 

Ich  fiind  die  mittlere  Dichtigkeit  der  Erde  5,44 ;  Baily  fond  sie  5,66. 

Somit  besteht  wieder  eine,  wenn  auch  weit  klemere,  als  die  frü- 
here, doch  nicht  unbeträchtliche  Differenz  in  der  Bestimmung  dies^ 
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Grösse,  und  es  durfte  nicbl  unntflhig  sein,  alles  aulzosodien ,  was  viel- 
leicbt  als  Ursache  davon  angesehen  werden  kann. 

Ks  kann  mir  nicht  beifallen  zu  leugnen ,  dass  die  Versnche  von 
Baily  einen  weit  grosseren  Werth  haben,  als  die  meinigen.  Wahrend 
jene  S1$3  Beobachtungen  umfassen,  aus  denen  einzefaie  Resultate 
abgeleitet  wurden,  bestehen  die  meinigen  nur  aus  57  Beobachtungen, 
aus  denen  auf  ähnliche  Weise,  wie  wir  nachher  sehen  werden,  3(>  Re- 
sultate herzuleiten  sind;  —  wlthreod  Baily  .die  AufhttngefAden  mehr- 
Ikch  wechselte,  und  bald  eiserne,  bald  Impfeme,  bald  seidene  Fflden 
einfech  und  bi61ar  anwendete,  —  femer  drei  verschiedene  Anne  ge- 
brauchte, und  die  Anzidiung  von  7  versdiiedenen  Kugeln,  sowie  aodi 
des  schweren  kupfernen  Armes  allein  beobachtete  —  habe  ich  nur  den- 
selben Kupferdraht,  denselben  Ann  und  einerlei  Kugeln  angewendet. 

Indessen  ist  doch  nicht  sn  verkennen,  dass  die  Ueberemstinunuog 
unter  meinen  Versuchen  zu  gross  isl,  um  das  von  dem  BäS/sehen  ab- 
weichende Resultat  lediglieh  aus  ihrer  zu  geringen  Anzahl  zu  eridftren, 
wie  denn  der  wahrscheinliche  Fehler ,  mit  welchem  meine  Mitteizahl 
hdiaflct  ist,  nur  0,02  betragt.  H;ii!y  sagt  S.  98  :  «Zur  Zeit  bin  icii  nicht 
im  Stande  die  Quelle  der  Verscliietlenheit  anzugehen ,  ausser  daas  sie 
(!t\va  in  irgend  einer  Eigenlhumlichkeit  des  Aufhängedrahtes  zu  suchen 
ist,  indem  es  offenbar  aus  einigen  Experimenten  gegenwärtigen  Werkes 
sich  zu  ergeben  scheint,  dass  geringe  linterschiede  zufüllig  i'iU^tehen, 
nicht  allein  aus  diesem  Gninde,  sondern  auch  aus  der  Art  der  Aufhän- 
gung, wie  sich  aus  der  Classification  in  Tab.  III  ergiebt.» 

Hier  zeigen  sich  allerdings  solche  Dilleir  ti /(  n,  \nid  es  ist  besonders 
das  mittlere  ResuU^it  aus  den  mit  einfachem  Ivujjterdraht  von  0,021 9  Zoll 
Durchmesser  erhaltenen  Bestimmungen  nur  5,548,  also  bedeutend 
niedriger,  als  das  Hauptmittel;  —  dagegen  sind  S.  63  Versuche  be- 
sprochen, die  mit  den  zw^olligen  Bleikugeln  und  der  Aufhängung  an 
bifilaren  Seidenfäden  in  zwei  verschiedenen  Distanzen,  an  einfachem 
Kupferdraht  und  an  bifilaren  Kupfer-  und  Eisendmhtcn  angestellt  wui^ 
den.  und  die  s9mmiUch  sehr  gut  mit  einander  übereinstimme  weshalb 
ich  nicht  glauben  kann,  dass  die  Anfhaogungsart  die  Ursache  der  fra^ 
lich«i  Dilferenz  sei. 

ich  bin  genöthigt,  den  S.  SS  von  Baily  ausgesprochenen  Verdadit 
zurückzuweisen,  als  hätte  ich  dadurch  eine  bessere  Uebereinstimmung 
unter  meinen  Resukalen  herbeigef  uhrt,  dass  ich  einzefaie  Bestimmungen 
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wegen  zu  grosser  Abweicluiiii^  uuleicii  uckt  habe.  Es  ist  dieser  Vertlachl 
aus  der  S.  64  oieiner  Schrifl  enthaltenen  Bemerkung  Uber  einige  Male 
beobachtete  grössere  Anomalien  gcschöpil  worden.  Schon  a.  a.  0.  ist 
gesagt,  wie  diese  sich  von  den  mit  den  Vemichen  sonst  verbundenen 
Unrege iriiaäsigkeiten  leicht  unterscheiden  liessen,  und  deshalb  zwar  den 
Versuch  atörlen,  aber  zu  einem  fehlerhaften  Versuch  gar  keine  \  eran- 
lassung  gaben.  Wenn  ich  nehmlicli  in  diesen  Fällen  die  mit  dem  Anf- 
hüngepimktc  verbundene  endliche  Schraube  drehte,  um  den  Ann  ins 
Schwingen  zu  versetzen,  so  beobachtete  ich,  dass  derselbe,  anstatt  wie 
gewöhnlich  regelmässig  zu  schwingen ,  entweder  nur  eine  ganz  kleine 
Bewegung  machte,  und  deaUich  durch  ein  Hindemiss  festgehalten  >viirde» 
odei  wuhfend  seiiier  Bewegung  pltftolicb ,  und  ohne  vorher  allmalig  lur 
Ruhe  gekommea  bu  sein,  in  die  entgegengesetzte  Richtung  tlbergieng, 
woraus  nothwondig  auf  ein  Anstossen  gefolgert  werden  musste.  In  die- 
sen Fallen,  die  sich  während  der  vom  lOten  Juni  bis  30ten  Juli  ange^ 
steUten  Hauptversuche  zwei  Mal  ereigneien,  war  an  die  Anstellung  einer 
Beobachiniig  nicht  zu  denlcen,  und  sie  koonten  dahw  auch  zu  Herlei- 
tung einer,  wenn  auch  sehr  abweidienden  BestimmuDg  gar  keine  Ver> 
anlassuQg  geben.  Ueber  die  Ursache  dieser  Störungen  habe  ich  a.  a.  0. 
eine  Yerrnuibung  ausgesprochen;  nach  späteren  Erfiihnmgen  scheint 
es  mir  wahrscheinlicher,  dass  ein  Aufhflngedraht  der  Kugeln,  der  oben 
und  unten  zu  einem  Odir  zusanuneogedreht  war,  sich  etwas  aufgedreht^ 
und  an  das  G^use  angestossen  hat. 

Ein,  wenn  auch  geringer,  Theil  der  Differenz  der  Bauptraittel  er- 
gibt och  aus  der  Afi  der  Ableitung  des  Resultates  ans  den  gemaditea 
Be(ri>achtupgen.  Es  ist  in  dieser  Hinsicht  von  Baily  ein  anderes  Ver> 
fiihren  ab  von  mhr  in  Anwmdung  gebracht.  Wenn  aenüich  in  einer 
Reihe  von  umnittelbar  aufeinander  folgenden  Beobachtungen  die  Ruhe- 
lage des  Armes  bei  abwechselnd  verschiedenen  Lagen  der  Massen  be- 
stimmt worden  war,  so  zog  ich  das  Resultat  aus  dem  Mittel  der  beob- 
achlelcn  Armstcllungen  bei  der  einen  und  dem  Mittel  der  gerimdeneii 
Stellungen  bei  der  andern  I>ai:;e  der  blasse.  Baily  daj^egen.  der  S. 
auf  diese  Verschiedenheit  der  Herechnungsart  aufmerksam  macht,  zog 
jedes  Mal  ein  Resultat  aus  der  Vergleielmng  der  islen  und  3tea  Ruhe- 
lasre  mit  der  2ten,  der  2ten  und  it(!n  mit  der  3len  u.  s.  f  Es  orgiebt 
jsictj  aber  aus  der  Natur  der  Sachen,  d.uss  das  letztere  Verfahren  das  rich- 
ligere  ist.  Es  suUlcu  eij|;eatlich  die  Ruhelagen  des  Armes  bei  der  Islcn, 
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3ten,  öten  ii.  s.  w.,  und  ebenso  bei  der  2ten,  4ten,  6ten  u.  s.  w.  Beob- 
achtung dieselben  sein;  sie  werden  aber  nicht  gleich  gefunden,  die 
Lage  des  Armes  durch  geringe  Störnneen  verändert  wird,  und  liieria 
liegt  Uberhaupt  di(!  Hauiitursache.  weshalb  nichl  alle  Resultate  gleich 
sind.  Diese  Acn(lt'nini.'t>n  orfolf^cn  aber  in  der  Kogel  wübrend  der  Dauer 
einer  Beobachtiini,'.sreiiie  stetig  nach  ein  und  derselben  Seite  bin ,  und 
sind  annähernd  der  Zeit  proporfional.  Waren  sie  es  genau,  so  entspräche 
das  Mittel  aus  der  Islcn  und  .'^ten  Beobachtung  auch  genau  der  Zeit,  in 
welcher  die  2tc  Beobachtung  angestellt  wurde,  und  man  muss  die  Be- 
obachtungen also  auch  so  combiniren.  Diese  verschiedene  Berech- 
nungsart  ist  Jbesonders  von  Einfluss,  wenn  eine  gerade  Anzahl  voo  Be- 
obachtungen angestellt  wurde ,  denn  hat  man  davoa  z.  B.  4  gemacht, 
so  ist  es  fehlerhalt,  wie  ich  gethan  habe ,  das  Mittel  aus  der  4  sten  und 
dien  mit  dem  Mittel  aus  der  2teD  und  4ten  zu  vergleichen;  richtiger 
dagegen  nach  Baily  ein  Resultat  aus  der  ^'ergIeichuDg  der  Isten  und 
3t6a  Beobachtung  mit  der  2ten,  und  ein  anderes  was  der  Vergleichung 
der  Sten  und  ilsa  Beobachtnog  mit  der  3teo  abzuleiten.  Deshalb  habe 
ich  meine  Beobachtungen  demgemass  umgerechnet,  wodurch  folgende 
Werthe  erhalten  werden. 
Es  bezeichnet  dabei 

N  die  Schwingungszat  des  Armes, 
corrigirt  wQgen  der  Einwirkung  der  Ibsse  und  wegen  des  Uhifehlers; 

B  die  Ablenkung  des  Armes  durch  die  Anziehung  der  Masse 
nach  beobachteten  Skalentheilen; 

E  die  Entfernung  des  Mittelpunktes  der  M^sse  von  dem  Mittel- 
punkte der  Kugel. 
Wegen  der  Beredmung  verweise  ich  auf  meine  Abhandlung. 
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5. 5785 
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5.5798 

Mittel  5,4843 


Wahracbeialicber  Fehler  0.090 

Mit  Bcrücksii'hligung  der  Ccntrifugalkrafl  erhalt  man  daher  als  mitHefM 
Resultat  fUr  die  mittlere  Dichtigkeit  der  Erde 

5.49. 

Der  Unterschied  ton  der  früheren  Berechnung  zeigt  sich  besonders  bei 
den  letzten  Beobacbtongsreilien  mit  westlich -positivem  Stand  der  Masse, 
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und  dem  aufinerfcsamen  Leser  ydtd  ans  den  Zahlen  aelbat  eiiiteaditeD, 
dasfl  die  jetzige  Bereehnungsart  die  richtigere  istv 

Sollte  Jemandem  auflallen,  dass  auch  in  den  Fallen,  in  welchen 
nur  3  Beobuchtungen  angestellt  wurden,  das  hier  gezogene  Resultat  von 
dem  früheren  etwas  abweiclif,  so  will  ich  nur  daiaui  hindeuten,  Uass 
das  seinen  Grund  iu  einer  etwas  ahf^'eJinderten  Herleitung  der  mittleren 
Schwingungszeit  (iV)  aus  den  einzelnen  Bestimmungen  hat,  übrigens  sei- 
ner Geringfügigkeit  wogen  unerheblich  ist. 

Eine  Weulassnntr  der  beiden  wegen  Unvnllst{lndi«keit  und  wegen 
mangelhafter  Zeitbestimmung  uubefriedigenden  Buobachtuugsreihen  än- 
dert das  abzuleitende  Mittel  so  giit  wie  gar  nicht. 

Andere  Ursachen,  die  auf  die  Verschiedenheit  des  Resu!fa(es  von 
Einfluss  gewesen  wären,  habe  ich  nicht  aufzutinden  vermögt.  Baily  hat 
die  grösste  Sorgfalt  angewendet,  jede  schnelle  Temperaturänderung  zu 
verhindern,  und  hat  zugleich  die  Temperatur  beobachtet.  Die  Grösse 
derselben  hat  einen  Einfluss  nicht  §[ese%t,  und  die  mehrfachen  Umhul* 
Jungen  des  Apparates  haben  nicht  zu  verhindern  vermögt,  dass  eimjge 
!\Iale  Anomalien  vorgekommen  sind,  und  so  abweichende  Resultate  er- 
halten wurden,  wie  sie  bei  mir  nicht  vorkommen.  Es  ist  zwar  walir* 
scheinlich,  dass  der  abgeschlossene  feuchte  Kellerraum,  ia  weichem  ich 
beobachtete,  gttnstig  gewesen  sd,  und  die  Entstehung  schttdUcfaer  Luft- 
strömungen verhindert  habe;  hidessen  ist  doch  anch  nicht  za  bezwei- 
feln, dass  wenn  ich  so  viele  Beobachtungen  gemacht,  und  dabei  auch 
so  leichte  Kugeln  angewendet  hlltte,  wie  Baily,  gewiss  auch  einzebe 
mehr  von  dem  Mittel  abweichende  Resultate  vcH^gdcommen  sein  worden. 

Die  Messung  der  Entfernung  der  Massen  geschah  von  Baily  weit 
vollkoominer  als  bei  mir;  indessen  bürgen  doch  auch  bei  mir  die  lieber- 
einstinmiungen  in  wiederholten  Messungen  dafUr,  dass  keine  Unsicher- 
heit von  Belang  in  dieser  Hinsicht  zurttckblieb. 

Das  Trägheitsmoment  der  Kugeln  wurde  von  Baily  (S.  108)  genauer 
berechnet,  wahrend  ich  ihre  Ifosse  im  Mittdpunkte  vereinigt  angenom- 
men habe;  indessen  würde  diese  Verbesserung  mein  ebeu  gduDdeoes 
Mittel  nur  um  0,002  vermindern. 

Der  Halbmesser  der  Enle  wird  nach  den  Airy'schen  Formeln  fS.  1 1 0) 
mit  Berücksichtigung  der  Centrifui^alkrafll  anders  berechnet,  es  folgt  da- 
raus für  meinen  Fall,  dass  duü  Resultat  um  das  0,0003ifache  zu  vermeh- 
ren ist,  aniitail  dass  ich  nach  S.  6G  das  0.001  aifache  berechnet  habe. 
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Die  von  Baily  (S.  113)  angewendete  Reduclion  der  Gewichic  auf 
■den  laAIeeren  Raum  dUrfto  unrichlig  sein,  da  nicht  bloss  das  Gewicht 
der  von  dem  Körper  verdrängten  Lufhnasse  seinem  Gewichte  zuzurech- 
nen, sondern  auch  das  Gewicht  der  von  den  Gcwicbueuiheiten,  mit 
denen  gewoj^en  wurde,  verdrüngten  Luftmasse  abzuziehen  ist;  doch 
auch  diese  Corrcction  ist  ohne  wesentlichen  Einfluss. 

Dagegen  ist  auf  einen  Lnistand  aufmcriisani  m  machen,  der  aller- 
dings dafür  zu  sprechen  scheint,  dass  das  von  Baily  gefundene  Mittel 
etwas  zu  gross  sei.  Nimmt  man  nemUch  aus  Tab.  V  (pag.  CCXLY)  das 
arithmelisclie  Mittel  aus  den  Resultaten  für  jede  Art  von  Kugeln  in  der 
dort  angenomiDeoea  OrdniiQg  toh  den  fichwefstea  anfiingend,  so  erhall 
man  lUr  die 

SyaVöUigen  BJeikugeln  5,095 

%  -   5,634 

S</i  -     (hohlen)  Kapferkogeln  5,658 

4i/|  •     natmkagehi  5,697 

%      -     ZinUnigeln  6,066 

%      -     Glaskngefai  5,768 

8      -     Blfenbeioluigebi. . . .  5,775 

den  kupfernen  Ann  allein  6,0S4 

Eine  geoanere  Berecbnong  der  Hittelzahlen  mit  BemcksichtigoQg 

des  Weftbes  der  einzelnen  Beihen  wurde  keine  wesentliche  Aenderang 

bewiiken. 

Man  erimU  also  ein  mn  so  grosseres  Resoltat,  je  leichter  die  ange- 
wendeten Kngehi  waren.  Hinsichtfidi  des  kopfemen  Annes  hat  Baily 
(S.  84)  selbst  hervorgehoben,  dass  er  ein  za  grosses  Resoltat  giebt,  uad 
man  die  Versuche  damit  mit  den  Uebrigen  in  guten  Emklang  setsen 
wurde,  wenn  man  die  Anziehimg  der  Masse  «nf  den  kopfemen  Ann  om 
Vjo  vermindern  wollte. 

Ist  es  nun  nicht  vielleicht  anzunehmen  erlaubt,  da5?s  überhaupt  die 
Anziehung  der  Masse  auf  den  Ann,  od  er  auch  wohl  daa  liiJi^heitsmo- 
ment  des  letztem,  etwas  unrichtig  ge^chalzt  wurde,  was  um  so  weni- 
ger von  schädlichem  Einflüsse  wird,  je  schwerer  die  Kugeln  sind,  so 
dass  die  Resultate  mit  den  hchwersten  Kugeln  sich  der  Wahrheit  am 
meisten  nahem,  jedoch  immer  noch  zu  gross  sein  wttrdeu? 
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3.  Neue  AnffteUang  der  Drebwuge. 

Meine  Versuclu  ober  die  miltlcre  Dichtigkeit  der  Erde  waren  in 
einem  wohlverschlossonen  Kcilcrrauine  angestellt;  die  Holztbeile  des 
Apparates  lingen  nach  BeendigunG-  f?er  besehriebenen  Versuche  an,  in 
Fäulniss  Ul)uri:u-'i  li(  11 ;  ich  stellte  daher,  um  ilm  aufzubewahren,  den 
zum  Thoi!  neu  lurgeslelllen  Apparat  im  zweilcn  Stockwerke  auf.  ohne 
zu  holTen,  dort  weitere  Versuche  anstellen  /.u  können  ,  indem  ahnliche 
Vorsiclitsmaassregeln,  wie  sie  Baily  gegen  TeinperaturverJinderungen 
und  Luftströmungen  getroffen  hatte,  anzubringen,  mir  nicht  gestattet 
war.  Der  Erfolg  liat  jedoch  gezeigt,  dass  der  Apparat  auch  oboe  diese 
angstliche  Vorsorge  zu  Vermeidung  des  Einflusses  äusserer  Temperatur' 
Veränderungen  recht  gute  Resultate  zu  geben  im  Stande  ist. 

Die  Drehwaage  wurde  an  einem  adir  starken,  nahe  an  der  Decke 
des  ZinimefS  mittelst  zweier  durchgehenden  dicken  eisernen  Bolzen  und 
einer  eisernen  Stossplatle  an  einer  massiven  Mauer  befestigten  eisemea 
Arm  durch  ihren  Draht  anfgebiliigt.  Der  Draht  war  ein  Tefsilberler 
Kupferdraht  von  0,5""  Durchmesser,  und  2870"*  Liinge.  Hit  ihr  ausser 
,  aller  Verbindung  stand  das  sie  umgebende  Gehäuse  aus  Fichtenhob; 
nur  oben  am  Aufbüngepunkle  ist  der  Zwischenraum  zwischen  der  durch 
eine  unendliche  Schraube  drehbaren  Aze  und  dem  Gehttuse  zu  Abwen- 
dung des  Luftzuges  mit  einem  mit  Baumwolle  geAttterten  Beutel  ausge^ 
Dlllt.  Die  Isolimng  der  so  leicht  beweglichen  Drehwaage  von  dem  sie 
umschllessenden  GehAuse  ist  vollkommen  genug,  um  absichtlicb  auf 
letzteres  ausgeübte  Erachtttterangen  durchaus  ohne  Einfluss  auf  den 
Arm  zu  lassen.  Nur  hei  heftigem  Winde  wird  die  den  eisernen  Arm 
tragende  Mauer  so  erschttttert,  dass  man  eine  geringe  Erzittemog  des 
Apparates  bemerken  kann. 

Bei  meiner  ganzen  Aufstellung  war  ich  schon  frtther  bemttht  ge- 
wesen, dem  Apparate  eine  solche  Einrichtung  zu  gehen,  dass  vorzugs- 
weise nur  die  Anziehung  der  Masse  auf  eine  Ku.ui  1  tmwirkte,  alle  Übrigen 
Theilc  aber  möglichst  wenigen  Einfluss  ausiil  H*  n  um  die  immer  mehr  oder 
weniger  unsicheren  Correctionrn  ilumlK  hst  klt  in,  und  daher  di«  dailurch 
etwa  entstehenden  Fehler  iniÄchadlich  zu  machen.  Eine  .solche  Cor- 
rection  liet;s  sirh  noch  beseitigen,  nemlich  die  Anziehung  des  die  Masse 
tragenden  Drahtes  auf  die  Kugel,  so  dass  zugleich  der  Apparat  dadurch 
compendieuaer  und  leichter  zu  handhaben  wuide. 
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Diese  jetzt  von  mir  gewählte  EiDrichtung  isl  in  dea  Fig.  1  und  2 
(s.  umstehend)  dargestellt.  Fig.  i  ist  ein  Vertikaldnrchschnilt  normal 
auf  die  Lange  des  Armes  durch  die  Mittelpunkie  der  Kugel  und  der 
Masäe,  Fig.  2  ein  Horizuntaldui t  lisf  Imilt  nach  der  Linie  3LVinFig.  i. — 
Man  hat  in  a  Fig.  1  die  Stirnansirlu  des  Armes,  auf  dessen  Stift  der  Bü- 
gel ruht,  der  durch  einen  lernen  Draht  die  Kugel,  b,  trflgt.  In  dem  um- 
gebenden Gehäuse  CD  sind  die  Schrauben,  cc,  angebracht,  welche  die 
Schwingungen  des  Armes  begrenzen.  Der  unlere  Tiieil,  D,  dieses  Ge- 
hJlu.ses  ist  cyh'ndrisch,  und  wird  von  einer  Drehscheibe  umgeben,  deren 
oberer  Theil  durch  die  Schrauben  gggg  horizontal  eingestellt  werdeo 
kann,  die  auf  den  Walzen  ff  l&uü,  und  durch  die  verstellbaren  Walzen 
hhhh  in  ihrer  Lage  gehalten  wird.  Durcli  den  Griff  q  kann  die  Dreh- 
scheibe um  1 80*^  gedreht  werden,  was  durch  die  Anschlagschrauben  pp 
mit  Hülfe  der  Marken  rrr  genau  zu  regoliren  ist.  Der  obere  Theil  der 
Drehscheibe  hat  vier  auf  ihre  Quadranten  vertheilte ,  kreisförmige  Aas- 
schnitte,  kkkkt  in  einem  davon  liegt  die  Masse  A.  Dreht  man  die  Dreh- 
scheibe umlSO'*,  so  bringt  man  die  Masse  aus  der  positiven  (westlicben) 
in  die  negative  (Ostliche)  Lage,  oder  umgekehrt,  ohne  dadurch  irgatd 
einen  andern  anziehenden  Theil  hinzuzoAlgen  oder  w^;zunehmen ;  man 
hat  es  daher  nur  mit  der  Anziehung  der  Muse  auf  die  Kugel,  ulid,  was 
sehr  wenig  betragt,  auf  die  zweite  Kugel,  den  dttnnan  die  Kugel  tragen- 
den Draht,  und  den  sehr  entfernten  Arm  zu  tiltim. 

Immer  habe  ich  nur  Eine  Masse  einwirken  lassen,  weil  ich  es  flir 
hinreichend  erachtete;  obwohl,  wenn  neben  der  zweiten  Kugel  eine 
iihnlidie  Yoiricbtung  mit  einer  zweitm  Masse  angebracht  worden  wllre, 
man  eine  doppelt  grössere  Wiricung  erhalten  haben  wurde. 

Eine  wichtige  Verbesserung  scheint  mir  der  von  Baily  auf  den 
Rath  von  Foibes  (Baily  S.  41)  angewendete  metallische  Ueberzug  des 
Gehftases,  weshalb  idi  das  letztere  inwendig  und  auswendig  mit  Zfam- 
folie  belegte.  Baily  sagt,  dass  er  dadarch  vorzttgUch  die  grüssten,  vor- 
her beobachteten  Anomalien  beseitigt  habe,  und  ich  bin  überzeugt ,  ob- 
wohl ich  directe  Versuche  darüber  nicht  anstellte,  dass  ich  ohne  diese 
Einrichtung  keine  befriedigenden  Resultate  erlangt  haben  wuidu.  Dass 
das  ii  üiier  der  Fall  war,  liegt  in  dem  damals  angewendeten  abgeschlos- 
senen feuchten  Kellerraume  von  sehr  constanter  Temperatur.  Aufweiche. 
Weise  dieser  metallische  Ueberzug  des  Gehäuses  die  anomalen  Bewe- 
gungen des  Almes  bald  nach  der  einen,  bald  nach  der  andern  Seite, 
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wHcIk  (Ik  l[;uiji(iirs;icho.  der  Differenzen  der  einzelnen 'Resnltalo  sind, 
und  mit  denen  (^aveadish  sich  schon  vielfach  beschatligl  hal,  aufhebt 
od'T  doch  wenigstens  sehr  verringert,  bleibt  wohl  noch  zweifelhaft. 
Man  hal  diese  anomalen  Ht  wimaigen  eines  leicht  bewe^lic  ht  n  •  von 
einem  (iehöuse  nmschlos.sencn  Körpers,  wie  (Mner  Drehwaage  odof  auch 
einer  gewöhnhchen  empiindhchen  Waage,  mehrfach  beobachtet,  und 
ich  erinnere  deshalb  nur  an  die  Beobachtungen  von  Munke  und  die 
zwischen  ihm  undl.enz  trowecliselten  Streitschriften.  {Pogg.Ann.  Iki.  17. 
S.I62.  Bd.  18.  S.240.  Hd.  20.  S.  417.  Bd.  22.  S.  210.  Bd.  25.  S.  241. 
Bd.  29.  8.  384.  Bd.  36.  S.  72.),  sowie  an  die  gnnz  kürzlich  in  der  Pa- 
riser Akademie  von  Despretz  und  Pouillet,  der  die  früheren  französische 
Untersuchiuigmi  des  Gegenstände  >  fnstorisch  zusammenstellt,  gemachten. 
MiUbeUungen.  (Cmptet  fwdm  T.  XXIX.  pag.  225.  245.)  Nach  Lesung 
derselben  kann  man  nicht  zweifelhaft  bteiben,dasBdie  an  einer  empfind' 
liehen  Drebwaage  beobacbtelea  BewegoQgen  bei  Annaheroi^  eines  er- 
wSnnten  oder  erksltelen  Körpers  aasserbalb  des  Gehttusea  ihren  Gmnd 
in  venirsacfalen  LnflstrOmangen  haben,  wie  ich  mich  denn  selbst  ttber- 
zeagle,  dass  eine  solche  Drehwaage  von  einem  wannen  Körper  ange- 
zogen oder  abgestossen  whd,  je  nachdem  sich  ihr  Arm  nahe  am  Boden 
oder  nahe  an  der  Decke  des  Gdillases  befindet;  ^  indessen  ist  es 
nicht  allein  eben  so  wahr  als  begrraflich »  dass  die  leisesten  Spuren  von 
Elektncitttt,  die  man  aof  dem  Gehinse  erregt,  sogleich  eme  sehr  meifc- 
Hebe  Anziehung  des  Annes  zur  Folge  haben,  —  sondern  es  ist  auch 
nicht  wabrschemlicb,  dass  die  Annahenmg  einer  nur  sdir  wenig  wär- 
meren Hasse  an  das  ziemlich  dicke  hoheme  Gehttose  so  schnell  Tem- 
peratorvertlndenmgen  dnrch  das  Holz  hindurch  bewiilmn  kOone,  um 
Luftströmungen  hervorzurufen;  —  es  ist  femer  nicht  walirscbeinlich, 
dass  der  metallische  (Jeberzug  durch  Verminderung  der  Wärmeabsorbtion 
so  günstig  wirke;  —  wogegen  sich  die  Erscheinungen  genügend  er- 
klären, wenn  man  anninniii ,  dass  auf  dem  nackten  hölzernen  GehUuse 
durch  übrigens  unbekannte  Ursachen  an  einzehien  Stellen  Spuren  von 
Elektricität  erregt  werden,  was  au  dem  md  Metallüberzüge  versehenen 
nicht  geschehen  kann.  Auch  Baily  (S.  19;  hal  dergleichen  Eleklricitats- 
entwi'  kolungen  angedeutet.  Auch  hat  mir  der  hiesige  Hr.  Bergmeehani- 
kus  Lin-kr  versichert,  das.s  die  schon  mehrfach  beobachteten  Anomalien 
an  feilten,  leicht  bevveghcben  Waagen  beseitigt  werden  könnten,  wenn 
man  ein  Gefkss  mit  Wasser  in  das  Gehäuse  stelle,  was  auch  Air 
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elektrische  Wir  km  laen  spricht.  Sei  dtm  nbrigpns,  wie  ihm  wolle,  f^o 
scheint  es  immer  vorlheilhaft,  sehr  bewoü;iichc  Apparate  in  motallischü 
Gehäuse  einzuschliessen ,  wie  auch  Hr.  Kohlrausch  mit  dorn  von  ihm 
verbesserten  Dellmannsrhcn  Elcklromcler  gcthan  hat  ( Pogg. 72.  S.  3Ö3), 
allerdings,  wie  er  sagt,  um  Luftströmungen  zu  verhindern. 

Die  übrigen  Veränderungen,  die  der  Apparat  gegen  früher  erhielt, 
welche  die  Aufstellung  der  Skala  und  des  Femrohrs,  und  die  Beletirh- 
taag  der  ersleren  theils  durch  Tages-  Iheils  durch  Lampenlicht  betref- 
feo,  beziehen  sich  ganz  auf  das  Lokal  und  haben  kein  allgemeines  In- 
teresse. Die  OefTnung  im  Gehäuse ,  durch  welche  der  Spi^;ei  gesehen 
wird,  ist  mit  einer  Spiegelscheibe  verschlossen.  Als  Mire  musste  aoi 
Mangel  an  Raom  ein  n<^n  dem  Gehflose  befe^gler  Spiegel  benotst 
werden;  ist  auch  die  Unverttnderlichkeil  seiner  Stellmg  nicht  Tollkom- 
men  sicher«  so  hat  das  doch  auf  die  Beobachtungen  keinen  Einflnss. 

Die  oben  angegebene  Art  der  Aufstellaog  der  Hasse  bedingte  noth- 
wendig  eine  andere  Beobacbtungsartt'  als  ich  frttber  befolgt  hatte.  Da- 
mals wurde  eine  der  Massen  abwechsehid  ganz  ausser  Wirksamkeit 
gesetzt  und  einer  der  Kugeln  auf  der  positiven  oder  negativen  Seite  ge- 
nähert Man  erhielt  dadurch  unmer  die  Ablenkung  des  Armes  dorcfa  die 
einseitige  Anziehung  Einer  Masse  auf  Eine  Kugel.  Bei  der  jetzigen  Bin- 
riditang  kann  man  die  Masse  von  der  Kugel  nicht  enlfemoi,  sondern 
nur  in  versdiiedene  Lagen  gegen  dieselbe  bringen,  und  es  musste  daher 
immer  vrie  bei  Gavendish  und  Baily  die  doppelte  Abletdcnng  beobachtet 
werden,  indem  die  Masse  ans  der  posiUven  Lage  in  die  negative  oder 
umgekehrt  gebracht  wurde.  —  Dabei  braucht  man ,  da  die  Kugel  sich 
immer  sehr  angenähert  in  der  Mitte  zwischen  beiden  Lagen  der  Masse 
befindet,  auf  die  durch  eine  veränderte  Kuliclagc  des  Armes  veränderte 
Entfernung  zwischen  Masse  und  Kugel  nicht  Rücksicht  zu  nehmen ,  und 
man  kann .  wie  Baily  gethan  hat,  die  unmittelbar  beobachteten  Schwin- 
gungszeiteii  in  Rechnuntr  liringen.  ohne  die  S.  37  von  mir  angegebene 
Correction  anzuwenden.  \\  n-klich  wird  zwar  die  Schwingung.szeit  durch 
die  Nahe  der  Masse  vergrössert,  allein  dafür  setzt  man  auch  in  die  For- 
mel für  die  Entfernung  der  Masse  von  der  Kugel  die  halbe  Entfernung 
des  Mittelpunktes  der  Masse  in  beiden  Lagen,  anstatt  davon  die  Grösse 
abzuziehen,  um  wieviel  die  Kugel  durch  die  Anziehung  der  Masse  ge- 
nähert w  ird ;  beides  aber  hebt  sich  genau  auf.  In  der  Formel  haben  wir 
nemUch  die  Grosse      bedeutet  hier  N  die  Schwingungszeit  des  Armes 
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bei  geniiherler  Masse,  E  die  lialbe  EotferTiim!?  des  Mfttelpimkles  der 
Masse  in  der  positiven  von  demscilien  in  der  negativen  Lage,  »ind  ist  A 
die  Grösse  der  Ableoknncr  ih^r  Kugel  durch  die  Masse,  so  sollte  für  N, 
N  — jj,  dagegea  fUr  E,  E — A  gesetzt  werden,  welche  Correclioaen 

sich  gegenseitig  aufheben;  denn  i^J*TyL  =  ~.  Ich  verdanke  der 

Gute  des  Herrn  Prof.  Weisbach ,  mich  hierauf  aufmerksam  gemacht  zu 
haben. 

3.  Bestimmung  der  Conslanten. 

Zu  Herleitung  der  mittleren  Dichtigkeit  der  Erde  aus  den  Beobach- 
tungen mit  der  Drehwaage  haben  wir  die  Formel : 

t.M.Lß  «  4  W» 

" —  4 . «  .  B  .  r .  t»  '  m+m'-^m"  '      '  T 

Eb  ist  hier 

Jf  das  Gewicht  einer  Masse  —  46031"-  nach  einer  Wagnng  vom  Islen 
September  1 846  mit  Hilfe  des  Herrn  Betgmechanikns  Lingke  mit  von 
Herrn  Hechaniiots  Hoflnupm  m  Leipsig  angefettigfen  Messinggewich- 
len,  anf  den  lafUeeren  Raum  reducirL  Die  ideine  Differenz  gegen  die 
frohoeAnphe  dttrfte  denangewendeten  Gewichten  heisomessen  sein. 

I  die  Lftnge  des  einfitdien  Seknndenpendels  zn  IVeibei|fr  =  993,95"** 

/«  die  Eatfemang  der  Skale  von  dem  Spiegel  +  '/s  der  Spiegeklicke 
nach  wiederholter  Messung  vom  21.  November  1846  =  4282,7"** 

Jl  der  Halbmesser  der  Erde  nach  der  Airy*schen  Formel  (Baüy  SJIIO)  und 
mit  BerQdttfehtigung  der  Meereshtlhe  fItrFreibeii;  berechnet,  wobei  der 
Einflnss  der  CentriAtgalkraft  berttcksichtigt  ist  =  6363052000"*^ 

r  die  Entfernung  des  Aufhsngepunktes  der  Kugel  von  der  Umdrehungs- 
axe  der  Drehwaage  nach  einer  Messung  vom  26sten  October  1846, 
wobei  der  hölzerne  Arm  ebenso,  wie  bei  den  Versuchen  belastet  war, 
=  lOOO.ö"-- 

w  das  Gewicht  eines  Cubikmillimeters  Wasser  =  0,001"* 

m  das  Gewicht  einer  Kugel  aus  Zinn  mit  10  Procent  Wismuth  und  wenig 

Blei  nach  einer  Wagung  vom  17.  October  1846  =  484,19"* 
m  das  Gewicht  eines  Bügels  und  des  die  «Kugel  tragenden  Drahtes 

=^  2.27«' 

m"  die  auf  den  Auf hängep unkt  der  Kn^^eln  reducirte  halbe  Masse  des 
Armes  nebst  Aufhängevorrichtung  und  Spiegel  ist  durch  neue  Ver- 
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suche,  Mhnlicli  wie  S.  25  angegeben,  am  2tcn  September  und  3ten 
October  J846  b«  slmimt  worden.  Das  Gewicht  der  dazu  gebrauclilen 
Hilfsgewichte  wurde  in  i86,33'^  bestimmt.  —  An  den  fin^sem  Slif- 
lea  hangend  war  die  Scbwmgaogszeü  des  Annes  340,7  i9 5  Sekunden 

und  339,1065 
im  Mittel  339,03  Sekunden 
an  doD  innern  Stiften  httogend  1 84,51 20  Sekunden 

182,0980 
ISMO^O  - 
im  Nittel  183,84  Sekunden. 
Die  Eolfennmg  der  äussern  Stifte  ist  =  8004,0^,  und  die  der  innem 
=  1000,1""  bei  entsprechender  Belastang  des  Annes;  daraus  eiigiebt 

Sich  III  —  aa9,»>-<8a,s4*  

Die  hier  gc-fundene  Grösse  ist  etwas  geringer, als  die  für  denselben 
Arm  früher  (S.  29  meiner  Abhandlung  angegebene;  theils  ist  jedoch 
ein  leichlerer  Spiegel  als  froher  angewendet  worden,  theüs  ist  der 
jeliige  Beobachtungsnum  (rockner,  und  daher  der  Arm  ans  Fichtenhols 
leichter.  —  Bs  ¥rird  also  «i  +  m'  -f  m*  =s  51 5,80**' 

Die  Grösse  E,  oder  die  Entfernung  des  Miltclpunkles  der  Masse 
von  dem  Mitlelpunklc  der  Kugel  wurde  früher  für  jede  Beobachtungs- 
reiiie  besonders  gemessen ;  jetzt  wird  sie  als  constanl,  und  z\>'ar  als  die 
Hälfte  der  Entfernung  des  Mittelpunktes  der  Masse  in  der  posttivpri  %nn 
demselben  in  der  negativen  Lage  angenommen.  Diese  Enttemungeu 
sind  theils  mit  Hilfe  eines  eigens  voi^erichteten  doppelten  Tasterzirkels, 
iheils  mit  einem  zu  einem  Cathetometer  eingerichteten  eisernen,  mit 
einem  Diopter  versehenen  Lineale  gemessen  worden,  und  zwnr  fandsichf 
1847  Okiober  22  mit  dem  Taster  152,4750-° 
-     23       desgl.  152,0250  - 

November  1  mit  dem  Cathetometer  152,7875  - 
S      desgl.  1 6111,71 25- 

3  mit  dem  Taster  158,4875-  

imMitteH5S,4875-^ 

Diese  Bestimmung  lasst  allerdings  zu  wünschen  Übrig,  doch  hat 
die  Unsichorfaeit  von  0,2  oder  höchstens  0,3""-  keinen  wesentlichen 
Einfloss  auf  das  Resultat. 
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Man  erhält  nach  diesen  Bestimmuu.^en 
/)  =  7,1 8824.  0,9387 17.  0,0000430062. ^'  =  0,000290 194^'=«.^' 

log.  a  =  0,8566227  +  0.9720345  —  1  +  0.623531 4  —5 

=  0,4626880  —  4. 

Ein  Theil  der  Verattcfae  wurde  angestellt,  wtthrend  die  nOnUiche, 
nur  zam  G^iengewicht  dienende  Zinnicogel  durch  eine  Kogel  aus  reinem 
Wismuth  ersetzt  wurde,  deren  Gewicht  nur  484,15"'  war.  Dieses  hat 
norEinfluss  auf  die  Grosse  m<f  1»'+ m',  welche  dadurch  =  51 5,78  wird, 
und  man  eriittU  a  =  0,000290233  (log.  a  =  0,4627475  ^  4).  Die 
mit  diesem  Goeffictenten  berechneten  Versuche  sind  in  der  zweite  Co- 
lumne  der  ersten  der  beiden  folgeuden  TabeUen  mit  x  bezeichnet. 


4.  Neue  Versudie  Itber  die  mittlere  Dichti^it  der  Erde. 

In  Folgendem  theile  ich  die  neuen  Resultate  mit  ,  welche  ich  mit 
der  beschriebenen  Drehwaage  ei  hicll.  Es  sind  drei  lieobachtuagsreihen 
mit  drei  verschiedenen  AufhängedrUhten  angestellt. 

Die  iste,  3te  und  äte  dieser  Tal)ellen  enihalten  (h(>  Oiiginalbcobach- 
tungen ,  die  2te,  ito  und  Gle  die  daraus  abgeleitet«^  Werthe  von  2  B 
und  2  N;  letzteres  ist  auf  die.scllie  Weise  berechnet,  wie  in  meiner  frü- 
heren Abiiaiullung  ausoinandcM gesetzt  wurde;  es  war  ausserdem  uoch 
wegen  des  Fehlers  der  übr  zu  corrigiren. 


Tabelle  I. 
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27 
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57,75 


46,60 
43,35 
45,80 
43,35 


58,750 
58,800 
58.675 


45,300 
45,075 
45,300 
45,200 


58,730 
59,050 
59,100 
59,825 


tat  bei 


57  5 
VIII  19*38,4 

55  65,2 
S4  38,4 
•7  M.t 

44,5 

VIII  SO  81,6 

56  24.0 

IX  2  31,6 
8  S«,6 

1«  8S,« 


58,5 

Vi 


58,5 
VIII  19  44.4 
25  48,4 
ti  46.0 
S7  6«,8 


VIII 


IX 


rf.'hll 


IX 


•20  iS  ü 
S8  34,6 


58,300 
58,600 
58,775 
59,125 


45.825 
45,475 
45,350 
44,975 


58,200 
58,500 
58,475 
58,650 


44,975 
44.575 
44,575 


VII 


56,5 
26  26,8 

32  .',7,G 
38  1Ü,0 
44  55,2 
&0  43,2 


iX 


45,5 

."iO  äG,S 

66  30,0 
2  24,8 
8  29.S 

44  «ft,» 

59,5 

iü  22.4 
32  28,0 

18  t4,a 

44  tS.S 


VII 


VII 
VIII 


48,B 

5«  41 

2  88,0 
8  39,2 
14  43,2 
20  32,4 


8  vn 


57,5 
26  34,8 

38  i6,Q 
44  44,0 
50  25,6 


46,B 
99  S«,0 

VIII   2  44,8 
8  31.6 

20  2J,2 


57,5 

verfehlt. 
VIII  32  42,8 
38  31,6 
44  45,6 
SO  29,2 


■>a.5 


VIII  3i  87,6 
SB  87,6 

44  38,8 
50  86.8 


VIII 
IX 


45,5 

56  37, i  VIII 

2  42,4 

8  32,4 
44  46,6 


IX 


46,5 

r,c,  22, i 
2  47,6 
8  27.2 

44  51,6 


Die  >Bniii^lc%ni  Sclniia> 


29 


SO 


81 


1849 

Sept. 
12 
X 

0 

76.7 
28,2 
71,4 

82,5 

w 

82,5 

91.0 
38,S 
85,2 

o 

85,2 

19, S 

78, e 

52,45 
49,80 
51,95 


61,85 


52.50 


51,123 
50,875 


63,250 
63.300 


50,850 
50,750 


IX 


IX 


IX 


49,5 
4  10.4 
9  40,8 

46  48,4 

62,5 
21  17,6 
27  10,4 
88  40,6 

49,5 
38  43,6 
44  23,2 
&0  16,4 


IX 


IX 


IX 


60,6 
4  5,6 
9  46,0 

16  86,8 


IX 


84,8 
4  1,2 
«  51, 

48  84,1 


StmM4»  AttkMagtfiQmki 
g«drebl,      «ach  die  Lagt 


6  dar 


63,5 
21  2(  ,6  JX 
i~  (i.o 
38  64,4 


50,5 
38  40,0 

44  36. S 
50  12,0 


IX 


64,5 
3t  25,6 
27  1,6 
»8  68,8 

51,5 
38  86,8 

4  4  3  1,2 
50  8,0 


i'  > 
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«3 


Dfloi 


Lag« 

der 

t 

MasM. 

Iii 

W 

iö.ö 

V6,7 

:)3  S 

ii'J.'J 

KnUis^  Z  wi'iti-s 


Zeil  M 


f.5.)0 
Ol  ,7(1 


88 


34 


S5 


86 


IS49 

Sept. 
17 
X 


u 


7S,3 
Äi.) 
TIS 
äT.U 

i7,0 
90.7 
33,6 
S4.G 


50, iü 


59, tO 


63,225 
G3..400 


62.5  «3,8  «(,S 

IX  5jr>5,6  0C  aö  5S.s|lX    56  2,0 

X  i  47,8  vedebit. 
7  S6.8  X     7        X     7  t4,« 


öi,050 
6),7<5 


III 


60, j 
14    S,0  III 

20  8,0 
25  45, f, 


61,5 
14  12. S 
20  2,0 
25  54,6 


4S,675  '» 
iM7S 


48,ft 
8(  44, 
S7  BI.4 

4S  <6.8 


OID 


49,5 
tl  4«, 
S7  SS,4 
43  11.0 


60, .500 
00,625 


,700 


15.1  ll  lt  *fi 
72, o!*;'^:?  45,100 
31.3  ^'''^^ 


III 
IV 

'iv 


60,5  , 
49    :., 2,111 
64  fi9,6 
•  40,4 


III 


om 


IV 


61.5 
49    9,2  III 
«4  48,6 
0  44,8  IV 


47,8 
6  2S,Ü  IV 

48  0,0 


48,5 
6  24,8 
42  45,6 
17  80,0 


IV 


62,5 
14  l.S,0 
19  56, S 
25  57,6 

8i,ft 

81  80,0 
87  40,8 

48  8,8 

62.5 

49  12 
84  48,6 

0  49,9 

40.3 

6  21 ,2 
19,2 
47  52,0 


Anfilujjllilir  .SrhHiii-,'uii- 

Lag«  8ar  MtaM. 


K>  isl  wdiriX'hriulK  Ii,  il»N^ 
(t^s  3()>  hruliirlilolc  K\ln>ni, 
welchem  ciiif  ganz  uiifff- 
nithiilicli  urosHi-  AImiiiIiiim 
d«i  SdiwiB^poifilMfau 
«»«ist,  77,OMtmMtl(«. 


38 


39 


4t) 


ISl!» 

19 
X 


41 


49 


48 


W 


w 


74,4 
2H,6 
68.5 
32,2 


1  >'.9 

30 
X 


51,50 
4H,5.'5 
50,35 


;;'^62.6o 


Sl,^ 
IS, 4 
74, S 
24, .H 

24,3 
»8.« 

31,4 
HC, 2 


50,10 
46,60 
49.55 


58,75 
6t,  SO 
58,80 


50.025 
49.450 


61.H50 
61,090 


48.350 
48,ü75 


49,5 

II  51  7,2 
50  59,« 

III  9  40,4 


61 ,5 
III      S  28,0 
4  4  14.0 
10  8,8 

40.8 

III  2  .  51,2 
31  47,2 
87  98,8 


II 
lU 

III 
III 


50,5 
51  1.6 

86  57,2 
9  84,4 

62,5 

8  31 ,6 
14  40,0 
90  14,0 

80,8 

25  47,6 
31  51,6 

87  48.9 


I 


60,5ä:i 
60,560 


III 


48  14,8  lU 

49  10,4 
84  81,9 


60 

48  18, 

49  6,8 
84  85,9 


51,5 

II  50  57,6 
57  i,i 

III  2  28,0 


III 


63,5 

8  35.6 
14  6,0 
90  48,8 


S1,5 

III  25  44,0 
31  55,2 
87  44,4 


Dir  :iiirdiiglirlioil  Scllwio- 
^uii|;»'ii  (lurt  h  \  piBiid 

4or  L«f«  d«r  Mmm. 


41U 


61  .5 

48  91,6 

49  8,9 
84  89,9 


W 


ü 


72 

66 
30 

jao. 

86 
36 
sl 


30 

,75 
,60 


48,025 
47  ,675 


5S, 
61  . 
58, 


■''  60,000 

V.  60.0  50 
6 


81,2 
16.7 


48,95 
45,50' 


,22  5 

74.3i;-j;j47,0f« 

22,7l*'*'*' 


'.6,5 
VIII    9  IS  4 
14  6il,0 
90  88.« 

58,5 
VIII  26  32,0 
$*  34,0 
88  »,8 

4«, 5 
VIII  44  8,S 

4»  32,4 
I      88  (8,4 


47,5  [  48,5  , 
VIII   a  13,2  VIII   9  y,si 


14  57,6 
90  47,6 

59,5 
VIII  26  36,0 

88  14,4 


«8  8,8 
90  41, Oj 

60,5 
VIII  26  40. U 

88  19,8 


47,5  48,8 
VIII  44    5,2  VIII  44  1.6 
49  56,4  0,4 
SS  49,4|      88  88,0 
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Wo. 

DataB. 

der 
Mttse: 

a 

t 

Erstes 

Zwcileii 

Mittel. 

4« 

W 

22,7 
92,9 
30,2 
86,4 

57,80 
64,35 
68,30 

39,675 
59,925 

58,5 
IX     4  3ö,4 
7  28,8 
48  8,0 

5'J,5 
ÜL     4  33,6 
7  24,8 
18  42,0 

60,5 
IX      1  36,8 
7  ä1 .2 
4»  46,0 

* 

4S 
46 
47 
48 

4849 
Oktbr. 

8 
X 

W 
0 

W 
0 

35,8 
84,4 
40,7 
76,9 

76,9 
20,4 
70,8 
26,0 

26,0 
90,2 
92.7 

83,5 

83,5 
43,7 
76,8 
i0,4 
6>,S 

58,45 
60,90 

58,80 

48,65 
45)60 
48,40 

58,4  0 
64,45 
58,4  0 

48,60 
44,75 
48,4  0 
46,40 

59.675 
59,850 

47,425 
47,000 

59,775 
59,775 

46,675 
46,425 
46,600 

46,5 
UI    4  7  31  6 
23  46,8 

39  48,i 

58,5 
UI    34  57,6 

40  ri9,2 
AU  40,8 

46,5 
lU    52  37,6 
68  27,6 

nr   40  6,0 

6«,5 
II     6*  56,4 
in     6  50,0 

44  66,0 

47,5 
UI    17  27,6 
23  20^8 
2»  8,4 

so,s 

lU    35  4,2 
40  35,2 
46  45,6 

47,5 
UI    92  34,4 
S8  84,2 

varfithlt. 
IV  40  42.4 

60,5 
UI     0  4,6 
5  44,8 
44  44,4 

48,5 
UI    17  23  6 
23  26.0 
2»  8,2 

«6,6 

Ol    85  4,4 

ÜO  51,2 
40  50,0 

48,5 
UI    52  31,2 
66  84,8 

IV   40  46,6 

durch   VotolMMm  i(K 
L»ge  dir 

Tabelle  2. 

Berechoote  Resultate  mit   der  Zinnkugcl  und  dem '  iäogern, 

diukera  Kupfcrdrabt. 


No. 

RoheUgp. 

2 

3  ^' 

/> 

RraerliaiiKai. 

cinxdo. 

Hiticl. 

corrig. 

rinteln. 

Millel. 

1 
2 
6 

4 

39,56667 
64,40626 
86,40626 

54,00000 

42,41979 
42,79688 

689,273 
695,462 
694,495 
694,055 

694,977 
692,574 

692,023 
692,64  7 

5,5948 
5,4390 

5,5469 

UrosM  VerUntiemag  der 
BahdigB,  gTtM»i-  Difcraa- 
um  6ir  Beb  wiaguDgsMitaa. 

5 
6 
7 
6 

49,39500 
60,69875 
47,60006 
66,66366 

42,04628 
42,76664 

083,5)2 
689,090 
666,667 
664,676 

688,563 
694,074 

688,699 
661,420 

5,7 (  1  t 
3,440(5 

5,5760 

9 
40 
41 
42 

50,49467 
37,35625 
49,64375 
66,96666 

12,56146 
12,47396 

694,968 
694,587 
691,497 
660,662 

694,684 
694,245 

694.780 
694,264 

5,5270 

a,5557 

5,5528 

f)te  VerDpdeniog  itr  Ro- 
hrlagv  xwar  Itetrtehlliek, 
.ilx'rxiralicb  gleicUSiaig; 

13 
U 
45 
46 

4(  .7J  123 
64,34875 

42,94375 
42,63243 

6f>0,76") 

66  i,2-.(i 
698,382 

«91,552 
698,425 

692,596 
696.471 

B,377S 

5,.5i.t7 

5,4505 

Bclrleblli^bc  und  anrcKrl- 
mllsuf^  VerlDdemng  dar 
nDhcUgr,  lo-osM  PilTerM- 
laa  i»  ifarjWihMti— if. 

47 
IS 
48 
20 

51,93333 
64,72500 
51.91875 
64,63000 

42,79896 
42,7CS75 

6519, SäS 
701,350 
705,930 
702,650 

702,369 
703,340 

7g2,415 
766,666 

5,5i33 
3,6246 

5,6074 

Dir  Rabelais  »cbr  constaiit, 
dw  Z«sll»i!!>itiBii«iHij;po  be- 
ti\ii-|illirli  ■..inniMduat§a- 

gcn  früher  groM. 
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No. 

Rakelafc 

2  ß 

P 

BciacrkuofSü. 

cintla. 

Milte!. 

corrlK. 

einula. 

Mille). 

V 

n 
u 
u 

4S,07S0« 
58.74167 
46,24875 
ft«,8MS6 

13,59480 
13.68021 

7t8,88t 

722,080 
720,012 
721,625 

720.875 
724,222 

720,921 
721,268 

5,6470 
5,5177 

5,5324 

SS 
S6 

«7 

S8 

5S.7OO0O 
4i,40ft5 
88,48885 

44,70933 

13,47188 
13,39896 

716,760 
718,718 
780.860 

719,265 

748,577 
719,412 

718,693 
719,458 

5.6880 
5,6046 

5,6463 

Vonüglieh  d«  cwMlara 
ren  wir  ttark. 

29 
SO 
S1 

tt 

51,00000 
68,87590 
88,80080 

68«smo 

41,8760« 
12,49878 

«»i,6iO 
«84.768 
«84,8ft» 

604,677 
699,988 

6»«, 969 
899,87« 

5,6449 
S,S«94 

8,»94« 

Dies«  Beobaehtmg«!)  tin« 
Mwvhl  ««gm  4«  Cknuins 
6ir  RibcItfBt  *b 
w«gn  IktmiMtlBMaler 

ZnibMiimmnngea  tafrie- 

Hrii>l>'llriitl. 

.13 
34 
S6 
86 

48,37&00 
<ft,S<S80 
46,80000 

41,88»00 
48,48606 

«99,149 
698,818 
«99,887 
698.190 

695,766 
693,757 

696,058 
694,049 

5,4715 
5,2067 

6,3894 

Di<!  Veriaderiirhkeil  d«r 
Rufadig«  ist  ao  groMtdaw 
die  Baa&MirtMgMI  Mi% 
Wrath  faabn» 

97 
38 
$9 
40 

49,73750 
64,80000 
48,24250 
60,68760 

48,22500 
18,66885 

692,986 
700,380 
688,859 
«9<,8t6 

696,648 
696,999 

695,934 
697,914 

5,7458 
6,5787 

5,6694 

Kbenfalls  grosse  VerSnder- 
lidikeH,  doch  die  der  Ka- 
Iwhg»  iI—BbIi  gidihwii 
*i«- 

41 

(9 

43 

47,85000 

60,04:.0ü 

47, (  liTiO 
59,80000 

12,54375 
12,80000 

693,910 

69S,977 
0'J7,:<'J4 
6»8,G40 

696,760 
«98,897 

1 

697,052 
«99,619 

5,624  4 
8,8884 

5,5779 

45 
46 
47 
48 

59,76250 
47,06280 
59,77500 
46,56667 

11,70625 
18,88084 

701,915 
701,094 
70\,7,10 
700|440 

702, 3HÖ 
702,078 

702, S7ä 
702,370 

5,G4i3 
5,5237 

5,5830 

Ziattlfchgat. 

Mittel  5,9519 


Wahrscheinlicher  Fehler  0,0158 

Wenim  man  aJ>or  die  beiden  sus  No.  88  bl*  8«  «ligaleitetan  Resullate  weiglttsst,  w«i] 
«abneboinlleh  «in  FeUor  in  die  BMbaehlitDgflia  gekooiiMii  ist,  80  erhiU  mtn 

Mittel  5,5712 
Walincbeialidier  Feialer  «,«44« 

Obwulil  liiesp  A'ersurho  in  Beztig  auf  die  Ueboreinstimmnng  der  Grosse 
der  einzelnen  Mit  U'i  und  daher  den  wahrächeialioheu  Fehler  des  Eudresul- 
tatcs  zufriedenstellend  i:;enannl  werden  können,  so  befriedigten  sie  mich 
doch  nicht  hinsichüich  tief  einzelnen  Beobachtungen,  indem  die  Ruhelage 
des  Annes  sowohl  als  seine  Schvvingiingszeiten  nocli  zu  gro.sse  DilFeren- 
zen  zeigten.  In  der  Meinung,  dass  diese  Veränderlichkeiten  vielleicht  da- 
von herrühren  mögten,  dass  der  AufhUngedraht  zu  dick  sei,  um  von  dem 
Gewichte  des  Armes  vOlUg  grade  gezogei^  za  werden,  versuchte  ich  jeizt 
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einen  dünneren,  versilberten  Kupferdraht  Nr.  10  von  0,4°""  Durchmesser, 
Derselbe  rausste  aber  betrachtlich  verkürzt  werden,  um  nicht  eine  zu 
grosse  SchwinguDgszeit  zu  erhalten.  Der  Aufhangepunkt  wurde  daher 
mittelst  eines  eisernen,  in  der  Mauer  hefestigten  Armes  tiefer  ange- 
bracht, so  dass  der  Draht  nur  620     lang  war. 

Bisher  gieng  der  Aufhangedraht  oben  nur  tiber  einen  Einschnitt 
in  einer  kleinen,  an  der  drehbaren  Axe  befestigten  Messingplatte.  Um 
ihn  hier  sicherer  zu  befestigen,  wurde  unter  dieser  Platte  eine  Klemme 
angebracht»  in  ^cher  er  festgeschraubt  werden  konnte. 
0  Herkticbe  Unterstdiiede  in  den  Resultaten  haben  sich  aus  diesen 
Verflnderungen  nidit  ergeben,  wie  die  nachfolgenden  Versuche  zeigen 
werden. 

Auch  dieses  Mal  hatte  man  zu  beobachten  Gelegenheit,  dass  ein 
solcher  Draht  längere  Zeit  hindurch  die  Tendenz  behalt,  nach  eioer 
Seite  hin  sich  zu  drehen;  die  Auf hangung  geschah  1849  Oktober  13; 
der  Arm  drdite  sich  immer  der  positiven  Lage  zu,  und  die  Axe  mnssle 
wiederholt  gedreht  werden,  um  die  Lage  des  Armes  ohngefahr  im  Büt- 
tel zu  erhalten;  vom  85.  bis  27.  Okiober  betrug  die  Drehung  in  24 
Stunden  nodi  18  und  SO  Skalentheile.  Dessenohngeachtet  wurde  zn 
den  Beobachtungen  geschritten,  welche  in  Tab.  3  und  4  verzeichnet 
und  berechnet  sind. 

An  dem  nördlichen  Arme  hing  fortwährend  die  WismullikTigel, 
weshalb  log  a  ~  Ü,4C;i747ti  —  4. 


Tabelle  3. 

Orlginalbeobachlungtn  mit  der  Zinnkugel  und  dem  kttriero, 

dttnnern  Kupferdraht. 


1 

u 

Enies 

Zwrili*t 

ZcJt  M 

No. 

Dilum. 

der 
Maaa«. 

Miticl. 

49 

4849 
Oklbr. 
«7 

W 

67, i 

44,7 

65,5 

50,1  0 
56, Ü5 
55,10 

55,575 

X 
XI 

54,5 

5S  MS 

3  <i,a 

7  10,0 

85,8 

X  58  51,2 

XI  S  4,4 
7  18,« 

X 
XI 

56,5 

,".H  5S,0 
2  57,6 
7M,« 

AnrinKUclie  Sebwiagail« 

durch  \frand(ni«f  8* 
Mge  der  Mum, 

SO 

0 

f.r>,ri 

33,4 
62,7 
35,8 

i9,45 
48,05 
49,00 

43,750 
48,525 

XI 

45,5 
14  46,4 
45  87,6 
SO  4a,8 

47,5 
XI   44  44.2 
4B  4S.4 
M  «.4 

XI 

48,5 

44  36.0 

45  48,0 
18  8,4 

Bf 

w 

35,8 
78,a 
88.3 
»•.41 

54,«9 
r.3,70 
54,80 

54,975 
55,000 

XI 

54,5 

54  15,8 

55  82,8 
82  44,6 

55,5 
XI   24  20,0 
28  28,0 
32  4«,4 

XI 

56,5 
28  24,0 
2S  23,6 
32  54,8 

•Ii  31* 
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No. 


n 


53 


84 


SS 


DklUB. 


1849 
Oktbr. 
19 


L«|ce 
der 


8 


70,* 
iS,5 
67,0 
31.2 


«9,45 
47,75 
49,10 


48,600 
48,425 


Zeit  hri 


w 


0 


w 


15,5 

78,8'"'"  45,025 

20,o'**'^'4S,l50 
6S.3;  ■  ^'45.0 
83,7 


23,7 
79,« 
28,3 

75,5 

75,5 
«9,3 
7«,« 
23,4 


5«,40'v. 


47,25;*^'"^ 


Mi,i.'  '^J  53,075 
28.«  ^*'*;^,53,300 
76.6 


X 


X 
XI 

XI 
XI 


(4,5 

36  44,0 
4«  0,0 
45  9,6 
49  87,2 

50,5 
68  33,2 
«7  M,i 
4  87,«  XI 


44,5 
6  24,0 
«0  86,8 
44  81,8 


54,5 
48  6«,8|X1 
U 

«7  S4,6 


XI 


45,8 

36  46,8 
40  36,8 
45  «3,8 
49  23,2 

6«, 5 
53  86,0 
87  55,8 

5  0,0 

45,5 

6  2«, 2 
40  30,0 
44  47,8 


X 
XI 

XI 


52,5 
48  59,6  XI 
iS  46,4 
S7  88,« 


46,5 

86  49,6 
40  53,6 
45  16,4 
49  19,6 

52,5 
53  38,8 

87  8«,8 
«  4,0 

48,8 

6  18,0 
10  33,8 
44  44.4 

53,5 
19  2,4 
23  13,2 
«7  «8,8 


Benerknagtn. 


AnflnKlidka 
K«n  durch  Drehinf 
Ad  fhlugepu  kle*. 


57 


88 


8» 


CO 


1849 
Nov. 
4 


W 


W 


88,6 
11,7 


50,15 


??|50,00 


77,8 

77,8 

».« 

78,5 
14,1 

«4,« 

80,9 
«9,« 
76,2 

76,2 
«0,6 
7«, 2 
«5,4 


47,50 


48,45 

40,80 
43,30 


47,50 
50,00 
47,65 


43,40 
40,90 
43.80 


48,700 
48,085 
48.750 


42,485 
48,050 


48,750 
48,825 


48,150 
48,100 


81 

4849 

0 

68.8 

Mov. 

37,4 

8 

80,8 

89,8 

«« 

W 

89,8 

72,0 

42,6 

69,9 

68 

0 

69,9 

32,1 

67,1 

•4,« 

V 
VI 


VI 


48,5 

2S  .'tS.4 
32  ^0,U 
37  2,0 
41  13,2 

44,8 

48  87,8  V 

49  88,4 

SS  89,4 

4S,5 
58  2,4 

S  48,6  VI 

•  «8,4 


49,5 
88  36,4 
32  52,4 
36  59,6 
41  16,0 

48.5 

48  9S,i  V 

49  39,2 
83  49.6 


41,8 
10  49,0 
14  50,8 
1»  8,0 


VI 


49,5 

58  4,8 
8  48,8 
8«»»« 

4S,S 

10  89,6 
14  53,8 
«•  S,8 


V 
VI 


VI 


50,5 
28  34,0 

32  54, S 
36  56,8 
41  its,S 

49,5 
45  88,8 
49  41,6 
53  46,8 

50,5 

58  7,8 
9  40,0 
•  8«,« 

48.8 
10  37,8 
14  56,0 
4«  8,4 


Aannglicbe  SchwiognD- 
^•i-n  durch  Drehuf '  4m 
A  ufhlngepukica. 


49,80 
49,00 

s«,«o 


55,90 
57,30 
56,25 


5«  .00 


49,400 
49,600 


56,600 
56,775 


i0,300 


XI 


XI 


XI 


48,5 
8«  10,8 
88  14,0 
«»  44,8 

88,8 
83  58,8 
38  85.9 
41  «8,9 

48,5 
4«  58,0 
M  37.2 
88  «9,8 


XJ 


XI 


XI 


49, r. 
n  i 
85  90,8 
«9  88,8 


88,5 
84  4,0 
88  19,6 
4«8S,4 

49,3 
46  53,6 
51  9,0 
88  «4,9 


XI 


50,5 
iO  -7 
95  28,0 
«««•,« 

87,8 
34  9,6 
88  14,4 
4«  •«,« 

.'0,.> 
46  49,8 
51  6,8 
88  49,8 


.\nf  lBj?l)<^he  Si^hniogsafHl 
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L»ge  der  Mute. 
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F.  Ruos, 


64 


Datum. 


L«g« 
der 

Maur. 


W 


3S,4 
77,8 
38,7 
74,8 


Ersicj  Zweites 


Millrl. 


56,35 
58,SS 
M,75 


MtM 


57,300 
57,500 


XI 
XII 


8B,8 

59  S8,8 
8  57,8 
7  5«,t 


se.ft 

XI   59  82.8 
Xü    3  52 
7  59,6 


XI 

8  XU 


57,S 

99  36,0 
3  4».t 
S  4,0 


«6 


«7 


•8 


70 


74 


«849 

Nov. 
5 


1849 

Nov. 
40 


W 


0 


W 


0 


W 


0 


w 


36,5 
75,4 
89,4 
7S,4 

72,4 
99,8 
69,4 
32,4 

3«, 4 

7S,6 
85,5 
75.5 

75 
25,9 
74,5 
29,7 


55,80 

57,i.1 
55,90. 


50,80 
49,20 
50.60 


.'ir,,85 

57.05 
55,50 


50,70 
48,70 
50,60 


56,525 
56,575 


S0,0S5 
49,900 


56,200 
56,275 


49,700 
49,650 


VI 


54,5 
47  23,2 

5ö  47,2 

48,. "V 
0  1  f.,0 
4  48,0 


VI 


55,5 
47  28,0 
44  53,6 
55  52,4 

49,5 
0  42.0 
4tt.O 
SM, 


VI 


»6,5 
47  8«,t 

4«  49,2 
55  57,6 

50,5 
0  8,8 
4  26.0 


6«fiA  Vi 


ZeilbesUmmuDg  verfeblw 


VI 


4»,.'. 

2&  29,0  VI 
M  81,1 
»66,« 


49,5 
%&  16, 
10  67,6 
»60,0 


4  VI 


i%  i8,S 
11  44,1 
66  46,4 


34,0 

73. i 

H4,7 
70,  i 

70,4 
25,4 
67,6 
2»,9 

28,9 
77,8 
33,3 
74,6 

74,6 
23,9 
70,7 
27,7 


'>2 , 1  0 
..i,55 


47, 7r. 
46,35 
i8,25 


53,35 
55,55 
53,95 


49,25 
47,30 

49,20 


73 

4849 

W 

32,0 

Nov. 

70,2 

42 

35,4 

67,6 

74 

0 

67,6 

24.8 

64,6 

27,8 

75 

w 

27,8 

74,7 

31,3 

74,4 

54,40 
52,65 
54,35 


46,20 
44.70 
46,20 


:n  ,2  'l 
53,00 
61.85 


53,035 
53,230 


47,050 
47,300 


3.^,450 
54,730 


48,275 
48,250 


XI 


XI 


XI 


XI 


64,5 
2  46.4 
7  43,2 

44  4M 

45.5 
4  5  39.6 
49  42.8 
14  41,0 

52,5 
26  48.6 
61  44.« 
«6  69,« 

46,5 

44  8,0 

45  44.2 

19  38.8 


34,875 
32,000 


43,450 
45.4S0 


32,425 
52,475 


V 
VI 


51,5 
28  47,6 
88  3,8 
67  «,6 

46,6 

44  27,2 

45  40,4 
40  64.« 

51.5 
54  2,4 
58  48,8 
116,0 


XI 


XI 


Xi 


XI 


52,5 
2  50,0 
7  8.8 

44  46,8 


XI 


46,5 
I  5  30,4  XI 
49  46,4 
14  6.0 


53.5 
18  46, 
6«  67,6 
66  46,6 


8X1 


47,5 
44  4,i> 
43  44.4 
49  33.2 


52,5 
2K  5^,0 
32  58,4 
67  44,0 

46,6 

44  23,6 

45  44.4 

46  47.« 


V 
VI 


52,5 
54  5,6 
58  45,2 
160, 


XI 


53,5 
2  54,0 
7  4,8 

41  14.6 

47,6 
4  5  32,8 
4»  50,4 
14  4,0 

54.5 
18 10,0 
81  64,0 
M47,« 

48,3 

44  4,6 

45  \S,Q 
49  34,2 


V 
OVI 


53,5 
28  56,0 
82  64,9 
87  11,4 

47,5 

44  20,0 

45  48,8 

46  46,1 

53,5 
54  9,2 
58  44.0 
164,0 


AnfKagMeh«!!  iili  ■  tniiw  ■ 
dircb 

hingapuDkleS 
dertug  der  L«ga  4arl 


dorcb  DrekMC 
hlngepanki«  »ui  Wiifi 


f  » 


Digitized  by  Google 


Nzin  Ybrsuciib  mn  bbm  Dbbswaacb. 


409 


No. 


7« 


77 


7« 


7» 


80 


L»gr 
der 


0 


7».* 

67,7 
«5,0 


MiUcl. 


«6,40 
44,55 
46,3 


tS49 
Nov. 
19 


W 


0 


w 


29,5 
81,0 
33,7 
78,1 

78.1 
24,9 
74,7 
29,0 

29,0 
84,2 
33,5 
80 


43,475 
45.450 


53,23  jj^jy 


57,35 
53,90 


51,50 
49,80 
51,85 


56,60 
38,85 
57,10 


80.7 

7ß  fi  •»'>t6j 
]«;,S2.65 


56,623 


50,650 
50,825 


r.7,72 
57,975 


31,675 
51.650 


VI 


45,S 

6  42,0 
iO  64,4 
1»  9,0 


IX 

X 

X 


M  a«, 

57  5,2 
0  56,0 


»IX 


48,5 
5  27, 
9  »1,6 

U  86,8 


55.5 
47  67.6 
22  34,4 


50,5 
tO  48, 
14  54,8 
<•  46.0 


VI 


«6,S 

6  38,8 
10  58,0 
4»  S,4 


VI 


47.» 

6  85,6 
41  4,6 
44  &8,4 


«4.S 
68  87. 

57  4,6 
0  59,2 


8DC 


6X 


X 


X 


4X 


4», 5 
5  24,4 
8  80,8 

48  U,« 

56,3 
18  0,4 
St  21,2 
86  84,8 


51,5 
30  4M  X 
84  87,6 
8«  41,8 


55,5 
8t  40,4 

56  5^.1 
1  3,6 

50,5 
5  21,6 
»84,jk 

48  49.6 

57,5 
18  3,6 
U  18,0 
88  88,0 

52,5 
SO  48.8 
88  0,8 
88  9,8 


AaflafKdittG 
duretb  Drvbaiig  da*  Auf- 

hUti;;>'puillLlM  UDd  Verfft- 

iliTUDg  der  Lage  der  HiMo. 


81 


88 


88 


84 


1849 
ÜfC. 
8 


0 


W 


\v 


67.6 
18,6 
64.0 
22,3 

22,3 
73,6 
26,8 
69,7 

69,7 
16,9 
65,8 
21,1 


43,10 
41,30 
43,15 


47,95 
49,95 
48,00 


43,30 
41,85 

43,45 


42,200 
42,225 


:^^i48,05 


85 

1849 

W 

36,3 

Dec. 

61,3 

7 

39,0 

60,4 

88 

0 

60.4 

IN,  4 

',.S,1 
30,1, 

87 

W 

80,4 

68,3 

33,2 

68,6 

48.80 
50,15 
49,70 


44,40 

43,25 
44,25 


49,35 
50,75 
49.40 


48,950 
48,975 


4i,4U0 


49,100 
49.100 


IV 


IV 


43, r» 

18  17,6 

88  89,8 
16  48,8 

49,3 
81  3,2 
35  12,0 

89  88,8 


IV 


IV 
V 


4:1.5 
48  17, 
47U.8 
St  8,6 


6 IV 


49,  •> 

66  21,6 
0  32,0 
4  47,6 


49,475 
49,925 


43,826 
48,750 


50,0  .-iO 
50,070 


48,5 
21  31,2 
85  50,4 
8«  47,8 


48,5 
84  88, 
8818,6 
41  46.4 


48,5 
46  4 
r.t  11,8 
55  8,8 


IV 


IV 


IV 


IV 


44.5 
18  14,0 

88  49,8 
86  89,8 

30,3 
81  6.4 
35  8,8 

89  88,8 

4i.r. 
48  84,4  IV 
4«.  1,1 
61  6,6 


IV 
V 


.■50.5 

56  24,4 
0  28,8 
4  61,2 


IV 
V 


45,5 
IN  10,4 

88  46,8 
86  85,8 

51,5 
31  0,6 
35  5,6 

89  86,8 


48  81,8 
48  4,4 
S«  86.4 

51,5 

56  27,6 
0  23,6 
4  34,8 


AuflDgürhe  SchwinguagcB 
dorch  DrphoDg  des  Anf- 
blufcpnnkm  und  V«r8B- 
deniDg  der  Lage  der  ÜMM. 


9  V 


6  V 


49,5 
21  37,6 
95  40,6 
19  84,4 

48,5 
84  17,9 
88  25.6 
41  49,8 

49,6 
40  49,6 
51  5,8 
55  44,0 


50,5 
21  a.l 
85  42,0 
89  9.8 

44,5 
34  18,0 
38  81,3 
41  84,8 

80,5 
46  84.4 
.11  2,0 
55  48,8 


.\iinirit;li<*br  SchwikgvOKeu 
(lurrli    \  (TStiilcrunf  4tt 

Lage  der  M«*»e. 
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F.  Rbich, 


No. 

Dalum. 

Lage 
der 
Mast«. 

1 

^  Extreme. 

EnlM 

Mm 

Rai. 

,            Zeit  bei 

BS 

0 

65,6 
38,7 
68,8 
85,5 

44,15 
48,50 

43,90 

48,325 
43,300 

42,5 

V  59  84,9 

VI  8  89,9 
1  88,4 

43,5 

V  58  80,4 

VI  8  48,9 
7  84,« 

V  &9  S6,6 

VI  8  47,8 
7  49,8 

89 
W 
«4 

n 

1849 

Dec. 
45 

w 

0 

w 

0 

47,3 
83,3 
49,6 

79,9 

71',  9 
38,8 
76,3 
41,5 

*«.5 

86,3 
44,5 
83,5 

83,5 
34,5 
78,9 
37,9 

65,35 
66,40 
64,75 

59,85 
.57,50 
58,85 

63,90 
65,40 
63,50 

58,50 
56,70 
58,40 

65,825 
63,675 

58.495 
58,175 

64,6.50 
64,450 

57,600 
57,550 

65,5 

IV  51  41,0 
55  48.4 

V  «  9,8 

58,5 

V  4  47,8 
8  88,8 

«9  48,8 

c:,,r, 

V  17    6 , S 
21  1  i,S 
25  38,0 

88,5 

V  9«  48,9 

88  11,6 

66,5 

IV  '.1  47,6 
55  43,6 

V  8  8.4 

59,5 

V  4  48.6 
8  88.« 

49  40.4 

GC,5 

V  17  10.0 
21  11,2 
29  42,0 

59.5 

V  89  89,8 

84  7,6 
88  7,6 

67,5 

IV  61  r.2,4 
55  38,8 

V  8  48,6 

60,5 

V  4  9,6 
8  49,4 

4t  88,6 

67.5 

V  17  14,0 
21  7,2 
25  47,2 

60,5 

V  99  86,4 
34  11,6 
38  3,2 

AnflnglteboSdiwiaguiM 

ilurrh  VrrSiidi^nuf  iw 
Lag»  der  Muie. 

98 

94 
95 

96 

4849 
Dec. 
4« 

w 

0 

w 

0 

«8,1 
88,9 
50,.'. 
81,1 

81,1 
39,7 
77,5 
48,5 

43,5 
«7,5 
45,3 
H3.9 

l  s ,  :t 
80,9 

80,9 
37,6 
77,3 
40,7 

66,00 
67,80 
65,80 

60,40 
58,60 
60,00 

63,00 
66,50 
64,70 

6f,  ,1  (1 
Ci,6Ci 

59,25 
57,49 
59,00 

66,600 
66,500 

59,500 
50,300 

63,750 

r,-,,f;oo 
ß  5 ,  i  i  0 
t>:>,i'if> 

58,850 
58,2SS 

65,5 

V  41  4fi.o 
46  11.2 
90  16,0 

58,5 

V  84  88,0 

.»s  5»,0 
VI     3  6,4 

65,5 

VI    11  86,8 
45  S4,S 
90  4,8 
94  94,6 

50,5 
VI    28  83,6 
82  57,6 
87  4,9 

R6,- 

V  AI  oO,; 

46  tj.O 
60  81,8 

60,5 

V  84  84,0 

K  o  e  o  i 
Ss  5B,4 

3  1,6 

66,5 
vorfehlt. 
VI    11  88,9 
45  55,6 
9«  9,4 
94  96,0 

CO,.-; 

VI    98  99,6 
88  8,0 
88  87,9 

C7,' 

■u;  (,2 
SO  36,4 

64,5 

V  84  80.0 

39  8,4 
2  57,8 

67.3 

VI  14  99,6 
46  0,0 

49  56,0 
94  80,8 

61,5 
VI    28  26,0 
88  6,0 
86  89,8 

\iiRii),-lii  IicScfiwinpuiiffS 
durch    >  BrtiMJer»m 

Tabelle  4. 

fierechoolo  Resultate  mit  der  Zinnkugel  und  dem  kürzeren, 

dOoneren  Dralite. 


Ho. 

Rtkaligai. 

t^ 

l> 

49 
50 
51 
5S 

5r,,57500 
4S. 68750 
:'.4,9f<7,-,0 
48,51850 

6,648750 
6,44980« 

506,890 
504,276 
506.546 

feUt. 

505,904 
508,411 

506,188 
505,645 

5,5955 
5,786« 

5.6907 

I 


Digitized  by  GooglJ 


MBOB  VbBSUCBB  MIT  DEB  DbBIIWAAQB.  41  i 


Nfc 

Blhabge. 

8  B 

8  JV 

0 

eimulm. 

MiHd. 

earrif. 

MMldL 

S4 
85 
56 

0R1I48 

53.67500 
46,86250 
53,48750 

7,00209 
6,66875 

506,894 
505,857 
506,474 
508,450 

506,073 
505,998 

506,807 
506,227 

5,8487 

5,5767 

5,4446 

umw  VMfManHltMt 
der  Rükeb««. 

87 

KR 

89 

60 

48,69487 

48,78750 
42,42500 

vif  MV  9 

6,68425 

508,405 

SOi,5ß.'5 
504,4  4  5 
508,818 

304, 40i 

504,860 
504,384 

5,5474 
5,58  4  6 

5,5858 

«4 

88 
•4 

49,50000 

50,30000 
87«40080 

Q,  /Ol  iJV 

6,74875 

548.800 
508,587 
540,400 
807,900 

810,429 
608,862 

540,665 
509,097 

5,5754 
5,5772 

5,5768 

go  >  rnoaeriicnkeil  flcr  nn- 
hrluff ,  groue  YerU«der- 
li«  lilrit  dar  Behntagiap- 

seiieo. 

«8 
88 

67 
68 

88,88000 
40  8M50 

'.fi. 23750 
49,67500 

6,44875 

505,650 
50i,l38 
verfehlt 
503, 53Ü 

504,894 
508,834 

505,427 
684,087 

3,7574 
8.7448 

6,7608 

ZkaUak  fil. 

89 

70 

7( 
78 

58,4  3  7.10 

.")1.60(tOU 
48,26830 

U,  wo  1  iß 

8,88195 

507,84  0 
34  4,362 

5C7,r,Hii 
509,766 

508,784 
309,603 

509,049 
608,888 

5,6476 
6,4817 

6,6494 

GratM,  Aar  tlMÜkfe 

lirlikcil  (li'rRu)ii-lii)»e,p"o«- 
so   Vcrioderlicbkeit  dar 

7» 
r  o 

74 
75 
7« 

Ol  ,V9  1  OV 

45,45000 
88,45000 
48,48188 

6,r>937r> 
6.69875 

503,044 
r.04,4ä5 
504,035 
804  040 

.'.03,r.08 
504,4  66 

503,744 
504,39» 

5,58V7 
5,5437 

3,3302 

78 
18 
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groiser,  vonBylldi  aber 
onreg«liil*aigei>  Vvrlader- 
lichkeitderRnbeltge.  Auch 
atkr  uafiMclie  Sefawia- 
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84,88000 
87,87500 
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507.760 
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508,955 

506,422 
509,020 

506,656 
509,855 

5,4584 
5,694  0 

5,5740 

Sehrgrotte,  tbrr  zicmliab 
gleicÜSraiga  Vcrfadar» 

Ml  Cii^If irtihviteo  ia  8h 
Sehn  mguugsteitpn. 

6G,ÜÜOäO 
59,40000 
68,88500 
88.18760 

f),f.37.-,0 
6,684  25 

540,880 
508,470 
508,494 
807,848 

509,498 
508,508 

509,788 
508,787 

5,6806 
5,684  4 

5,654  0 

Sehr  grvMc,  indM««a 
Xletrhrr^rmig«  Verlnda»^ 
licbkeit  der  Aabd^g«. 
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Diese  Versuche  bcstiUigcn  die  Erwartung,  da>;s  dor  liuuiioi  e .  kür- 
zere Draht  rcgelmilsslKcr  sich  verhalten  \\urdo,  iiirht,  indem  in  der 
zweiten  Versuchsrcilio  noch  grössere  Abweichungen  vom  Mittel  vor- 
kommen, als  in  der  ersten. 

Es  wurde  deshalb  eine  bifilaro  Aufhüngung  eingerichtet ;  unten 
in  der  Ktemme,  mit  welcher  bisher  der  Spiegel  und  Arm  am  Drahi  he- 
festigt  war,  wurde  ein  Radchen  mit  concaver  Peripherie  von.4,ir* 
Durchmesser  befestigt,  um  welches  ein  feiner  Bisendrahl  gelegt  war, 
dessen  beiden  Enden  oben  zwischen  der  Klemme  fest-  und  durch  ein 
zwischengelegtes  FIfittchen  um  5"*  anseinandergdialten  wurden.  Dabei 
wählte  ich  wieder  den  ersten  an  der  Mauer  befestigten  Ann  zom  Aaf- 
hangen,  so  dass  der  Draht  wieder  8270"*  lang  war.  —  1849  Decem- 
ber  23  wurde  diese  Einrichtung  getroffen,  und  schon  von  December 
24  bis  26  änderte  sich  die  Ruhetage  des  Annes  nur  um  0»9  und  0,3 
Skaleniheile  in  24  Stunden.  Es  »qgiebt  sich  hieraus,  wie  weit  schneller 
eine  bifilar  aufgehängte  Drehwaage  dnen  constsuiten  Stand  anniizunt, 
was  ein  bedeutender  Yorzug  dieser  Aufhängung  ist.  —  Auch  in  der 
Folge  bat  sieb  bei  den  verschiedensten  Temperaturen  die  Ruhelage  des 
Armes  nur  wenig  geändert. 

Die  Tabülleu  ö  und  G  enthalten  die  nun  gemachten  Beobachtungeo 
ttud  die  daraus  berechneten  Resultate. 

An  dem  nördlichen  Ende  des  Armes  bieng  fortwährend  die  Wis- 
muthkugel,  und  es  ist 

log.  a  =  0,4627475  ^  4. 
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0»,4 


78,70 
79,75 
77,30 


64,55 
60,60 
63,75 


68,40 
59,20 
64,90 


78.225 
78,525 


62,575 
62,475 


64,48« 

60,550 


Anslossen. 


74,05 
77,40 
78,80 


64,40 

,56.85 
«0,40 
7,05 
59,90 


72,65 
76,50 
72,80 


75.575 
76,450 


öS. 975 
58,625 
58,725 
58,475 


74,575 
74,650 


6  r 

VUH5   7,6  Vm 
•4  88,8 
28  8,4 
34  40,0 
44  8,8 


77,8 


vra  59  45,8 

IX     6  34, 
4t  4M 


8  IX 


IX 


60,5 

49  88,8  IX 
tS  (8,4 
8t88,t 


89,8 
Vll  57  40,4 
vm  8  84,0 
40  84,8 

76,8 


vm  29  IS.G 
88  44,6 
48  t»,l 

88.8 

Till  48  84,0 
55  34,4 

IX  2  2,0 
8  44.8 
15.  8,8 


80,8 

55  29,6 
vm   4  57,2 
8  88,0 


36,5 
vm  44  48.0 
81  8,8 
87  44,8 


FX 


51,5 

4  S,2 
10  27,1 
47  8,8 


81,6 

Vn  55  84,0 
vm   4  52,4 

t 


63,5 
45  4,0 
II  88,8 
28  4,0 
84  45,8 
44  8,6 

78,8 


vin  59  49,6 
6  49, 

4t  80,4 


6  IX 


61,5 
40  89, 
88  88,8 
88  88,4 


8  DL 


60,5 
VU  57  6,0 
vm  8  88. 
4*  46,8 

77,8 


vm  29  20,0 

85  86.8 
48  84,4 


64.5 
VUI48  0,8 
84  48.8 
27  59,6 
34  50.4 
48  88,6 

78,8 


vm  89  54,8 
6  44,0 
48  88,4 


69,5 
49  88,6 
88  86,6 
8t  88,6 


IV'IDiTlklinSfü. 


IWIä  w8si^ 

Der  \  r»  n  »r  Ttft  ti»^" 
etwas  Bidi  V^'' 


Vll 

8  vm 


64,6 
87  3,0 
8  44.0 
46  163 


Vin  29  24.0 
88  33,0 
41  46.6 


IX 


74,5 
24  46,6 
28  49,6 
84  81,6 


6«.S 

vm  48  50.4 
55  38,4 

IX      1  57,6  IX 
8  50,0 
48  4,8 


IX 


78,6 
21  49, 
28  15,3 
84  86,4 


6«  ,8 

vm  48  47,3 
55  42,4 
1  59.8 
8  58,« 
U  66.6 


6  IX 


gen  durch  \rriiid(Ili| 

dor  Lage  4er  HUM. 
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Tabelle  6. 

Berechnete  Besultate  mit  der  Zinnkugel  und  dem  bifileren 

Eisendrahte. 


1« 

einirln. 

Mitlei. 

forrig. 

Millcl. 

97 
98 

9a 

100 

67,57300 
S4 ,93000 

70,0C250 
54,63300 

16,86875 
46,77606 

779,290 
794,040 
790,496 
795,088 

787,929 
793,195 

788,367 
793,635 

5,3468 
5,4487 

3,8978 

CruMCf  nimmU  gtofeMlfi 
migv  Veribulsrifcftlkcll  dtr 
llabAliKC ,  {(roMe  A'i  r'.tn- 
«lerlicbLeit    der  Schnin- 

494 
4M 

tot 

10« 

4T,7S7ft0 

61,86875 
4S,Sä300 
60,96250 

15,23750 
15,89062 

1 

776,848 

778,087 
775,980 
774,955 

774,794 
776,841 

775,226 
776,774 

1 

5,7235 
5.5102 

i 

5,6168 

4SrHw  VertwhrlleMrfl 
der  Rubeliga  mrf  SoMd- 
^u|;szeil. 

10S 
406 
407 
4  OS 

64,88750 
47,67500 

a.«7soo 

»•,SiS90 

16,25625 
48,7t506 

79( ,004 
786,260 
787,468 
7«7,«68 

788,381 
786,799 

788,770 
787.887 

5,5339 
6.7498 

5,6866 

Dir  RnbelftKA  siirk  wll^ 
a«ilaa  waniftr. 

1  ü'.t 

III 

47,;i:iooü 

«il, 93000 
45,80000 
60.75000 

15,27&«0 
46,68666 

772,740 
779,095 
775,360 
776,685 

775,732 
776,693 

776,164 
777,126 

3,7233 
3,6360 

5,6796 

Gross«  Verloderllchkril 
der  Haielife. 

1(3 
114 
115 
440 

6(,9"(i0() 
45,03  loO 
59,88750 
44,SS190 

15.88125 
4S.10660 

7S0,405 
771,855 
773,510 
778,579 

775,090 
772,481 

775,522 
772,912 

5,4957 
5,7034 

5,5995 

117' 
118 

ISO 

46,12500 
61.03750 

ir., 37000 
60,70000 

1 5,28750 
16,49673 

774, 3S8 
784,342 
7S3,7Ü0 
777,700 

780.803 
764,867 

784,287 
76M4t 

5,7936 
6,7686 

5,7631 

Oringerr  Verindprlirhkeii 
der  Rtthfligw ,  ^riMuie  det 

4t4 

49S 

123 
U4 

61,50000 
44,91  iSO 

'i  5.075(10 

15,80373 
16,44875 

786,000 
776,2*6 
770,090 
777,140 

777,445 
774,492 

777,878 
774,923 

5,5248 
5,7639 

5,6444 

groisc  VerinderlichlHitdar 

ScbwinifunpielL. 

4t& 
4M 

427 
198 

1i9 
4»« 
4t4 
4  SS 

40.00000 
67,67666 

40,30000 
37,t7300 

47,4tS66 
17,4*666 

648,800 
846,668 

867,8t0 
804,952 

646,666 

807,620 

846.646 

808,068 

8,4751 

5,5333 

5,5042 

«g»  V«i«ii6afliclik«it  6er 
RaMlfdiglMwVerliDder- 
Itehiflll  6er  8clHriit(nia(C*- 

leil. 

57,73500 
40,36230 
36,43730 
S9,6S5«0 

46,66876 
46.46876 

798,270 
790,704 
796,949 
798,494 

794,»64 
798,673 

795,405 
703,846 

5,5080 
5,6469 

5,5774 

Gro««e  Verlnderlirhkeii 
der  llakal^.  iiaaük)l 
f{roMv  6<f  Schrilifiligt* 

tdt. 

4  SS 

4S4 
4  SS 
IS« 

35,57500 
50,78750 
St,4S750 
66,47660 

15,98416 
46,49678 

783,895 
789,017 
784,499 
764,477 

785,770 
785,964 

786,207 
786,401 

5,6304 
5,4411 

5,5358 

Die  Rululige  iokr  tlllM 

derlidi. 

in7 

138 
189 
440  I 

79,98750 
6i,87500 
7S, 37500 
63.87300 

(6,30625 
46,t5660 

7Sr,,5S0 
7S),'J70 
780,425 
760,430 

78ä,Ü5S 
780,848 

783,093 
781.282 

5,39(3 
3,5886 

5,4900 

nionsi'  lind  «rcniK  reKcl- 
oiSuigc  VerSadorticlüLeil 
der  RAetaiB. 

30- 
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N«. 

3  B 

9  A' 

D 

rinzclu. 

Miltel. 

rorrig. 

einicla. 

Miltel. 

141 

u« 

144 

60,8.1000 
75,51250 
58,70000 
74.61i50 

15,73750 
16,36250 

789,580 
793,612 
788,519 
786,090 

790,237 
789,074 

790,676 
789  513 

5,7647 
5,5iSi 

5,6464 

Die  RabfUgi^  ickr,  üt 
HrhiriitiinftratOHi  tic^ 

Mittel  5,r.9IO 
Walinichuiiiliclicr  Fubivr  0,0169 


Diese  BeobachtuDgen  entsprachea  in  sofern  nicht  den  Erwartungen» 
als  bei  dem  nahe  constanten  Stande,  welchen  der  Aroi  im  Allgemeinen 
beibehielt,  gehofft  wurde,  auch  wahrend  jeder  Beobachtung  nur  geringe 
Aenderungen  der  Ruhelage  zu  erhalten.  Diese  Aenderungen  sind  aber 
mindestens  eben  so  gross  gewesen,  als  in  den  früheren  Beobachtungs- 
rohen. 

Wir  haben  die  mittlere  Dichtigkeit  der  Erde  gefunden  durch  die 
Beobachtungen  mit  dem 

dickeren  längeren  Draht  5,6M9mitdemwahrscheinlicfaenFehlerO,01$S 
dannerankUrzerenDraht  5.6173  „    „  „  0,0181 

Bifilar-Draht  5,5910  ..    „  „  „  0,0169 

woraus  das  Mittel 

5,5832 

mil  dem  wahrscheinlichen  Fehler  0,0149  folgt. 

5.  (Jeher  den  Einlluss  des  Magnetismus  und  des  Diania«^iieli8muü 

der  Kugeln. 

In  einer  der  Ko}  al  Soi  ioty  vorgelegten  Abhandlung  (Philosophical 
Transact.  1847.  P.S.  pag.212)  hat  Herr  6.  Whilehead  Heam  die  An- 
sicht zu  begründen  gesucht,  dass  die  von  Baily  beobachteten  Anomalien 

ihren  Grund  in  geringen  magnetischen  oder  diamagnetischen  Einwirkun- 
gen hallen,  die  zwischen  Masse  und  Kugel  Statt  Hindcn.  Herr  Ilcarn 
findet  die  von  ihm  vcrniulhclc  maj^'nctisclio  Wirkung  sehr  gross,  zum 
Tlu;il  N\  cit  grösser  als  die  zu  messeudc  Wirkung  der  Gravitation ,  indem 
er  atiuuiiint  ,  der  Arm  müsste,  wenn  keine  anziehende  Masse  ihn  iü)- 
lenkte ,  genau  auf  dem  Nullpunkt  geslaiulen  JiaLen,  und  er  die  Abwei- 
chung ,  die  der  Arm  bei  entfernten  Massen  von  der  iiiitllcren  oder  nor- 
malen Lage  zeigte,  oder  gezeigt  haben  würde,  als  eine  Folge  dieser 
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magnetischen  Wirkung  ansieht.  Allein  hei  der  Einstellung  des  Armes 
bcal)sichtigto  liaiiy  gar  nicht ,  ihm  genau  diese  mittlere  Lage  zu  geben, 
was  auch  selir  schwierig  zu  erreichen  gewesen  sein  wtlrde,  sondern  er 
wurde  nur  ao  oahe  wie  möglich  dieser  Lage  gebracht  (Baily  pag.51}. 

Wenn  ich  daher  auch  dea  Folgerungeu,  die  Herr  Hearu  aus  seinen 
Betrachtungen  zieht,  nicht  beislimmen  kann,  so  versuchte  ich  doch,  ob 
eine  längere  Emwiritung  emes  Magneten  auf  die  Masse  ihr  einen  Magne- 
tismus -mitlheilen  kOone.  Nachdem  ein  starker,  aus  mehreren  Stflben 
gebildeler  Nordpol  Tage  lang  neben  der  Masse  gelegen  hatte,  drehte 
ich  dieselbe  in  ihrem  Lager  um  180^,  aber  es  wurde  dadurch  nicht  die 
geringste  Einwirkung  anf  die  Kugel  wahrgenommen,  mogte  der  Magnet 
vorher  entTemt  worden  sein  oder  nicht.  —  Zu  weiterer  Pnifimg,  ob 
dergleichen  magnetische  Wirkungen  anzunehmen  und  auf  die  Resultate 
störend  gewesen  seien,  habe  ich  einige  Versuche  mit  einer  Wismuth-, 
und  einige  mit  einer  Eisenkugel  angestellt  in  der  Meinung,  dass  wenn 
schon  zwischen  der,  allerdings  etwas  Wismuth  enthaltenden  Zinnkugel 
und  derBlcimassc  merkliche  diamagnetische  Wirkungen  vorhanden  sind, 
diese  uoch  in  weit  stürkorcm  Maasse  bei  einer  Kuiid  aus  reinem  Wis- 
muth der  Fall  sein  werde,  und  dass  die  Eisenkugcl  noch  mehr  die  mag- 
netischen EiiiflilssG  zeigen  müsse.  —  Bei  beiden  Kugelu  goscliah  die 
Aufhüiiguiig  de.s  Aj mes  au  dem  langern  dickem  einfachen  Draht. 

Die  Wismulhkugei  wiegt  484,1  ö*"  ,  es  ist  ilalior 

U        a   g        ^  ^   BM80W000  .  m»,»  .  0,t#4  .  515,78  '  15i,4S75*  *  'g 

log.  a  ^  0,8566827  +  0,97251 54  —  1  +  0.633531 4  —  5 

=  0.4626695  —  4. 

Die  Hisenkui^(;l  wiegt  484, 19'*',  und  am  Qördlichea  Ende  deä.<Umes 
bicog  die  Wismuthkugel ,  es  ist  daher 

^          4  .  sr  .  6S«3Ö»  .  1»00»    '  545,71  '  181,4875*  *  B 

log.  B  =  0,8566287  +  0,0726543  —  1  +  0,6335314  —  5. 

=r  0.4627054  —  4. 
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TabeUe  9. 

OriginalbeobachtuDgen  mit  d«r  Wisrouthkugel  and  dorn  Ifln- 

pern,  (iickcrn  Kupferdrahle. 
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W 


10 

^6,5 


I.V 


IX 


«  „  '  -3,(i,iit| 


IM  .  'J 
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W 
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74,7 
54,7 
74,2 
53,4 
68,7 

68,7 
29.5 
64.8 
33,9 
62,4 
37,4 

37,4 
84,5 
44,6 
79,7 
(5,4 
75,6 


62,60 
03,20 
64,45 


62,900 
62,325 


60.90  «''*" 


49,40 
47,45 
49.35 
48,45 
49,90 


60,95 
03,05 
60,65 
62.55 
60, 5Ü 


48,(25 
48,250 
48,750 
49,025 


62,000 
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64,600 
64,525 


64,5 
35  42,8 
4«  »0,0 
47  >».t 

53  20,4 
59  20,0 
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5  43,2  X 
44  44,1 
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n  M 


65,5 
35  46,4 
44  »,f 
47  88»« 

53  45,2 
59  26,0 

52,5 

5  9,2 
41  4S,8 
46  88,6 
18  8,6 


in 


«1,6 

*«. 

9  59.6 
46  19,2 
24  34, S 
28  25,2 
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m 


48.0  ni 


4»,» 
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39  53,2 
45  32,8 
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4  14,4 
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24 
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W 
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35.5  "  46,925 
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^*''  57  711 
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42.6,;;-'  58,575 

7i,8',M.  58,675 
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52  84,2 
58  4  5,6 
4  8,0 
40  1,0 
45  4f,8 

58,5 
24  32,4  HI 
27  23,2 
33  12,0 

88  8.t  .. 


IV 


88  84,e 

(0  4).0 
45  26,0 
54  48,4 
57  48,8 

«8,6 

9  44,4 

45  30,0 
24  3,2 
17  17,8 


Der  Ana  •xktm  Hlltt  1* 
K«-«<^ufr;  dft  «hrklal- 

n>-ii  Sclmiii|!Uii|;<'n  w<'rdeu 
durch  oiuuAljgu  Vetüwk'' 
runt;  Her] 
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45,400 


46,5 
50  45, 

5C  39,2 
2  22,8 
8  48,8 

44  2,4 

68,5 
49  54,0 
25  54,6 
S4  35,6 
37  35,2 
43  48,2 


91U 


IV 


IV 


46,5 

49  40 

65  6,4 
0  50.0 
6  55,2 

42  30,4 

«S  40,4 


4rv 


47,5 

49  6,4 
55  44,6 
0  44,8 
7  4,2 
42  24,0 
4S  48,4 


Tabelle  8. 

Berechnete  Resultate  mit  der  Wismuthkugel  und  dem  längerD, 

dickern  Kupferdrabt. 


No. 

naJidage. 

2  ß 

2  \ 

0 

«iDMim. 

maa. 

«indo. 

Mhld. 

445 
1  46 
447 
441 

54.06875 
38,32500 
60,78750 
M,48000 

«2,60312 
42,53000 

703,243 
699,005 
703,545 
701  .4  40 

701,931 
701,220 

704,972 
704,264 

5.6728 
5,6663 

5,6794 

449 

4  50 
454 
46» 

70,97500 
85,63750 
72,49583 
86,»6Ma 

13, 902118 
13,00209 

704,458 

fi;»H,ui  -> 

705,ÖÜÜ 
76i>461 

7  0  1 

702,029 
702,268 

5,U36 
Ö,Ö033 

5,8284 

läge. 

4M 
484 

485 

15G 

«6,994  67 

54,43750 
63,80625 

50,99107 

43,46446 

42,59467 

705,075 
708,240 
708,825 

70j<,UfiO 

707,880 
708.675 

707,424 
708,746 

5,8939 
5,7876 

5,5908 

BImim. 

157 
458 
459 

62,13750 
48.58750 
64,74875 

13,40342 

7I3,5G7 
741,855 
748,458 

712,960 

748,004 

5,8032 

5.6089 

4  6« 
464 
46f 
463 
404 

1  46,50625 
58,69875 
'  4€, 04875 
,  59,21875 
4fi,8»0«0 

42,43125 
4  2,98750 
48,44488 

61)0,1  0,-| 
700, 'jOO 
699,140 
701,893 
706,64« 

0^9,735 
700,664 
701,425 

099,770 
700,705 
704,466 

5,7153 
5,5068 
5,3554 

6,5446 

Müüsiift;,  aller  niurt^- 
miii^tge  VflitaiaBillHil 
dar  Habel «fe. 

Mittel  5,5233 


WabnchoinUclMr  Fehler  0,0406 


Digitized  by  Google 


nmn  Vusvcbb  an  dbk  Dibbwaagb.  4S3 


Tabelle 

Originalboabaohtmigen  mit  der  Eisenkugel  and  dem  iKngerii, 

dickern  Kttpferdrahi. 


Wo, 
165 

166 
167 
168 

1  ^■8* 

D«tui.|  dar 

1 

85,2 
34.5 

79,5 
39,5 
75,0 

75,0 
20,1 
68,5 
25,5 
63,5 
29,6 

29,6 
82,8 
35,4 
77,6 
40,3 
73,5 

73,5 
20,8 
67,5 
16,2 
61,6 

Miltd. 

« 

ZaH  bai 

Juni 
3 

W 
0 

0 

59,85 
57,00 
59,50 
57,23 

47,55 
44,30 
47,00 
44,50 
46,55 

56,20 
59,10 
56,50 
58,95 
56,90 

47,15 
44,15 
46.85 
44,« 

38,423 
58,250 
3  S|  3  1  S 

45,925 
45,650 
45,750 
45,525 

57,650 
57,800 
57,725 
57,925 

45,650 
45,500 

57,5 

IX  17  38,0 
23  10,4 
S»  40,S 
84  47,6 

45,5 
I\    40  44,4 
46  27,2 
52  1 4,8 
57  59,2 

X  3  46,0 

57,6 

ven 

X     1  5  20,8 
21  3,6 
26  53,2 
32  35,6 

45,3 
X     38  28,0 
44  41,4 
4»  88,4 
88  48,1 

58,5 

IX  17  33,6 
23  20, S 

i»  5,i 
84  61,6 

46,5 
XI    40  40.4 
46  31,6 
52  10,0 
58  5,2 

X  8  ä9,6 

58,5 

Rhu. 

X     15  16,4 
21  9,6 
26  47,2 
32  42,4 

46,5 
X     38  23,6 
44  47,6 
4»  58,1 
58  49,6 

59,5 

IX  17  29,6 
23  26,4 
18  59,6 
84  81,« 

47,5 
iX   40  86,4 
4«8«,4 
81  4,8 
88  41,1 

X  1  81,8 

81,8 

X     1  5  n  ,2 
21  14,4 

20  41,2 
32  49,2 

47,5 
X     38  19,2 
44  11,4 
4»  48,6 
66  86,« 

ADtinglHlir  SrhwinjruilRMi 

Utrcb  Uroiiing  «Im  Auf- 

16» 
470 
174 
171 

1849 
Juni 
4 

0 

w 

0 

\v 

6  5,4 
21,4 

60,6 
26,0 
5C,6 
29,5 

29,5 
77,2 
34,9 
72,4 
39,2 
68,5 

68,5 
19,5 
62,8 
2  4.2 
58,3 
28,2 

28,2 

78,5 
33,7 
73,5 

,38,3 

43,40 
41,00 
43,30 
41,30 
43,05 

53,25 
56,0") 
33,65 
35,80 
53,85 

44,00 
41,15 
43,50 
41,35 
43,35 

53,35 
36,10 
53,60 
55,90 

42,200 
42,)  50 
42,300 
42,1  75 

54,700 
54,850 
54,735 
54,825 

42,575 
42,325 
42,425 
42,350 

54,725 
54,850 
54,750 

40,5 
X       0  8,0 
5  36,0 
(1  42,8 

«1  4,6 
18  17,1 

53,3 
X    m  45,6 
84  44,4 
40  16,0 
46  17,C 
84  44,4 

40,5 

X  57  54,4 

XI  3  20,8 
9  26,4 

20  59,6 

53,3 
XI    26  25,2 
32  23,2 
ä7  53,2 
48  58,1 

41,5 
X      t)  3,2 
5  41,2 
11  36,8 
47  14,1 
18  8,8 

54.5 
X    »8  5tt,4 
84  88.4 

40  21,6 
46  10.4 
81  81,4 

41,5 

X  57  50,0 

XI  3  26,0 
9  20,8 

verfehlt. 
20  52,4 

54,5 
XJ    26  29.6 
81  48,4 
81  6,8 

41  49,2 

42,3 

IX  59  58,4 

X  5  46,8 
11  30,4 

47  46,9 
18  «,8 

55,5 
X    16  55,1 
84  88.6 
40  18,0 
46  8,6 
81  0,8 

42,5 

X  57  44,8 

XI  3  31,2 
9  15,2 

20  43,6 

55,5 
XI    26  34,0 
81 18,1 
18  «,« 

48  41,8 

 -_i  _  _  . — 

AnrjngliolK'  Srhirin^uagc« 
durch    ViTlnttr-rung  ift 

■ 

473 

1849 

Aug. 
29 

\v 

43,6 
90,2 
50,6 
85,3 
54,4 

67,90 
70,40 
67,95 
69,85 
68,43 

«9,150 
69,175 
68,900 
69,150 

68,3 

IV  37  31,6 
43  26,8 
49  S,2 
54  56,8 

V  8  88,1 

69,5 

IV  37  36,4 
43  20,4 
49  11,6 

.  M  48,1 

V  1 88,8 

70,5 

IV  37  41,6 
43  15,it 
49  18,4 
54  4a,4 

V  0  46.8 

Jurcb  VrrlDderai^  «tr 
Lage  «Im  lUw«. 

F.  Ruch» 


tu. 


174 


<16 


17« 


df-r 
Mmm. 


W 


82 
»I, 
77 
89 
78 
4t 

<S 
93 
48 
88 
52 
84 

84 
S3 
79 
88 
75 


r,s,(io 

5C,10 
58,60 
56,50 
58,15 

68,00 
70,60 
68,S0 
70,40 
68,50 

58,80 
66,4  5 
68.75 
66.90 


57,400 
57,400 
57,550 
57,885 


69,300 
69,400 
69,800 
69,450 


57,475 
57,450 
57,825 


bal 


•1  \  iint'jit\* 


VI 


8C,S 
<  99,8  V 

45  9.6 
48  4,4 

33  U.X 
i9  35, i 

68,5 
85  12,4 
41  4,S 

46  11, fi 
5i  94,8 
U  «,« 

56,5 
4  5, 
9  41,6 
U  85,9 
II  S.« 


2  VI 


•7,5 

«98,4 

12  44, S 

47  58,8 
n  43, i 
2»  27,6 

69,5 
35  46,4 
44  0,0 
46  46,8 
69  98.8 
51 1«,« 

67,5 
4  0,8 
9  46,4 

46  80.0 

ti  IM 


VI 


6«,5 
6  94,0 

4  3  4  9,6 
4  7  r)3,9 
23  4y,6 
99  20,8 

70,5 
85  90,8 
40  R4,8 
46  54,4 
69  99,4 
SS  II.« 

ü8,5 
3  56,4 
9  54,9 

46  94.« 

II  iS,t 


■i.*r» 


177 


478 


479 


4äU 


484» 
Aug. 
30 


0 


W 


79 

35 

74 

3y 

39 
94 
45 
89 

89 
27 
Si 
84 

34 

404 
40 
94 


181 


18« 


418 


184 


4849 
Sept. 
1 


W 


W 


0 


43 

8H 
48 

54 

80 

SO 
30 
75 
35 
70 
39 

39 
94 

I  44 
84 
47 
79 

79 
98 

60 
33 
64 
38 


67,55 

54, 9ü 

57,00 

67,00 
70,4& 
67,75 

58,60 
55.05 
58,60 

67,90 
71,05 
67,65 


56,995 

5. -.,950 


X 

XI 


68,57  3 
68,950 


56,82  5 
56,825 


69,475 
69,350 


XI 

XI 

XI 
XII 


«»,« 

«8  8«, 

4  46,0 
40  7,2 

«7,8 

45  48,0 
94  43,6 
97  46,8 


8|X 

XI 


XI 


«Ix 

XI 


S«,8 
88  8t.i 
4  24,6 
40  4,9 

68,8 
45  59,0  XI 
94  88,8 
1711,« 


88,5  8B,S 
88«0,0)XI  88l«,4Xi 

verrehlt. 
44  36,4        44  59,0 

«7,6  68,5 

8«  84.0  XI   50  37,9  IX 

8«  83.6        56  30,0 

I  8.sxn  iii.Bxn 


66,00 

68,40 
66,1  5 
68,00 
66,20 

55,60 
52,90 
55,40 
53,30 
55,30 

65,56 

6S,0Ö 
64,45 
65,85 
t»3,3ä 

51,30 
4», 65 
51  ,i5 
48,90 
54,96 


67,200 

67,275 
67,075 
67,400 


54,950 
54,450 
54,350 
54,300 


66.775 

66.S25 
65,150 
04.601) 


49.975 
49,950 
50,075 
50,075 


III 
IV 

IV 


lU 


66,5 
46  12,0 
52  38,4 
58  äO,0 

4  18.4  IV 
I«  1,1 

63,5 
46  4,2 
94  46,8 
17  47,1 

88  «9.« 

89  36,0 


IV 


««,5 

48S4,«IV 

84  47.6 
67  44,4 


■87,6 

88  iR,9 
4  27,2 
9  54,8 

89,5 
45  56,0 
9«  84,9 
«7M.8 

•7,5 

93  49,9 

44  47,6 

69,6 
60  40,4 
66  96,4 
117,1 


UI 


IV 


67,5 
46  47,9 
52  32,8 
68  26,4 
4  41,9(IV 
1«  «,« 

54,5 
15  56,4 
91  61,6 
17  41,9 
98  9«,  4 
30  2H,0 


67,5 

48  ««,8tlV 

64  12,4 
57  20,0 
vcrfchU. 
9  12,8  V      9  19,9  V 


rv 


64,6 
96  49,6  V 
3t  37,6 
87  59,6 
44  43,9 
4»  41,« 


69,5 
26  14 
32  43,9 
87  63,2 
44  90,0 
4«  «4,8 


8  V 


«8,8 
46  69,4 
69  97,9 
68  39.8 
4  4.0 
40  47.6 

55,5 
4  5  89,0 
91  37,9 
97  35,6 
38  48,9 
30  90,8 

«8.5 
48  90,0 
61  7,6 
67  96,0 

9  98,4 

63,5 
96  10,0 
81  4K,8 
37  46,8 
44  97,6 

«•i^-i 


I 


i<t«>  ,«4>> 
inu4 


V/ 


Kl 
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1  jllf?0 

Mine. 

«3 
3 

t 
»5 

w 



Sept. 

74, « 

iQ 

•}  «,z 

69,6 

486 

u 

69,6 

15,0 

63,8 

20, J 

487 

w 

20,3 

83,4 

i6,6 

75,8 

488 

0 

7.',S 

7,6 

67,3 

48.S 

•0,« 

Miltfll. 


Zeit  bei 


I)vnerkuo((cu. 


51,80 
54,20 
51,00 

42,30 
42,00 

51,30 
54,r>0 
51,20 

41,70 
37,45 
40,55 

*8,»a 


III 


53,000 
53,050 


40,850 
40,700 


'III 

52,900,  " 
52,8501 


39,575 
39,000 
3S,7i5 


IV 


51, J 
8«  1.4 
W  6,8 

34  40,0 

39,5 
37  42,0 
48  48.« 
4»  »,f 

51.5 

55  3.2 
1  5,6 
6  46,8 

39,5 
12  46,4 
48  S«,« 
«486,8 
<•  14,8 


Ol 


III 


Ul 

r? 


VI 


.'■>2,5 
80  7,8 
86  4,8 

31  46, S 

40,5 
37  37,6 
48  84,0 
48  47,6 

52,5 
54  «,8 

4  4.6 

6  51 
40,5 
12  42,8 
48  40,0 
«4  84,8 
«•t8,l 


III 


Ui 

rv 


IV 


53,5 
80  48,0 

85  55,6 

»1  53,2 

41,5 

87  tt.e 

45  88,8 
48  4«,4 

53,5 

65  10,8 
0  57,1 
6  56,0 

41,5 
12  39,6 
48  43,6 
84  47,6 
88t«,< 


T«iM»ii6  la 

Berechneie  Besullate  mit  der  Eifenkugel  und  dem  Ungern, 

diekern  Kupferdrahl.  ' 


Jfo. 

iß 

iJV 

nuieia. 

Miltct. 

eotrig. 

cioicla. 

Mitlel. 

465 
466 
467 
468 

58,85000 
45,74250 
57.77500 
45,59167 

43,85000 
43,48292 

692,220 
691,257 

691,770 
690,C0S 

691.743 
691,312 

693,036 
694,499 

5,6369 
5,7334 

5,6751 

469 
470 
474 

472 

42,20635 
54,77500 
42,41875 

54,77500 

43,46250 
42,35625 

691,446 
691,455 

690,199 
690,964 

691,033 
690,873 

601,330 
694,160 

5,5645 

5,6098 

8,5873 

Briir  cowlnto  Rohdhg«» 

473 
474 

475 
476 

69,09376  1 
87.44878  1 

69,86350 
57,58853 

44,80987 

14,86446 

600,446 
«89,667 

689,374 
687.868 

689,648 

688,703 

688,904 

688,988 

8.8483 
8,8074 

5.8276 

Btanfalbgil. 

477 
478 
47» 
480 

56,08750 
68.74250 
56,88500 

«9.41 ä'O 

13,80625 
13.26350 

689,812 
690,436 
096,075 
696,513 

694,674 
693,944 

691,951 
604,202 

3,6455 
5,7035 

5,6740 

Dir  Uulu'lngr  ziciiilich  (Urk 

aber  gtekblSmifTcribidor- 
lidi,  61«  SdnutaciBinril 

sehr  rerlnderlich. 

48^1 
488 
483 
484 

67,16250 
54,26250 
65,68750 
50,04  875 

13,46350 
48.5468S 

699,962 
706,548 
714,663 
700,486 

700,732 

706,863 

707,045 
707,456 

5,9636 
5,8568 

5.6600 

AuMerordenilich  ^roHC 
Veriaderlichlieit  d«r  Rak^ 
i^ge  und  dar  Bchwi^gBDgl- 

(sr. 
48« 
487 
4S8 

")3,0iri00 

40.77500 
M,«7II0 
88,40810 

48.47500 
48,88760 

700,392 
699,670 

i64,m 

768.894 

704.689 
761.689 

704,930 
764.460 

5,874« 
6,6488 

6.7086 

Die  RnbeUi^e  und  die 
Sehwiagaagoeilen  tUrk 
aad  aiiKgcihi8Mlff  vtiBn- 
dcrUcba 

MiUel  5,6887 
WaihmiMiDllcbar  Fehler  6,994  8 

Die  diamagoetische  Engel  giebt  also  ein  2a  kleines,  die  magnetische 
ein  zu  grosses  Besultat,  and  die  einzelnen  Bestinunnngen  4lUliBrireB  star^ 
leer  von  demBfittel,  als  bei  der  Zinnkugel.  Immerhin  ist  die  Abweichung 

nicht  entschieden  genug ,  um  darauf  Schlüsse  zu  gründen ,  vorzüglich 
bei  Uer  WLsmuliikugel ,  bei  der  die  iUiwuichung  von  dem,  mit  der  Zmu- 
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kii.ü;ol  gefundenen  Mittel  den  wahischeinlichea  Telilcr  kaum  uberlriiri. 
Alh  nraUs  kann  man  vennuthen,  (l;i!;s  die  Eisenkugol  durch  ihren  Magne- 
liäu)u>  der  Lagt!  die  etwas  diaiuaguelibclieBleiiijasise  etwas  abstiess,  und 
dadurch  dio  Anziehung  etwas  Weniges  zu  klein  wurde,  was  einen  etwas 
zu  grossen  Werth  fdr  die  mittlere  Erddichte  zur  Folge  haben  musste. 
Jedenfalls  dürfte  sich  aber  cri^cljcn.  dass  z\vitf;chen  der  Hleimasse  und 
der  Zinnkugel  störende  magaetificbe  oder  diamagnetüche  Wirkungen 
nicht  anzunehmen  sind. 

6.  lieber  die  BestimmaDg  der  mittlem  Dichtigkeit  der  Erde  durek  die 

Sehwingungszeiten  allein. 

Wenn  die  Drehwaage  flir  sieb,  und  ohne  dass  eine  genidierleHaBae 
anziehend  auf  eine  der  Kugeln  wiilct,  schwingt,  so  igt  ihre  Schwingungs- 
zeit kanser/  ala  wenn  eine  Masse  von  der  Seite  her  einer  der  Kngeb 
genähert  wird.   Nennt  man  die  Schwingungszeiten  in  beiden  Fallen 

N  u.  iV,  die  Ablenkung ,  welche  die  Kugel  durch  die  genäherte  Bbsse 
erfuhrt  =  A,  und  die  Entferaung  des  Mittelpunktes  der  Kugel  von  dem 
Mittelpunkte  der  genäherten  Masse  —  E,  so  ist,  wie  von  Cavendish  und 
nach  iiim  vuu  mir  m  mcmer  l'ruheren  Sclirifl  (S.  37}  gezeigt  worden  isl 

iV  ;  iV  =  1  :  1  +  ^ 

Man  kann  also  aus  dem  Verbaltnisse  N  :  N"  auch  A  und  mithin  die 
mittlere  Dichtigkeit  der  Erde  bestimmen,  d.  h.  durch  blosse  Beobach- 
tung der  Schwingungszeiten  bei  entfernter  und  genäherter  Masse,  ohne 
die  Ablenkung  zu  beobachten. 

Professor  Forbes  schlug  mir  vor  Ittngerer  Zeit  vor,  die  Masse  ab- 
wechselnd mit  ihran  Mittelpunkte  normal  auf  den  Ann  und  parallel  mit 
d^selben  anzubringen,  und  aus  der  dadurch  bewickt^  Volkndenmg 
der  Schwingungszeit  die  mittlere  Dichtigkeit  der  Erde  abzuleiten.  Be- 
findet sich  nemlich  die  Masse  in  derselben  Entfemmig  E  mit  ihrem  Hit- 
telpunkte in  der  durch  den  Arm  gelegten  Vertikalebene,  so  muss  ihre 
Anziehung  auf  die  Kugel  die  Schwingungszeit  verkürzen. 

Nmmt  man  die  Kraft,  mit  welcher  die  Masse  die  Kugel  anzi^t  und 
um  die  GrOsse  A  ablenkt  =  K,  so  ist  auch  bei  einer  Entfernung  A  der 
Kugel  von  ihrer  Ruhelage  die  bewegende  Kraft,  die  sie  in  letztere  zu- 
rücktreibt =  K,  also  bei  einer  Entfernung  =  F  von  der  Ruhelage  ist 

die  bewegende  Kraft  =.  jK.  Befindet  sich  die  Masse  in  derselben  Ent- 
fernung =  £,  in  welcher  sie  diese  Anziehung  =  K  ausübt,  in  der 
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durch  die  Huhelage  des  Armes  gelegten  Vertikale ,  so  ^vird  die  bewe- 
gende Ki'afl  bei  der  Ablenkung  F  um  K.  sin.  a  vermehrt,  wenn  a  der 
Winkel  ist,  den  die  die  Mittelpunkte  der  Kugel  und  der  Masse  bei  der 
Ablenkung  Fund  bei  der  Huhclngc  verbindenden  Graden dnschlieSBeD; 
c»der  die  bewegende  Kraft  wird  dann  =  ^  •  ^  +    an.  «. 

Wegen  der  Kleinheit  von  «  kann  man  setzen  sin.  0  =  « = -g,  also 
die  bewegende  Kraft  bei  der  Ablenkung  F 

=  ^i^  +  -^A^^^Ä(i.+  ;)  =  t^(1+^) 

Bs  ist  aber  K  =  .  q»  wenn  q  das  auf  den  Mittelpunkt  der  Ku- 
gel redudrteTMgheitsnioment  der  Drehwaage  bedeutet  und  I  die  Lange 
des  ein&ßhen  Seknndenpendels.  — 

Es  wird  also  bei  der  gedaoht^Lage  der  Masse  und  der  Ablenkung 

=  F  der  Kugel  von  der  Ruhelage  die  bewegende  Kratt  =       q  ^1  + 
wogegen  sie  bei  entfernter  Masse      q  sein  wttrde. 

Daber  mit  YemachlassiguQg  der  hdieren  Potenzen  von  j 

N:]fr=i     —  A 

und  iV:iV"_1+^H_^^^ 

wenn  N  die  Schwingungszeit  ohne  Einwirkung  der  Masse 

iV  dieselbe  bei  seiUicber  Lage» 
und  iV"  dieselbe  bei  der  Lage  der  Hasse  in  der  durch  den  Ann  gelegt 
ten  Vertikalebene  bedeutet 
Bei  der  frttheren  Einricfatong  der  Drehwaage  war  es  nicht  mOgUch. 
die  Blasse  in  die  durch  die  Ruhelage  des  Annes  gelegte  Vertikalebene 
zu  bringen,  wogegen  dieses  bei  der  jetzigen,  oben  beschriebenen  Ein- 
richtung sehr  gut  angieng.  Die  Wirkung  konnte  sogar  verdoppelt  wer> 
den,  indem  man  zwei  gleiche  Massen  in  entgegengesetzten  Lagen  auf 
den  Drehstuhl  legte,  in  welchem  Falle  sie  die  iiuiielagc  der  Kugel  in 
keiner  Stellung  verihidt  rien ,  auf  die  Schvviaguugszeiten  aber  den  dop- 
pelten KinÜuss  austibteu,  so  dass 

iV  :  iV"  =  1  +  y  :  1  — ^  wird. 

woraus  il  = -gq-n^. 

Bringt  man  diesen  Werth  in  die  oben  gegebene  Formel  für  die 
mittlere  Dichtigkeit  der  Erde,  so  erhalt  man 

U    Jf  ■  l   m   (N*  +  a  N")' 

—  ii.it.h.m'  njif  +  «•  +  m"}  •  S"  {ff  —  lt) 

indem  jy  =  ^  ^  ist. 
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Da  bei  des  Versnclieii  nach  der  bisIierigeD  Ifettiode  immer  die  Be- 
stimmung der  Grösse  der  Afoleidrang  des  Armes  durch  die  aoziehende 
Masse  die  grösste  Schwierigkeit  des  ganzen  Problems  ist,  und  die  hei 

Beobachtung  der  Ruhclatio  vorkoaimendcu ,  von  Störungen  veranlasslcn 
Unregelmässigkeiten  ilie  Ilauptnrsache  der  immer  uocli  beträchtlichen 
Abweichungen  der  einzchien  Resultate  sind,  —  so  erscheint  auf  don 
ersten  AnLlick  die  neue  Methode,  die  mittlere  Dichtigkeit  der  Erde  aus 
Bestimmungen  der  Schwingungszeit  allein  abzuleiten,  eine  mIü  \\\\\- 
kommene.  Bei  näherer  Rctrachlung  \crlierl  sie  aber  ihre  Vorzüge  giinz- 
lich,  weil  die  Schwingungszeileu  des  Armes  ebenfiiüs  stdir  beträchtlich 
variiren,  diese  Variationen  aber  den  Variationen  in  der  beobachteten 
Ablenkung  'ziemlicli  entsprechen,  und  der  Kehler  daher  mehr  oder  we- 
niger compensirt  wird ,  wenn  man  Ablenkung  und  Schwingungszeit 
gleichzeitig  beobachtet  Nvas  niclit  der  Fall  ist,  wenn  man  aus  der  einen 
•  oder  andern  allein  das  Resultat  ableitet.  Ich  habe  mehrere  Versudie 
nach  der  zuletzt  entwickeltco  Methode  angestellt,  und  mit  dem  langen, 
dickem  Kupferdraht  gefunden 


2  iV  =  6y8',8 

Äiri=  680, i 

1846 

August  23 

7 IG,  4 

700,1 

November  25 

703,  9 

695,7 

26 

694.8 

700,7 

December  13 

704.0 

701,8 

1847 

Marz  S1 

702,  2 

698,5 

22 

710,  6 

699,9 

1849 

April  18 

721,  3 

705,9 

23 

Man  sieht  ohne  Weiteres,  dass  wenn  man  die  Result«ito  der  cin^H- 
nen  Tage  berechnet,  man  ausserordentlich  von  einander  abweichende 
VVertbe,  einmal  sogar  einen  negativen,  erhalt.  Auch  das  Mittel  aus  allen 
Bestimmungen,  welches  fur 

2  iV      707,4      2  IS"  =  698,2, 
giebt  noch  die  mittlere  Erddichtigkeit  =  6,25. 

Könnte  man  aber,  vielleicht  durch  veränderte  Aufhängung,  eine 
Drehwaage  oonslruiren,  wetohe  bei  noch  hinlänglicher  Empfindlichkeii 
eine  sehr  constante  Schwingungszeit  besässe,  so  würde  diese  Besdiii- 
mungsait  viel  fUr  sich  haben. 

1 

7.  Einige  andere  Bediaditungai  mit  der  Drehwaage. 

Eine  empfindliche  Drehwaage  mit  Spiegel  und  Fcrmohr  lässl  sich 
in  so  verschiedenea  t  ullen,  wo  os  auf  Messung  gciinger  anziehcader 
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oder  abstossender  Kriiflf^  ankommt,  anwenden,  dass  es  wUnschens- 
wcrtli  wUro,  sie.  iru  sitze  jeden  ijr/isscrcn  j)hvsikalischeu  Cabincts  zu 
sehen,  vorzüglich  da  sie,  wie  aus  dem  Obigen  erhellet,  ohne  grosse 
Kosten  hergestellt,  und,  wenn  der  sie  umgebende  Holzkasten  mit  Staniol 
bekleidet  wird,  in  jedem  Zimmer,  das  nicht  zu  schnellen  Temperatnr- 
wedueln  ausgesetzt  ist,  Jbeobachtet  'werden  kann.  Es  sauss  nur  durch 
eine  lUaner  oder  sonst  ein  hinianglich  fester  Punkt  zum  Aufhängen  ge- 
fgäten  sein. 

Es  mögen  hier  noch  einige  Ueme  Versuche  erwähnt  werden,  die 
▼on  mir  mit  der  Drehwaage  angestellt  wurden. 

a.  Die  diamagneCische  Abstossung,  welche  yenschiedene  Körper 
durch  einen  rollssig  starken  Magnetpol  erleiden,  Issst  sich  Idcht  beolv 

achten  und  messen.  Versuche  Uber  die  Abstossung  einer  mit  lOProecDl 
Wismuth  und  wenig  Blei  legirten  Zinnkugel,  und  einer  Kugel  aus  reinem 
Wismuth  von  einem  einfachen  vierpfüüdigen  Magnelsfab,  sowie  über 
die  Unwirksamkeit  zweier  enti;ce;cngesetztcr  G;l('ir}i>t;u  kcti  Pole,  die  von 
derselben  Seite  auf  i^Ieiche  Entfcrüung  genähert  werden,  sind  in  den 
Berichten  der  K.  S.  Ges.  der  Wissenschafleu  zu  Leipzig  Bd.  I. 
(Pogg63  S.60)  mitgetheilt.  Eine  bestätigende  Beobachtung  Uber  diese 
Neutralisation  der  Wirkung  von  Magnetpolen  der  einen  Art  durch  eben  so 
starke  der  enlgegengesetsten  findet  sich  in  firdmanns  Journal  Band  49, 
S.  493. 

b.  Bs  ist  TonFaraday  gezeigt  und  vooPIttcker  u.a.  mehi^h 
besUttigt  worden,  dass  krystallisirte  KOrper  mit  Einer  krystallographi- 
scfaen  oder  optischen  Haupiaze  das  Bestreben  zeigen,  sich  swisehen 
zwei  Magnetpolen  mit  ihrer  Hauptaxe  entweder  axial  oder  äquatorial 
au&ustellen;  die  daraus  scheinbar  zu  ziehende  Folgerung  aber,  dass  sie 
in  der  Richtung  der  Hauptaxe  eine  grössere  oder  kleinere  Anziehung 
oder  Abstossung  vom  Magnetpol  erleiden,  als  in  einer  darauf  senkrech- 
rechten  Richtung  fand  .sich  nicht  best<1tigt.  indem  sowohl  Faraday  als 
PlUckcr  angohen,  die  Gk  sso  dieser  Wukung  sei  in  hoiden  Richtungen 
gleich.  Die  hierüber  bckauul  gewordenen  Versuche  schienen  mü:  der 
weiteren  Prüfung  nicht  unwerth.  Deshalb  hieng  ich  an  die  Drehwaage 
einmal  eine  Bergkrystall-,  und  dann  eine  Kalkspathkugel ,  jede  davon 
aus  einem  einzigen  Individuum  gebildet,  so  auf,  dass  die  Hauptaxe,  die 
bei  der  Bergkrystallkuget  durch  optische  Mittel  aufgefunden,  bei  der 
Kalkspathkugel  aber  gleich  bei  der  Anfertigung  angegeben  wurde,  hori- 
zontal hiengen,  theils  parallel  mit  dem  Arme  der  Drehwaage,  theils 
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senkreclit  darauf;  so  dass,  weaii  von  der  Seite  her  ein  Maguctpol  ce- 
naherl  wurde,  die  Wirkung  desselben  entweder  senkrecht  gegea  die 
Uauptaxe  der  Kugel ,  theils  parallel  dersüclben  Statt  fand. 

Die  Bei^krystallkugel  hatte  einen  Durchmesser  von  nahe  52".  die 
Kalkspathkogel  von  &6t  54"" ;  erstere  wog  i  99748'* ,  leUtere  22i90ir 
Die  AnfhttDgung  geschah  miUeist  eines  schmalen  lekenen,  um  die  Ko- 
geln  gelegteik  Bandes. 

Der  vierpfundige  Magnetstab  wurde  immer  mit  demselben  hk 
von  Ost  her  so  an  das  Geh&nse  der  Drehwaage  horizontal  neben  dm 
Mittelpunkte  der  Kugel  angelegt,  dass  seine  magnetische  Axe  senkredit 
gegen  die  Länge  des  Drehwaagenarmes  gerichlet  war. 
Beide  Kugeln  waren  diamagnetisch. 
Die  Bcrgkrystallkugcl  wurde  abgostossen 

bei  senkrechter  Richtung  der  Kryslallaxe  zur  Magnetaxc  um 

8,3  Skalcnthcilc. 
imjMittel  von  ü  \  erauchen  bei  einem  mittleren  Stande  von  73,9 
bei  paraUeier  Richtung  der  Krystall-  und  Magnetaxiß  um 

7,8  Skalenlheile 

im  Mittel  von  4  Versuchen  bei  einem  mittleren  Stande  von  74,7,  ws 
einer  um  O.d""  gr(}ssem  Entfernong  entspricht. 
Die  Kalkspathkogel  wurde  abgestossen 

bei  senkrechter  Richtung  ihm-  Axe,  und  emem  mittleren  Stmde 

von  73,7  um 

7.8  Skalenlheile, 

im  Mittel  aus  2  Versuchen; 

bei  paralleler  Richtung  ihrer  Axe,  und  einem  mittleren  StiaM 

von  75,1  also  um  0,2""  geringerer  Entfernung  um 

7.9  Skalentheile 

im  Mittel  aus  3  Versuchen. 

Die  einzelnen  Versuche  geben  noch  zu  differenle  Resultate,  uui 
hieraus  auf  ciue  \'erschjedenheit  der  Wirkung  in  den  beiden  Richtuns:™ 
schliessen  zu  können,  und  es  sprechen  die  Ergebnisse  ebenfalls  dafür 
dass  die  Wirkung  parallel  der  Axe  oder  senkrecht  darauf  gleich  sei,  und 
zeigen  wenigstens  mit  Sicherheit,  dass  eine  betrachtliche  Verschieden- 
heit in  der  Grosse  der  Abstossung  nach  beiden  Richtongen  Mi  ^ 
finde. 
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1. 

Bekanntlich  verlangt  das  von  Viviani  den  Geomelem  seiner  Zeit  vor- 
gelegte sogenannte  Florentiner  Problem  {amofmo  FlormUmum),  dass  aof 
der  Oberfläche  der  Kogel  eine  Gurve  gefunden  werde,  die  eine  qnadrir- 
bare  Flache  entweder  einsebliettl«  oder  deren  Fltfcbe,  von  einem  angeb- 
.  liehen  TheÜ  der  KugelflSche  hinweggenommen»  einen  qiiadrirbaren  Rest 
Issst.  Anstatt  der  sphärischen  Cnrve  selbst  kann  man  aneb  die  ebene 
Cnrve  suchen,  welche  die  Projection  von  jener  auf  die'  Ebene  eines 
grOssten  Kreises  ist.  Auf  diesem  Wege  hat  Euler  gezeigt,  dass  es 
unendlich  viele  Lösungen  des  Problems  giebt.  Wenn  nun  hiemach  die 
Aufgabe  lür  die  Analysis  keine  besondere  Wichtigkeit  mehr  halte,  so 
gab  sie  doch  Anlass  zur  Auttindung  mehrerer  SiUze  vr)n  i^'co metri- 
schem Interesse,  die.  da  sich,  wie  wir  zu  zeigen  gedenken,  ihrt'  Zahl 
nicht  unbeträchtlich  vermehren  lUssi,  eine  vviederhoUe  BeschUfligung 
mit  dem  GegonsUmde  wohl  reclülei  tiijen  mögen.  Diese  Sätze  schliessen 
sich  zuniiclist  der  einfachsten  Auflösung  des  Problems,  derViviani- 
scheu  an,  nach  welcher  ein  (Iber  der  Ebene  eines  grösstcn  Kreises  der 
Kugel  crrichletcr  gerader  Cyündor.  der  zur  Basis  einen  Kreiy  IkiI  ,  des- 
sen Durchmesser  dem  Halbmesser  der  Kugel  gleich  ist,  die  Kuij;ejnäcbe 
in  zwei  üelTnuni^on  (Inrchhricht  deren  Flüche,  von  der  sie  umsehlies- 
senden  Flache  der  lialbkiigei  limweggenommen ,  einen  Rest  übrig  lasst, 
welcher  dem  Quadrat  des  Kugeldurchmessers  gleich,  also  quadrirbar  ist. 
Hierzu  hat  nun  zuerst  M  o  n  t  u  c  I  a  bemerkt,  dass  auch  der  von  der  Ku- 
gelflache begrenzte  Theil  der  krummen  Seitenfläche  dieses  Cylinders 
dem  Quadrat  des  Durchmessers,  also  dem  FIncheninhalt,  den  die  durch 
ihn  erzeugten  beiden  Oeflhnngen  von  der  Kugelfläche  übrig  lassen,  gleich 
Femer  hat  Bossnt  gefunden,  dass  der  Inhalt  dieses  Cylinders, 
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von  dem  Inhalt  der  ihn  einschliessenden  Halbkugel  hinweggeoommeo, 
einen  Uest  lasst,  der  ein  Neuntel  vom  Cubas  de8  Kugeldurchmcssers  be- 
trügt. EndUich  hat  Nie.  Fuss  {Nova  Acta  Acad,  Pelrap,  T,  Xlf.)  ge- 
zeigt, dass  der  Uoifikng  eines  joden  der  beiden  Dorchschnitte  der  Cjtii- 
derllache  mit  der  Ktigelflttche  dem  halben  Umfang  einer  Ellipse  g^Kb- 
kommt,  deren  halbe  kleine  Axe  der  Halbmesser  der  Kugel  und  deren 
halbe  grosse  Axe  die  Diagonale  des  Quadrats  Uber  demselben  ist.  Fasf 
hat  tlberdtes  nachgewiesen ,  dass  der  Viviani'sche  und  der  Bossafsdie 
Satz  nur  die  spectelleoFitlle  von  zwei  allgemeineren  Sätzen  sind,  aofife 
wir  später  kommen  \v eitlen. 

Kine  nalu;  liogon<io,  ohprlcirh ,  wie  es  .scliciinl  .  l)islier 
gebliebene  Bemerkung,  an  die  sich  alle  nachloigenden  weiteren  Inter- 
suchoogen  knüpfen  werden,  ist  folgende.  Die  sphärische  Curvc,  viäitk 
die  quadrirbare  sphärische  Flüche  begrenzt,  kann  auf  die  Ebenen  m 
drei  auf  einander  senkrecht  stehenden  grOssten  Kreisen  der  Kugel  pro- 
jioirt  werden  imd  giebt  daher  imme^  drei  der  Aufgabe  gentlgende  eboK 
Curven.  Ist  nun  eine  der  letztere  gegeben,  so  sind  es  auch  die  beida 
andern;  daher  fithrt  jede  Auflösung  des  PMblems  durch  eine  «riebe 
Curve,  die  wir  die  quadrirende  nennen  wollen,  immer  ta  iwfi 
andern  connexen  Auflösungen  durch  quadrirende  Curven.  die  hi  As 
liezeichoeten  beiden  andern  Ebenen  liegen.  Man  kann  diese  Bemer- 
kung noch  viel  allgemeiner  machen  und  auf  beliebige,  durch  den  IfiHei' 
punkt  geheuilo  oder  auch  nicht  durch  ihn  lichcnde  Kbcuen  ausdehnet: 
es  genügt  aber,  um  clianikteristisch  veischiodene  Aullo-sungcn  zu  erhal 
teo,  die  BeschrankuiiiU'  auf  die  bezeichneten  drei  Ebenen. 

Wenden  wir  diese  Bemerkung  auf  die  Viviani'sche  Auflösung  uo- 
ser.s  Problems  an,  so  ergiebt  sich  Folgendes,  bind  r,  y,  z  die  vom  Mit- 
telpunkte der  Kugel  aus  genommenen  rechtwinkligen  Coordinaleo  eim-? 
beliebigen  Punktes  der  Kugelflttche,  deren  Halbmesser  =:  a,  so  ist  die 
tileicbung  derselben 

+  ^  +  *^  = 

Ferner  ist  die  deichnng  des  Kreises,  der  den  Halbmesser  der  Kn* 
gel  zum  Durchmesser  hat  und  durch  ihren  llittdpankt  geht  ,  desseftm 
also,  der  (nach  Nr.  i)  die  Aufgabe  lOst, 
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Elinünirl  man  non  aus  dieaea  beiden  GleicbuDgeD  ff,  so  ergiebt  steh 
die  Gleicbaog 

A=sü(a  —  *). 

Elimiairt  muu  aus  denselben  Gleichungen  x,  so  folgt 

Sf*  ==^ 

Ist  nun  in  Fig.  I  OPBO  die  Kreisbasis  des  CylinderS  auf  der  «y- 
Bbene,  also  OB  ihr  in  die  d^Axe  fallender  Durchmesser;  ist  femer  COD 

ein  auf  0£  senkrechter,  also  in  die  2-Axe  fallender  Durchmesser  der 
Kugel,  so  stellt  die  erste  der  beiden  crlialtenon  Gleichungen  eine  durch 
die  Punkte  C,  II,  D  gehende  Parabel  dar,  deren  A\o  der  Lage  nach 
mit  der  x-Axe  zusammenfallt,  und  deren  Scheitel  der  Punkt  L*  isl.  Dio 
andere  erhalleiu^  Gleichung  gehört  einer  in  der  ;/z-El)ene  liegenden 
Schleifenlinie,  deren  Durchmesser  CD  und  Knoten  0  ist.  Die  bei- 
den Schleifen  dieser  Curve  über  OC  und  OD  sind  also  die  Projectionen 
der  beiden  Durchschnitte  zwischen  der  CylinderflAcbe  Uber  dem  Kreise 
OPBO  und  der  KugeUläche  auf  die  3|2-£bene;  ebenso  sind  die  beiden 
Zweige  der  Parabel ,  BC^  IU>,  die  Projectionen  derselben  Durchschnitte 
auf  die  «s-Ebene. 

Hieraus  erhellt,  dass  mit  der  Viviani'schen  Auflösung 
nooh  zwei  andere  gegeben  sind,  in  deren  einer  die  Pa- 
rabel» in  der  andern  die  angegebene  Schleifenlinie  die 
quadrirende  Curve  ist. 

3. 

Aus  dem  Vorstehenden  ist  nun  zwar  schon  einleuchtend,  dass  die 
mchrerwiilinten  beiden  Durchschnitte  des  Cylinders  mit  der  Kugel  eine 
zusammenhängende  sphärische  (]urve  bilden,  die  man  als  eine  sphUri- 
sche  Schleifenlinie  bezeichnen  kann.  Es  lasst  sich  jedoch  auch  zeigen, 
dass  sie  auf  sehr  einfache  Weise  durch  Bewegung  enseugt  wird.  Sei 
nflmlich  (Fig.  4)  if  ein  beliebiger  Punkt  dieser  sphärischen  Curve,  femer 
OQ  =  s,  QP  =  jf,  PH  ^  z  seine  rechtwinkligen  Coordinaten,  so  ist, 
wenn  man  die  Geraden  OM,  MQ  zieht  und  den  Winkel  MOP=f  setzt. 
X  a  sin  ip,  Substtluirt  man  nnn  diesen  Werth  in  den  Gleichungen  der 
PEurabel  und  Schleifenlmie,  so  erhült  man 

«  r=  a  cos  V  S     y  =  0  sin  9  cos  ^. 
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Nennen  wir  nun  den  grösslen  Kreis  AEBF  den  Aetjualor  der  Kugel 
und  den  «lusslen  Kreis  ACfSD  iliron  ersten  Meridian,  so  isl  L  MOP  die 
Breite,  LPOQ  die  Länge  des  Punktes  auf  der  Kugelflache.    Es  ist  aber 

L  POQ  =  arc  la  ^  = 
also  LPOQ  =  LMOP,  die  I  ^ineo  (!f>s  Tiitiktes  seiner  Breite  gleich.  Die 
spliiirisclio  Schleifenlinie  CMB  wird  ulso  durch  einen  beweglichen  Punkt 
beschrieben,  dessen  Breite  stets  seiner  Lfingc  gleich  ist,  und  der 
also  auf  einem  rutirendcn  Meridian  vom  Aequator  aus  so  fortrückt,  dass 
der  zurückgelegte  Bogen  stets  durch  den  Winkel  gemessen  wird,  um  den 
sich  der  bewegliche  Meridian  von  dem  ersten  Meridian  ans  gedreht  hat. 

4. 

Die  nächste  Frage  wttnie  sein,  ob  die  über  der  gefundenen  Parabel 
und  Schleifenlinie  errichteleo  Cylinder,  soweit  sie  innerhalb  der  Kugel 
liegen«  von  dieser  htnweggenommen,  ebenfiills  cubirbare  Baume  zorock- 
lassen.  Hierbei  können  nun  allerdings  die  bekannten  Formeln  für  die 
Gobatur  von  krummen  FIttchen  begrenzter  Körper  in  Anwendung  kom> 
men.  Was  jedoch  die  Scbleifeolinie  betrifll,  so  ist  es  vortheilbafler,  sieb 
der  polaren  Coordinaten  zu  bedienen,  die.  wie  die  Folge  zeigen  wird, 
sich  aucb  in  andern  bierher  geh(frtgen  Fallen  nützlich  erweisen.  Wir 
wallen  daher  zuvörderst  einige  fttr  die  nachfolgenden  Untersuchungen 
ntfthige  allgemetne  Formehi  ableiten. 

Sei  (Fig.  S)  AEBF  ein  grOsster  Kreis,  AB  einer  seiner  Durcbmesser, 
0  der  Mittelpunkt,  CmMD  eine  innerhalb  des  Halbkreises  ABB  liegende 
beliebige  Corvo.  Auf  ihrem  Badinsveclor  CM  sei  ein  beliebiger  Punkt 
P  genommen,  und  CP  =  «.  Sei  femer  PQ  =  dv»  LMCD  =  ^, 
LmDM^  d(p,  daher  Ppsssvdfp,  folglich  das  Flachenelement  fy^Q  = 
9dvd^,  Werden  nun  in  den  Punkten  P,p,  q,  Q  Senkrechte  auf  der  Ebene 
AEB  errichtet,  welche  die  Kugelflache  resp.  in  P,  p,  q,  Q'  treffen  vA- 
gen ,  so  begrenzen  die  durch  diese  Senkrechten  PP,  pp',  qq,  QQ'  paar- 
wcise  und  der  Reihe  nach  gelegten  Ebenen,  verbunden  mit  der  Grund- 
ebene  und  dei  Kugeiflüche,  ein  Prisma,  das  alsElcmcul  des  Inhalts  eines 
Kui  ])ers  angesehen  werden  kann ,  der  eine  über  der  Curv(;  CmMD  er- 
richtete senkrechte  Cy linderflache,  eine  durch  CD  gelegte  auf  der  Grund- 
ebene  senkrechte  Ebene,  die  Kugelflachc  und  die  Grundebene  zu  Greo- 
lea  hat.  Der  Inhalt  dieses  Prisnius  lai  (jflenbar  =  PP.  vdvdif ,  wo 
PP  zu  bestimmen  übrig  bleibt,    iiei  nun  durch  P  die  Gerade  EPGF 
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senkrecht  auf  dem  Durchmesser  AD  gezogen,  und  der  Punkt  G,  in  dem 
sie  ihn  schneidet,  mit  P  durch  eine  Gerade  verbunden  so  ist,  in  dem 
bei  P  rechtwinkligen  Dreieck  PPG,  PP  =  /  GP*  ^  GP\  Wird  nun 
durch  die  Punkte  E,  P,  F  eine  Ebene  gelegt  ,  so  schneidet  diese  die 
KugclflUche  in  einem  Kreise  vom  Halbmesser  GP  =  GE.  Bs  ist  aber 
aacb«  in  dem  Halbkreise  ÄEB,  GE  ^  / AG  .  DG.  Setzen  wir  mm 
AC^c,  so  wird  AG  =  c v  eoB  ^,  BG  ^  9»  —  e  —  v  eos  ^.  Zu- 
gleich ist  <ifP  =s  V  sin  9> ;  daher 

GP  =  GE=  /  (0  4>  IT  OOS  9)  (2tt  —  0  —  V  cos  V)  ; 

folglich         PP=  Vi'ia  —  c)  c  +  2  (a  —  c)  »  cos  9  — 
miüiia  das  Prisma  ttber  PpqQ 

vävd<p  ^ (2a  —  c)  c  +  2  (a —  c)  v  cos  (p  —  v*. 

Ist  nun  CM  ==  r  —  f[(p)  die  Gleichung  der  Gurve  CMmD,  wo  f{<p) 
eine  gegebene  Function  von  xp  bedeutet;  bezeichnet  feraer  /u  den  Winkel 
DCU,  den  die  Berührende  der  Gurve  in  C  mit  CB  macht,  und  wird  der 
Inhalt  des  senkrecht  über  und  unter  der  Basis  CmMDG  imierhalb  der 
Kugel  liegenden  halbcylindrischen  Körpers  =  S  gesetzt,  so  ist 

S=i2j.dg> Jvä»V (2a  —  c)  c+  2(a  —  c)ipcos  ip  —  »*.  (1) 

For  c  s=  o»  wo  die  Curve  durch  den  Blitteipunkt  gehl  (Fig.  3),  wtnl 
hieraus,  da,  mit  Weglassnng  der  wiilkttrlichen  Constante, 

u 

wo  zur  Abkürzung  f  {9)'  für  [f  {(fVr  schrieben  ist.  Es  ist  aber  j  /äu^ 
der  Inhalt  eines  huffbrmigen  Kugelausschnittes,  der  den  halbcylindri- 
schen Köi()er  Uber  und  unter  der  Gurve  einschliesst  und  den  Winkel 
fjt  =  BCÜ  zu  seinem  Fiachenwinkel  hak   Daher  ist 

der  Re  sf  den  der  halbcylindrische  Körper  von  diesem  huff^rmigen  llbrig 
lasst,  und  dieser  Rest  cubirbar,  wenn  f  [(f]  so  beschaffen  ist,  dass  das 
Integral  zur  Rechten  des  Gleichheitszeichens  einen  algebraiscbeq  Aus- 
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druck  giebt.  Ein  Satz,  den  Fass  (a.  a.  O.  S.  225}  aua  weniger  allge^ 
manea  Betrachtungen  abgeleitet  bat 

Ist  die  Cnnre  ein  Kre»  vom  Durchmesser  CD  =  %k  (Fig.  4),  so 
muss,  wenn  er  gans  in  dem  gr<l6sten  Kreise  liegen  soll,  c  8 fr  <  2a 
(=  AB)  sein.  Alsdann  ist  CM  =  f(q>)  2  b  cos  9»  die  Gldchimg 
dieses  Kreises,  also  wenn  5  jetzt  den  Inhalt  des  vollen  Cy linders,  der 
durch  diesen  Kreis  geht,  bedeutet,  da  hier  ^=  BCff  =  y  » 

\7T       4  6  COS  9  

S==  4 / ilif  f  vdv  V  {2a — c)c+2(a  — f)i'cos9 — »»;  (3) 

welche  Formel  Fuss  (S.229)  in  derselben  Weise,  durch  welche  wir  die 
allgemeinere  Formel  erhalten  haben,  speciell  ableitet. 


Sei  ferner  4  ®  der  FlScheoiohalt  des  Thetls  der  Kugelflttcbe,  wel* 
eher  von  der  durch  die  Curve  CMD  (Fig.  2)  gelegten  Cylinderflttdie  und 
einer  durch  CD  gelegten,  auf  der  Ebeneii£B  senkrechten  Ebene  begrenzt 
wird,  so  ist,  unter  denselben  Voraussetzungen  und  Bezelcbnungen  wie 
in  der  vorigen  Nr. ,  Fp'q'Q'  ein  Element  dieses  Theils  der  Kugelflacbe, 
PpqQ  aber  die  Projection  dmses  Elements  auf  die  Ebene  des  Grund* 
kreises.  Ist  daher  die  Neigung  dieses  Elements  gegen  die  Gnindebeoe 
=  I,  80  isl 

'   I  ^  cos  i  ro«;  j 

Wird  nun  der  Halbmesser  OF  j>oz()-on  und  dov  in  d  r  > 'nkrechten 
durch  0  auf  der  Kugelflüchc  liegende  Punkt  dureli  0  hczcicliuel,  so  ist 
L  O'OF  ^  L  OFF  =  i.    Es  ist  aber  in  dem  Dreieck  OPF 
cos  OPP  =  ^ ,  also  cos  •  =~^;  dalier 

Setzt  man  nun  t^rPP  den  in  der  vorigen  Nummer  gefundenen  Ausdruck» 
80  ergiebt  sich 

wo  @  die  Summe  der  Flacheninhalte  der  ober-  und  unterhalb  der 
Grundebene  durch  die  Cylinderflflche  und  die  Verticalebene  ttber  CD 
begrenzten  Tbeile  der  KugelflHche  bedeutet. 
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Für  c  =  a,  also  wenn  die  Gunre  LMi)  darch  den  MUtelpuokt  geht 
(Fig.  3),  wird 

yV'yzry^  —      —    +  Consu, 

folglich,  da  2,/ia'  der  Thcil  der  KugdtOftche  isi,  der  dem  huffömaigeD 
KugelaQSSclmitt  ober  BCH  zogehOrt, 

/t^  ^  
dtp  /a*-'f{fpY 

V 

der  Rest .  der  nach  Abzug  der  Flache  von  ihm  zurückbleibt.  Giebt 
also  dieses  Integral  eine  algebraische  Fonction,  so  ist  dieser  Rest  eine 
quadrirbare  Fläche,  und  die  Cun'e  CMD  genügt  dem  Florentiner  Pro- 
blem. Auch  diesen  Satz  bat  Fuss  (S.  224)  speciell  erwieseh. 

Ist  die  Curve  ein  Kreis  vom  Durchmesser  2ft  <  So,  also  Fii?.  4) 
CM  =  f{(p)  =  %b  isoB  (p,  so  folgt»  wenn  hier  8  den  durch  den  Cyhn- 
der  über  dem  ganzen  Kreis  ober-  und  unterhalb  der  Grandebene  von 
der  Kugeltfacbe  abgeschnittenen  Tbeil  bed^f«t«  nMh  {i) 

^=.iafd<pf     _._^>^_    _  ,  (3) 

*'0      •'O    '  (la— c}c  +  a{o  — c)  e  CO»  f  — 

ttbereinsümmend  mt  Fuss  ($.Si20). 

6. 

Sehr  leicht  ergiebt  sich  weifer  der  Inhalt  des  innerhalb  der  Kugel 
liegenden  Theils  der  Aber  der  Curve  CMD  (Fig.  2)  errichteten  Cyllndei^ 
flttche  21  Das  Element  des  Bogens  der  Gurre  ist  nämlich ,  wenn  CM 
=rmd^=r\dq>  / 1*  +  A  daher  das  Element  der  Cylinderflache 
PF  dg>  Vt*-^r\  folglich,  wenn  flBr  PP  der  Ausdruck  in  Nr.  4  gesetet 
und  darin  tf  mit  t  vertauscht  wird« 

S=  2jd(p  c) c+2 (fl— -c) rcos 9— t«) (f*+r'«) .  (1) 

Mozssa,  geht  altfo  die  Curve  durch  den  Mittelpunkt  (Fig;  8)^  60  wird 
'    ^=2  fdg,  /(tt»— r«)(r»+r'») .  (2) 
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Ist  die  Gwve  ein  Kreis  vom  Dorchmesaer  2  b  <2  a  (Fig.  4),  «o  giefal  die 
Formel  (i),  da  dann    =  ^  ist,  wenn  zur  AbkUrzong 

2(a  —  h)  (6  +  c)— o>  =  f» 

und  2  b  a  —  b  —  c)  =9* 

gesetzt  wird,  und  «ä'die  Seitenfläche  des  Cyliuders  Uber  dem  gaazeo 
Kreis  bedeutet, 



S^Uldtp  //^  +  ^»  cos  89,  (3) 

wie  auch  Fuss  (S.  219)  findet.  Dieser  Ausdruck  lüsst  ^Jch.  was  derselbe 
Dicht  bemerkt,  ohne  Weitläufigkeit  allgemein  redueiren.    Es  ist  naxQÜch 

/ iq,  /p+<^cos2y= fdq>Y\- -^(^ sin > . 

Da  nun  p  +  9*  =  46  (a  —  6  —  c)  +  c  (2a  —  <;),  und 
2^—44(0  —  6  —  c),  so  ist,  da  Überdies  c  < 2a,  immer  ^v^j^  <|. 

/ig,  //»+^co8  29'  =  ^(v^/^'  «') • 

folglich  ^==86/p^£(^^^:^).  (4) 

Es  ist  (i  ah  er  die  innerhalb  de  rKu  gel  enthalteue  kreis- 
förmige CylindorfUlchc  vom  Halbmesser  h  gleich  der 
Fläche  eines  geraden  Cylindcrs  von  der  Höhe  24,  dessen 
Basis  eine  Ellipse,  deren  halbe  grosse  Axe  =  ^  jp, 
und  deren  halbe  kleine  Axe  =        —  ^  ist. 

Für  c  =  a  und  4  =  ^a  geht  die  Formel  (3)  über  in 

was  den  in  Nr.  i  angeßlhrten  Montucla'schen  Salz  giebt. 


7. 

Eben  so  leicht  gelangen  wir  endlich  zu  einer  Formel  für  den  Bogen 
a  der  Durchschnitlscorve  der  Gylinderflllche  Uber  CMD  (Fig.  2)  mit  der 
Kugelflache.  Das  Element  dieses  Bogeos  ist  nttmiich ,  wenn  ^  ^  r'  und 
IT  der  senkrecht  Uber  M  auf  der  Kngelflache  liegende  Punkt, 

da=  V(d.lfJf)'  +  lr»+r'»}  V. 
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Substituiren  wir  nun,  v  mit  r  vertauschend,  (ür  MM  den  in  Nr.  4  ge- 
fundenen Ausdruck  von  PF^  so  giebl  dieser,  differentiirt» 

^  jfjf.  ^  [  fo  —  c)  a>s  <p  —  r]  r  —  [a  —  c]  r  sin  »  ^ 

daher  folgt,  wenn  wir  zur  Abkürzung  a  —  c  =  A  setzen«  fUr  die  Lange 
der  Curve  Uber  CMD 

Gehl  die  Curve  durch  den  Hitteipnnkt,  so  dass  also  A  =  0  wird,  so 
ergiebt  sich  der  dnfachere  Ausdruck 

•=jC'^rk+^i-  («) 


Fttr  den  Kreis  vom  Durchmesser  26  folgt  ans  (1),  wenn  f*  und  ^  di 
selbe  Bedeutung  wie  in  der  vorigen  Nummer  haben  und  a  die  Lange 
des  ganzen  Umfangs  der  DurchschniUscurve  ist,  da  dann  fi=:  ~  , 

wesentlich  übereinstimmend  mit  Fuss  (S.  819). 


8. 

Kehren  wir  jetzt  zu  der  im  Eingange  zu  Nr.  4  aufgeworfenen  Frage 
zurück,  so  verwandelt  sich  die  Gleichung  der  Schleifenlinie  in  der 
y»-Bbene,  «^y'  =  2'  (o?  —  s^) ,  (Nr.  2),  wenn  wir  y  =  r  sin  ^  und 
s  s=  r  cos  9  setzen,  in 

y  —        ycöä  »  y 
4  +  cos  2  y  * 

Dieser  Aufdruck,  in  Nr.  4,  (2)  für  /  (9}  gesetzt,  giebl 

= a»  dlg»  9 — J  tg»  <p + lg  y — 9 ) . 
Dar  =  0,  wenn  9=—,  so  ist =y;  daher 

s=T«»-:-«»(a-f)=«'(f-ij)- 


44SI  M.  W.  ÜROBiscH, 

Dieser  Werth  ist  /u  vordoppela,  wenn  man  den  Inlialt  dos  ul)er  der 
ganzen  Schleife  errichteten  Cylindcrs  haben  wi)l.  Wird  oua  25  vom 
Inhalt  der  Halbkogel  ^  abgezogen«  so  bleibt  als  Rest 

also  lassen  die  Uber  beiden  Schleifen  der  Corve  errich- 
teten Cylinder  vom  Inhalt  der  ganzen  Kugel  den  Rest 

oder,  wenn  %a  =  &,  den  Rest  ^d*  ttbrtg 


9. 

Um  endiicii  den  Inhalt  des  Uber  dem  Abschnitt  der  Parabel  LDBC 
(Fig.  1)  errichlclen  cylindrischen  Körpers,  so  weiter  in  der  Kugel  ein- 
geschlossen ist,  zu  bestimmen,  bedienen  wir  uns  mit  mehr  Vorlheil 
nach  der  gewOhnitchen  Weise  rechtwinkliger  Coordioaten.  Da  fUr  die 
Kn^el  ff  =s  /  ^ — 4^—«^,  so  folgt 


Da  nun  nach  Nr.  2  die  Gleichung  der  die  Basis  dieses  Cylinders  begren- 
zenden Parabel  2^  =  a  (a  —  ist,  so  ist  vorstehendes  Integral  zwi- 
schen den  Grenzen  z  —  —  ^^a{a  —  x)  und  «  =  -f  /  o  («  —  za 
nehmen  und  dann  nach  s  za  integriren.   Ersteres  giebt 


(«  —  «)  ^fäx  +  (fl' — arc  sin  f  • 

Setzt  man  nun  J^^^=siui,  al804f=ocot*^  und  de— 2acül  fiJcotf, 
SO  ist  ztt  finden 

2a»y^ ;col»^ — cot*  f + f  (cotl— cot*!}]  dcotf , 

d.  1. 

2fliQ  cot»£  — ^cot»f  +  4  fcot'f  —  ^|cot«|— 4 fcßi*sd^ 

Da  nun 

ycot'l d|  =  —  cot  {  —  ! , 

und  Jcoi^id^  =  —  4^  cot*i-  +  ^  col»i  —  cot^  —  ; , 
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so  giebt  (iie  Sui  siünii oa  <lieser  Werthe  iü  dem  vorhergebendea  Ajig- 
drack  Tür  das  gesucbte  lulegral 

^  [2^ot  f  +  i  cot«^  —  ^  col»{+  ^  («  +  3cot«|  —  cot«|)]- 

Wird  dasselbe  von  x  =  0  bis  x  =  a,  d.  i.  von  1  =  2  bis  t  —  ^  ge- 
Düiiunen  und  verdoppelt,  sü  ergiebt  sich  als  der  gesuchte  Inhalt 

oder,  weon  ^it  =  d. 

Der  Inhalt  der  öber  den  beiden  Parabeln  in  den  Halb- 
kreisen CBD  und  CAD  errichteten  cylindrischen  Körper 
beträgt  also  zusammen 

Vergleicben  wir  die  in  den  beiden  vorigen  Nnrnntem  erhaltenen 

Raunibostimmuogfin  miteinander,  so  kann  es  zunächst  aulTallen,  dass, 
indess  fiir  die  Cylinder  über  der  Schleifenlinie,  wie  für  die  idjer  den 
beiden  kreisen,  die  Reste,  die  sie  von  der  Kugel  tlbrig  lassen,  cubir- 
bar  sind,  dasselbe,  was  die  cylindrischen  Körper  Uh(,'r  den  Parabeln 
bctrilTt,  nicht  von  iiuem  Reste,  sondern  von  ihnen  selbst  gilt.  Dieses 
Befremden  hebt  sich  aber,  wenn  mau  bemerkt,  dass  nicht  die  von  die- 
sen Parabeln  cingesclilossenen  FläcbeDrüume ,  wie  bei  der  Scbleifenlinie 
and  den  Kreisen,  sondern  die  zwischen  ibrem  Umfoog  imd  dem  des 
grössten  Kreises,  in  dessen  Ebene  sie  liegen,  enthaltenen  Flachenritume 
die  Projectionen  der  Flächen  sind,  in  welchen  die  Kugel  von  den  Gylin- 
dem  duithbrodbeii  wird.  Der  in  der  vorigen  Nr.  gefundene  Inhalt  isl 
also  in  derThatebenfoltseinRest^  derjenige  nämlich,  den  die  Gyh'ader  Uber 
den  Projecliö'tteA  derOelAiungen  in  derKogelflache  anf  die  JEis-Bbene  von 
deib  Kog^lmhaU  übrig  lassen.  Bezeichnen  wir  nun  diese  Reste,  welche 
dtö  Itreistönbigen,  schterfenformigen*  und  parabolischen  Cylinder  von  der 
Kugel  ubi'ig  lassen,  der  Reihe  nach  durch  A,  R',  R",  so  ist,^  wenn  d  der 
Durchmesser  der  Kugel, 

daher 

Ä  +  iT +ir  =:d«. 
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Die  Räume  also,  welche  die  geraden  Cylmder  über  den 
Projectionea  der  Flüchen  der,  nach  Nr.  3,  durch  Bewegung 
eines  Punkfes  in  beiden  Halbkugeln  erzeu4<ten  sphsri-  j 
sehen  Schleifenlinien  auf  die  drei  durch  den  Mittelpankt 
gelegten  Coordinatenebenen»  der  Reihe  nach  von  den 
Inhalt  der  Kugel  weggenonomen.  übrig  lassen,  sind  zbssb- 
men  dem  Cubus  des  Kngeldurchmessers  gleich. 

11. 

Macht  man  jeden  der  beiden  Fitfchentheile  der  sphurischen  Schlei- 
fenlinie zur  Basis  eines  Kugelseclors  K,  so  ist  der  Inhalt  desselben,  di 
jener  Flttchentheil,  nach  Nr.  4,  =  jin?  —  2<fiy 

£  =  -2); 

daher  der  Rest,  den  er  von  der  Vierlelkugel  ttbrig  Iflsst, 

a 

Der  Rest ,  den  alle  vier  Kogelsecloren  zusammen  von  der  Kugel  ttbrig 
lassen ,  betragt  also 

4«»  oder  -J-a», 

was.  nach  der  vorigen  Nr.,  auch  +    +  R")  gesetzt  werden 

kann. 

Jeder  dieser  Sectoren  ist  aber  in  der  Hfilfte  eines  der  kreisIttnDigei 
Cylinder  eingeschlossen,  deren  Inhalt  =  —  jo*.  Der  Rest,  dei 
der  Seclor  von  diesem  ihn  omschliessenden  halben  Cylinder  ltbr%  M 
ist  also 

folglich,  da  der  zwischen  der  Fliiriio  dieses  halben  Cylioders  und  der 
des  ihn  omschliessenden  Viertels  der  Kugel  enthaltene  Raum  =|fl*i5i. 
die  Hälfte  dieses  Raums ;  oder :  der  Raum  zwischen  dem  Maotel 
des  Sectors  und  dem  des  halben  Cylinders  ist  halb  so 
gross  als  der  Raum  zwischen  dem  Mantel  des  halbes 
Cylinders  und  der  Flüche  des  ihn  umschliessenden  Ko^ 
gelviertels. 
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12. 

Geben  wir  jetzt  auf  die  aUgemeiiiere  UnlenncbuDg  ein,  ob,  wenn 
Uber  dem  Darcbmesser  des  grössten  Kreises  AB  =  einer  Kugel 
(Fig.  5}  zwei  einander  berttbrende  kreisförmige  gerade  Cylinder  von  nn- 
gleicben  Durchmessern,  =  24,  CB  =  S (a  —  6),  enichtel  wer- 
den,  diese  in  Bezug  auf  Fläche  und  Inhalt  der  Kugel  zu  ähnlicbenSatzmi 
fuhren ,  wie  die  Cylinder  von  gleichen  Durchmessern. 

Untersuchen  wir  zunächst,  ob  die  Theile,  welche  diese  Cylin- 
der von  der  KugelflUche  abschneiden,  von  dieser  hinvvejfgeuonirnen, 
quadrirbaro  Resle  übrig  lassen.  Wir  bedicueu  uüs  hierbei  dei-  Formel 
(3)  in  Nr.  ö,  in  welcher  für  den  T^vliuder  Uber  AC  c  =  0  zu  setzen  ist, 
wodurch  sie  Ubergeht  in 


Es  ist  aber  allgemein 
f  ,r=— /gwcosy— D*  +  2aco8yaro8inr|-^, 

woraus ,  wenn  dieses  Integral  von  v  =  0  bis  v  ^  tb  cos  <f  genommen 
wird,  folgt 

•  8  006  9  /  b  (a — 6)'4.  2a  cos  9  arc  sin  jTy  . 

Dieser  Ausdruck  giebt,  nach  <f  integrirt, 

—  2  sin  9  (/4  (a — 6)  —  a  arc  sin  . 

Wird  nun  dieses  Integral  von  9  =0  bis  ^  ~  ^  cenommen  und  mit  4a 
multiplicirt,  so  kommt  für  die  Summe  der  beiden  durcli  den  Cylinder 
ober-  ond  unterhalb  der  Grundebeoe  von  der  Kugelflttche  abgeschnitte- 
nen Theile 

Sa     arc  sin        —  /4  («^4)) . 

BSeraus  ergiebt  sich  sofort  durch  Verlauschung  von  6  mit  a  —  4  fUr  den 
dnrcb  den  Cylinder  ttber  BC  abgeschnittenen  Theil  ®'  der  Kugelflttche 

(S'i=8a(aarcco8/^|  —  /4(«— 4)). 

Daher  ist 

^^e'=^in^  ^  <6«  Vb  (a  — 4). 
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Bs  ist  daher  der  Rest,  den  @  and  &  zasammengeoommen 
VOA  der  Eugeiriäishe  ttbrig  lassen,  quadrirbar«  nämiicb 

4  TttJ?  —      +  *3 )  —  1 G  fl  v^ü»  {a  —  b) 

T-.  i.2a/2b  (2a— 26) 
=  ^AB.DE. 

Fttr  6  =  Y  wird  hieraus  wie  es  sein  muss.  Hinsichtlicb 

der  abgeschnitteDen  FlflcheD  zeigen  also  die  Cylinder  von  ungleichen 
Durchmessern  eine  ganz  tthnUche  Eigenschaft  wie  die  zuerst  betrachte- 
ten Cylinder  von  gleichen  Durchmessern. 

Es  mag  hierbei  nicht  unbemerkt  bleiben,  dass  der  Rest,  welches 
die  halben  Kreisbasen  dieser  Cylinder  Aber  AC  und  BC  zusammenge- 
nommen von  dem  Halbkreis  ober  ^  zurttcklassen,  der'^(p/9^Xo£  der 
Alten  ist.  dessen  Flttcbe  gleich  der  einesKreises,  von  dem  der  Durchmesser 
die  mittlere  Proportionale  zwischen  AC  und  BC,  also  BC  ist.  Der  Ar- 
betos  ist  demnach  keine  quadrirbare Flache;  dagegen  ist  dies,  nach  dem 
Vorstehenden,  deqenige  Theil  der  Kogellbtche.  dessen  Projection  auf 
die  angenommene  Grunddiene  der  Arbelos  darstellt,  und  den  nun  den 
sphttrischen  Arbelos  nennen  kann. 

Dir  so  vhon  gefundenen  AustlriK  ke  für  S  und  (»'  sind  unmittelbar 
einer  gcumcUi^chen  Auslegung  fähig.    Es  ist  nämlich  (s.  Fig.  o) 

arc  sin       ~  ^     I^Ht^  ^  = 

=  \  arc.  ang.  AOD; 

also  4  a*  arc  sin  =  2  arc.  ang.  AOD.  Nun  lät  dieser  letztere 
Ausdrurk.  wenn  nn-  nrir  AOD  in  Tlieilcn  des  Halbmessers  1  besliuirot 
wird,  die  Oborfliiclie  des  hu IToi inigen  Kugelau.sschnilles  (Ungula),  der 
von  der  Grundebene  und  einer  durch  OD  gelegten  Kbene  begrenzt  wird, 
die  senkrecht  auf  der  Ebene  ADD  steht.  Bezeichnen  wir  nun  die  Ober- 
fläche dieses  Ausschnitts  nach  seinem  Flächenwinkel  durch  Ar.  üng. 
AOD,  so  ist 

ia'  arc  sin  Ar.  Ung.  AOD» 

Da  nun  andrersdts 

4a/6(«  — 6)  =  %a^%b{U--%b)  ^AB.CB, 
seist  i  e  =  Ar.  Ung.  AOD  — A0.CD. 
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Offenbar  ist  aber  auch  Ar.  Uns;.  AOD  =  Ar.  Üng.  AOE;  daher 
©=  Ar.  Ung.  AOD  -f  Ar.  Ung.  AOE  —  2 AB.  CD 
:=  Ar.  Ung.  AOÜ  +  Ar.  Ung.  AOE  -^AB,DE. 
Hiemach  ist  nun 

Ar.  Ung.  AOD  ~  \<S>  =  Ar  Ung.  AOE  —  \(B  =  AB.CD, 
also  der  Rest,  don  Jodo  der  beiden  Flüchen  \  <B,  in  denen  der  Cylinder 
Uber  AC  die  Kugelflächc  durchbricht,  von  der  Obcrilüche  des  Hufes 
zurUcklflsst,  dessen  Flacbenwinkel  für  die  eine  AOD,  fiir  die  andere  der 
gleiche  Winkel  AOE  ist»  quadrirbar;  folgiich  gilt  dies  auch  von  ihrer 
Suoime. 

Ebenso  folgt,  dass 

Ar.  Ung.  BOD  —  46'  =  Ar.  Ung.  BOE ^\®'  =  AB.(m. 
Fdr  AC  =  BC  geht  Ar.  Ung.  AOD     Ar.  Ung.  BOD  ober  in  an^,  CD 
in  j(AB^  also  wird  dann 

in^  —  :^B  =  fr^  —  iS'  =  ^{AB)^ 

oder 

ijM?  —  2©  =  isra*  —  8®'  =  %{ABf, 
was  der  Viviani'scbe  Salz  ist. 

U. 

Um  ferner  die  SeitenlUitlien  dieser  ungleichen  Gyliuder  zu  be.'Jiim- 
mcn,  genügt  es,  znnaclist  für  den  über  AC,  (Fig.  5)  in  Nr.  6,  (2)  c  =  0 
zu  setzen.    Da  dann  p  —    =      {a  —  b)  wird ,  so  ist 

J (Up  //M-  9'  cos  %ip  =  2  / 6  («  —  b)  fdipcoBip 

=  2  / 6  (a  —  6) .  sin  9?, 

daher   

166/6  (ß  —  b)  =  4.26/26  (2a  —  26) 
=  lAC.DE. 

Durcli  Vertauschufii4  \on  h  mit  «  —  6  eriiail  uiau  lur  die  Seilenllacl»e  S 
des  andern  Cylinders  Uber  BC 

^  =  i6  (fl  —  6;  / b  [a  — ^  mC.DE. 
Beide  Fl&chen  sind  also  quadrirbar.    Ihre  Summe  iäl 

Für  AC  =  BC  ergicbt  sich 

^  =  V  =  (AÄ)»;        +  ^  =  2(Aß)«. 
was  der  Montucla'sche  Satz  ist. 

AMndl.  i.  K.  a.  Gm.  4  Wlnicfc.  I.  32 
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druck  giebt.  Eia  Satz,  den  Fuss  (a.  a.  O.  S.  aus  weniger  allge- 
meinen Betrachtungen  abgeleitet  hat. 

Ist  die  Curve  ein  Kreis  vom  Durchmesser  CD  =  26  (Fig.  4),  so 
aioss,  wenn  er  ganz  in  dem  grOssten  Kreise  h'egen  soll,  r  +  <  2« 
(=  AB)  sein.  Atsdann  ist  CM=:  f{<p)  —  2  6  cos  die  Gleichung 
dieses  Kreises,  also  wenn  5  jetzt  den  Inhalt  des  vollen  Cylinders,  der 
durch  diesen  Kreis  geht,  bedeatei«  da  hier       BGB  =  j-t 

S= 4  /  d(f  /  vdv  V  (8  a — c)c+8(a— cjvcosq» — ;  (3) 

welche  Formel  Fuss  (S.289)  in  derselben  Weise,  durch  welche  wir  die 
allgemdoere  Formel  erhalten  haben,  speciell  ableitet. 


o. 


Sei  ferner  {  @  der  Flächeninhalt  des  Theiis  der  KugelOttche,  wel- 
cher von  der  durch  die  Cunre  CMD  (Fig.  2)  gelegten  Cylinderflächo  and 
einer  durch  CD  gelegten,  auf  derEbeneilKß  senkrechten  Ebene  begrenzt 
wird,  so  ist,  unter  denselben  VoraasseUungen  und  Bezeichnungen  wie 
in  der  vorigen  Nr. ,  Pp'qQ  ein  Element  dieses  Tbeils  der  Kogelflttcbe, 
^qQ  aber  die  Pi  ujection  dieses  Elements  auf  die  Ebene  des  Omnd- 
kreises.  Ist  daher  die  Neigung  dieses  Elements  gegen  die  Grundebene 
=  g,  so  ist 

'  '  cosf  cos» 

Wird  nun  der  Halbiiirs.ser  OP  gozo^cii  und  der  in  der  Senkrechten 
(Kirch  0  nuf  der  Kugelflüche  liegende  Punkt  durch  0  bezeichnet,  so  ist 
L  Ü  OF  ^  L  üPP     i.    Ks  ist  aber  in  dem  Dreieck  OPF 
cos  OPP  =  ^ ,  also  cos  •  =~;  daher 

Setzt  man  nun  füSrPP  den  in  der  vorigen  Nummer  gefundenen  Ausdrodc 
so  ei^ebt  sich 

•      0  V  (Sa  ~c)c+S{a— c)voo«9 — v 

wo  @  die  Summe  der  Fldcheninhalte  der  ober>  und  unterhalb  der 
Grundebene  durch  die  Cylinderflacbe  und  die  Verticalebene  aber 
begrenzten  Theile  der  Kugelflache  bedeutet. 
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Für  c  T-^  a,  also  wenn  die  Gurre  CMD  durch  den  MittelpoolK  gebt 
(Fig.  3),  wird 


üolg^ieb,  da  2^  derThei!  der  KngeAflache  ist.  der  dem  hufföinngeo 
KugelausBchnitl  ober  BCB  zogehOrt, 

der  Rest,  der  nach  Abznc:  der  Flüciie  (B  von  ihsi  zurückbleibt.  Gicbt 
also  dieses  Integral  eine  algebraiscbc  Funetiotk,  so  ist  dieser  Rest  eine 
quadrirbare  Flache,  und  die  Corvo  CMD  genügt  dem  Florentiner  Pro- 
blem. Auch  diesen  Satz'  bat  Fnss  (S.       speciell  efwi^seft. 

Ist  dfe  Curve  ein  Kreis  Tom  Dnrchmesser  26  <  Sa,  also  (Flg.  4) 
CM  =  f{(ff)  =  %biso8ip,  so  fo%t,  wenn  hier  @  den  dordi  den  Cylin- 
der  über  dem  ganzen  Kreis  ober-  und  unterhalb  der  Grundebene  von 
der  KugeHflüChe  abgeschnltfönen  Tfaeil  bed^t«t#  nauh  (4) 

■I«     ib  cos  <p 

^  =  kujäipf^  (3) 

ubereinstimmeDd  mit  Fuss  (S.220). 

Sehr  leicht  ergiebt  sich  weiter  der  Inhalt  des  innerhalb  der  Kugel 
li^nden  Theils  der  über  der  Curve  CMD  (Fig.  2)  erncbteten  Cylinder- 
flflche  S.   Das  Element  des  Bogens  der  Curve  ist  nümiich ,  wenn  CM 

=  r  und  ^—  =  r',  d(p  v  r'*  +  r'',  daher  das  Element  der  Cylinderflache 
PF  dtp  ^ r'  +  r  ^  folglich ,  wenn  für  PF  der  Ausdruck  in  Nr.  4  gesetzt 
und  darin  t>  mit  r  vertauscht  wird« 

2=^ ^Jdip  /[(2a— c)c+2(a— c)rcosy— r^(r»+r'») .  {\) 

Ist  c  =  a,  geht  also  die  Curve  durch  den  Mittelpunkt  (Fig.  3],  so  wird 
'    .^=2  d(p  / (o«— r«) (»«+r'«).  (2) 
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Er  ist  also  gleich  dem  halben  Umfang  einer  Ellipse,  deren 

halbe  grosse  Axe  2  a(a — b)  =BD  und  deren  halbe  kleine 
Axe  2(a  —  6)  ^  i?C  hi. 

Die  Vergleichung  beider  Ellipsen  zeigt  sofort,  dass  die  Samme 
ihrer  halben  kleinen  Axen  gleich  dem  Durchmesser,  die 
Summe  der  Quadrate  ihrer  halben  grossen  Axen  gleich 
dem  Quadrate  des  Durchmessers  der  Kugel,  die  Diffe" 
renz  der  Quadrate  der  halben  Axen  der  einen  derselben 
Differenz  der  andern  gleich  ist. 

18. 

Untersuchen  wir  die  Natur  dieser  Darcbschnittscurve  nsdier.  Wird 
A  (Fig.  5)  zum  Goordlnat^anfang  gemacht,  so  ist  die  Gleichung  des 
Kreises  Uber  AC,  als  der  Projection  der  Cnrve  auf  die  o^-Ebcnc, 

{X  —  b)^  +  y»  =  6», 

die  der  Kugel 

Durch  Elimination  von  ij  ergeben  diese  Uieichungen  für  die  Prnjeclion 
der  Durchschniltscurvo  des  Cylinders  Uber  AC  auf  die  a^Ebene 

^  2  (a  —     X,  ■ 

die  Glciclami^'  einer  Parabel,  deren  Scheitel  A ,  Axe  AC  ist,  und  die 
durch  die  Punkte  D  und  E  geht. 

Durch  Vertauschung  von  b  mit  a  —  6  ergiebl  sich,  wenn  B  zum 
Coordinatenanfang  gemacht  wird,  für  die  Projection  der  Durchschnilts- 
curve  des  Cylinders  Uber  BC 

also  die  Gleichnni:;  einer  Parabel,  deren  Scheilel  £ ,  Axß  BC,  und  die 
ebenfalls  durch  C  und  D  gehi. 

Eliniiiiirt  man  aus  den  beiden  obigen  Gleichungen  z,  so  ergiebt  sich 
fUr  die  Projection  der  Durchschnittscnrve  des  Cylinders  über  AC  aof 
die  yp-Ebtoe,  oder  auf  die  ihr  parallele  Ebene  durch  0, 

!^=-47a--^  [46(a~6)-s«], 

dieGleichung  einer  gegen  die  y-  und  2-A\e  symmelrisrlien  Sehleifen- 
linie,  deren  Knoten  in  0  liegt  und  deren  Axe  -    ib  a  —  b)  -^^  DK  '\s\. 

Vertauscht  man  b  mit  o  —  b  und  nimmt  //  zum  Cooriliti.iieuanlang, 
so  ergiebl  »ich  für  die  Projection  der  Durchschnitlscurvc  des  Cylinders 
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Uber  BC  auf  die  jetzt  durch  ß  gebeode  ys-Ebene,  oder  die  ihr  parallele 
Ebene  durch  0, 

die  Gleichung  einer  Schleifenlinie  derselben  Art  wie  die  vorige,  deren 
Knoten  in  O  liegt,  deren  Ä\e  ebenfalls  ==  46  (a  —  6)  —  DE  ist,  deren 
der  y-Ax^  parallele  Ordinaten  aber  zu  denen  der  ersteren  Schleifenlinie 
im  Verhaltniss  a  —  4:4  stehen. 

Hieraus  erhellt  nun  zwar  schon,  dass  diese  Dorchschnitlscurven  die 
Fonn  von  sphllrischen  Schleifenlinien  haben,  die  für  4  =y  in  die 
oben  (Nr.  3)  erörterte  Curve  übei^ehen.  Indess  Ittsst  sich  auch  von 
ihnen  nachweisen,  dass  sie  dorch  Bewegung  eines  Punktes  auf  der  Ku- 
fielflilche  erzeug  werden  können. 

19. 

Seien  nämlich  y,  st  die  vom  Mittelpunkte  aus  genommenen  Coordi- 
nateo  eines  Punktes  Jf  (Fig.  1)  der  KugelflUche ;  sei  ferner  der  Winkel,  den 
eine  durch  diesen  Punkt  und  die  t-Axe  gelegte  Ebene,  welche  eine 
Meridianebene  heissen  kann,  mit  der  4»- Ebene  macht,  oder  die 
Lllnge  des  Punktes  Jf,  =  die  Neigung  endlich  des  Radius  OM  gegen 
die  jEy-Ebene,  oder  die  Breite  des  Punktes  If,  =  ^,  so  ist,  wenn  der 
Halbmesser  der  Kogel  =  r, 

X=r  cos  t>  cos  ipi     y  =  rs'm  &  cos  tp;     r  =  r  sin  ^ . 

Es  werde  nun  die  Curve  gesucht,  welche  der  Punkt  M  beschreibt,  wenn 
derSmus  seiner  Breite  zum  Sinus  semer  Lange  in  einem  constanten  Ver- 
hattniss  m  :  1  steht,  so  dass  also 

sin  v  =  Dl  sin  ^. 

Dann  ist 

=  f*C08'^(l  —  m'sin**) ; 
=  t«  sin«  &{i  —    sin*^) ; 
2*=:r«m*sni'^. 

Daher  sind  die  Gleichungen  der  Projectionen  der  Curve  auf  die  drei 
Coofdinatenebenen 

+       =         +  f/'  —  m»  f  ) ; 
X*  =  (r»  —     (m^«  r*  —  ««j ; 
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Setzt  man  quq   

so  wild  ans  der  leteten  tob  vorstehenden  drei  6l«'cliangen 

s"  =  Mj^[*H<»-*)-^']. 

d.i.  die  Gleichung,  die,  nach  der  vori«?en  Nr.,  die  Projection  der  Durcli- 
schnittscurvc  des  Cylinders  über  AC  Fig.  ö:  mit  der  Kugelflache 
vom  Halbmesser  a  «Tiif  die  durch  0  gelegte  Coordinatenebene  aus- 
drückt. Diese  Projection  ist  also  identisch  mit  der  ProjeclioQ  der  Cu^^■e, 
welche  ein  Puukl  auf  einer  der  Kugel  fl 9 che  vom  Halb- 
messer a  coucentrischeu  Kugelflüche,  deren  Halbmesser 

=;  S[/6(a  —  b)  —  CD,  erzeugt,  wenn  er  sich  so  bewegt, 
dass  der  Sinus  seiner  Breite  zum  Sinus  seiner  Länge 
immer  in  dem  constanten  Yerhaltniss  Va  —  b  :  yfh,  d.i. 
CD  :AC  steht  Legt  man  daher  durch  diesen  Pankt  eine  Gerade, 
die,  wie  anch  des  Punktes  Lage  sich  andere,  immer  der  x-Alb  parallel 
bleibt,  so  beschreibt  der  Durchschnitt  dieser  Geraden  mit  der  Kogel' 
fladie  Yom  flalbmessor  a  die  Durdi8chnittscur?e  des  Cylinders  Uber  AC 
mit  dieser  Kugelflttcbe. 

Auf  abnlicbe  Weise  wird  die  Durchscbnittecurve  des  Cylinders  ober 
BC  mittels  der  Bewegung  eines  Panktes  auf  derselben  concentriscben 
Engelflftcfae  vom  Halbmesser  CD  beschrieben,  dessen  Sinns  der  Br^te 
aber  zum  Sinus  seiner  Lttnge  in  dem  constanten  VerhilEniss  VT:V  a — 
d.  i.  CD  :  BC  steht. 

20. 

Werde  jetzt  Uber  einem  Blatte  jed^  dieser  beiden  SchleifiBiiliiien 

ein  gerader  Cylinder  errichtet  und  der  Inhalt  desselben ,  so  weil  er  von 

der  Kug(!l  um.schlossen  ist,  bestimmt.  Dies  kann  wieder  nach  Nr.  4. 
(2)  geschehen,  wenn  man  in  die  Gleichungen  der  Schleifenlinieu  polare 
Coordinatcn  einfuhrt.    Wenle  daher  in 

y  =  vBViqt,  z  =  vcos^  gesetzt,  so  verwandelt  sich  diese  Gleichung  in 
"  =  iol  f  /(«  —  *)  [a  cos » 9  —  (o  —  b)] ; 

woraus  folgt 
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Uieroach  wird 

4  fl  (a — 6}«        +  55^)  sin  g» 

Da  nun  Air  «  =  0,  cos ^  =  /^^T^»  ^  —  arc  co« 
=  arc  sin    ^  der  Werth  von  ^  in  Nr.  4 ,  (2).    Hiemach  ist  nun 

(fl?— D^t  =  A  i  3««_ 20 «6  +  386^ / 4(ä— 6)— |«^arc«in  f  | . 

Wird  dieser  Werth  von  ^  //a'  =  — o*arc  sin  f  -  abgezogen,  so  erhall 
man  den  Werth  von  S  in  Nr.  4.  {%).  Da  derselbe  aber  nur  den  Inliall 
di  <  )i  ilhen  Cylindors  ausdrückl  (indem  die  Formel  sich  auf  die  (  urve. 
CMl)  in  Fig.  2  bezieht,  die  bloss  oberhall)  Ali  liegt),  so  ist  dieser  W  erlli 
zu  verdoppeln.  Hierdurch  ergiebt  sich  für  den  Inhalt  des;  Cylindors  Uber 
dem  ganzen  Blatt  der  Schleifeidinie,  der  zur  bessern  Unterscheidung 
von  8  durch     bezeichnet  werden  mag, 

S,  =  |-fl»arc  sin  ^  —  ^ ( 1 6 a^  —  20 «6  +        /bia-^b)  . 

Durch  Vertauschung  von  6  mit  a  —  b  erficht  sich  für  die  andere  Schlei- 
fenlinie,  deren  Gleichung  =  j^iib{a  —  fr)  —  2^]  war»  der  Inhalt 
S|  eines  ihrer  Blatter,  namUch 

S;==laFarccos/^— ^'j(27a«--.44«fr  +  3Slfr»)/6(^^)  . 
Demnach  ist 

S,+     =  4««^— 32fl6  +  326*)  / fr (a-^); 

folglich  ist  der  Rest,  den  beide  Cylinder  zusammenge- 
nommen von  der  Kogel  übrig  lassen,  cnbirbar,  nttmlich 

J-fftt«  —  (S,+      =  -|^(21a«  —  ciiai  +  3W)  /fr(a  — fr) . 

Für  4  =  Y  ^^  '"^  dieser  Rest  ^sl^o^,  ubereinstimmend  mit  Nr.  8. 

Von  dm  fni  Vorslehendeü  bcstmimten  zwei  r',y!indorn  kann  der 
zweite .  dessen  Inhalt  S', ,  offenbar  auch  als  die  Sinnnie  der  beiden  Cy- 
linder angeselien  werden  di«'  zwischen  den  beiden  Blattern  der  sphäri- 
schen Schlcifeulinie  über  BD  und  DE  und  ihren  Projectioncn  auf  die 
durch  0  gehende  ys-Ebene  Hegen.   Aehnliches  lUsst  sich  aber  fUr  den 


* 
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Inhalt  S^  des  zuerst  bestimmten  Cylinders  nachweisen.  Denkt  man  sich 
nuMilich  von  jedem  Punkte  des  durch  die  sphärische  Schleifenlinie  ulicr 
AD  eingeschlossenen  Theils  dei  Kugelflüche  eine  Senkrechte  auf  die 
jfjf-Ebeue  gezogen ,  so  fallen  diese  Senkrechten  zum  Theil  auf  die  linke, 
zum  Theil  auf  die  rechte  Seite  dieser  Ebene  und  sind  daher  theiU  po- 
sitiv, theils  negativ  zu  nehmen.  Es  sind  daher  auch  die  ihnen  zugehö- 
rigen Elementarprisnien ,  deren  Summe  den  cylindrischen  Körper  bildet, 
welcher  zwischen  der  Flache  der  sphärischen  Schleifenlinie  Uber  Mit 
und  ihrer  Projection  auf  die  f»-Ehemß  liegt,  ÜheiJs  positiv,  theils  nega- 
tiv. Einem  jeden  negativen  Prisma  entspricht  aber  auf  der  andern  Seile 
der  ya^- Ebene  ein  gleich  grosses  positives;  daher  heben  sich  in  der 
Summe  diese  entgegengesetzten  Prismen  auf  und  bleibt  als  Inhalt  des 
erwUhnten  cylindrischen  Körpers  eine  Summe  positiver  Elementarpri»* 
men  übrig,  die  dem  Inhalt  eines  auf  der  ebenen  Schleife  aber  Od  (der 
Projection  der  sphärischen  tiber  AD)  errichteten,  ganz  auf  die  linke  Seile 
der  j/:-Ebene  fallenden  geraden  Cylinders  gleich  ist.  Dasselbe  gilt  van 
dem  cylindrischen  Körper  zwischen  der  sphärischen  Schleifenflache  über 
AE  und  ihrer  Projeclion  anf  die  yz-Ebene.  Rieruach  kann  also  auch 
der  Inhalt  iS,  des  zuvor  bcslimmten  Cylinders  als  die  Summe  der  cyiio- 
drisclien  Körper  angesehen  werden ,  die  zwischen  den  beiden  Blätlem 
der  sphärischen  Schleifenlinie  über  AD  und  AE  und  ihren  Projectiofi^ 
auf  die  din  rfi  0  gehende  yz- Ebene  liegen. 

Es  hisst  sich  tlbrigens  nach  dem,  >vas  oben  in  Nr.  4  im  Allgeraeioco 
bei  Formel  {%  gesagt  ist,  leicht  Ubersehen,  dass  und  S^  von  huflbr- 
migen  Kugelausschnitten  eingeschlossen  werden,  deren  Flächenwinkel 
=  Sj»,  und  von  denen  nach  Hinw^;nahme  von  £,  und  5^  cnbirbare 
Räume  übrig  bleiben. 

Werde  endlich  auch  ober  jeder  der  beiden  Parabeln  DAE^  DBE 
(Fig.  5),  deren  Gleichungen,  nach  Nr.  18,  ^  =  8(a  —  b)s  und 
2*  =3  8  Äff  sind,  eine  gerade  GylinderflUcbe  errichtet  und  der  Inhalt  des 
Körpers  bestimmt,  der  von  ihr,  der  Kugel  und  einer  durch  DE  geben* 

den,  auf  den  Ebenen  der  Parabel  senkrechten  Ebene  begrenzt  wird. 
Da  für  die  erste  dieser  Gleichungen  ^  der  Coordinatenanfaug  ist,  m>iuus5 
als  Gleichung  der  Kugel 

(o;  —  a)'  +     4-    =  a' 
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sam  Grunde  gelegt  werden.    Diese  giebt 


Wird  dieses  Integral  zwischen  den  Grenzen  s  =  —  2(a  —  b)s  und 
%  s=r  4. /2(a  —  b)9  genommen,  «>  kommt 

/2^(a  —    ic.  / 26  —  ic  4-  {'lax  —  0^*} arc sin  Y\^E^  > 

vras  weiter  nach  4;  zu  inlegriren  nnd  von  d;=0bi8«=S6zu  nehmen 
Ist  Es  findet  sich  aber  nach  gehöriger  Bedaction 

daher 

Sei  femer  Vo  -  x  =         80  wird 
/da?  (2ax--««)  arc  an/^H^  =  16  (a  —  bf/^'-^*^  £d  sul^ 
Es  ist  aber  weiter 


4 

4« 


'sl!-f+4(sl^{  +  2)cotf]. 

Wird  nun  dieses  Integral  von  «  =r  0  bis      S  6,  d.  i.  von  £ = arc  sin  ]f^^ 

=  ans  cos  f^—  =  arc  cot  bis  5  — --  y  i^enonmien»  so  eigiebt  sich 
nach  HiozufUguog  des  Factors  1 6  (a  —  bf 

y<te (2 «p  —  x»j  arc  sin  =  ^(15a«+10o6  — 166>) /6(a  — 6) 

+  iflParccos  f^— |->i{a  +        —  ft)^. 

Wird  dieser  Ausdruck  zu  dein  bereits  gefundenen  des  ersten  Integrals, 
5^  b^V^b  a  —  ,  addirt ,  so  erhalt  man  für  den  Inhalt  des  liesuchlen 
KOrperSf  der  durch    bezeichnet  werde,  nach  YerdoppeluQg  der  Summe, 

5,     i  (1 5i^  +  <  Oafc  +  8  6«) /fc^T^^)  +      arc  OOS  1^ 
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Durch  Verlauschnnf?  von  mit  a  —  6  erhält  man  für  dea  cyliodhsdieii 
Körper     Uber  der  aadera  Parabel 

fi;  —  ^(33fl»  —  26a6  +  8  Ä^) — 6)  +  fiiParo  sin  ff 

_  *;j(3o  — 26)fe«. 

Hieraus  folgt  fUr  die  Somme  beider  Räume 

also  ein  cubirbarer  Raum.    Fur  b  =  ^  geht  dieser  Ausdruck  Uber  ia 
oder,  wenn  2a  ^  ^,  in  ||()*,  wie  in  Nr.  9  gefunden  wurde. 

Es  ist  auch  hier,  wio  in  Nr.  1  0 ,  zu  beachten,  dass  die  paraboli- 
schen GrundflJichon  der  eben  liest immten  Körper  nicht  die  Projectionco 
der  Flächen  der  beiden  sphärischen  Schleifenlinien ,  sondern  die  Beste 
sind ,  welche  deren  Projectioncn  (die  von  den  Zweigen  der  Parabeln 
und  dem  Umfoug  des  grOssten  Kreises  ADBE  (Fig.  5)  eingeschloswa 
werden)  von  den  Kreiss^imenten ÜBE  übriglassen.  Daher iit 
auch  der  Werth  von  •(>  lS(  in  der  vorigen  Nummer  als  der  Rest  n 
betrachten,  welchen  die  auf  den  Projectionen  selbst  errichteten  cyHa- 
drischen  Körper  zusammen  vom  Inhalte  der  Kugel  ttbrig  lassen. 

Bezeichnen  wir  nun  den  in  Nr.  4  5  geAmdenen  Rest  des  Kugelm- 
haltes, den  die  Cylinder  Uber  den  ungleichen  Kreisen  zusammen  übrig 
lassen ,  durch  H^,  femer  den  Rest,  der  in  Nr.  20  ftir  die  Cylinder  Aber 
den  beiden  Schleifenlinien  gefunden  wurde ,  durch  R^,  endlich  den  Rest 
in  der  vorigen  Nummer     +  S'^  durch  /?.^ ,  so  ist 

=  *|«  (o*  —  6»J  /  6(^— 6) ; 
il,  =  {|(24<i»  —  32e6  +  326») — 6) ; 

=     (3a«  —  a6  -f  i>2j  /b{a  —  b) . 

Addiri  man  alle  drei,  so  ergiebt  sich 

E^  +  R^  +  R^=  <6ö*/6(«  — 6) 

=  (ABjK  DE  ; 

eine  Erweiterung  des  in  Nr.  10  gefundenen  Salzes,  der  fur 
b  -=  j  daraus  folgt.    Nach  Nr.  1 2  ergiebt  sich  auch 
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«3. 

Um  die  Parallele  zu  der  emfacheren  Untersuchung  m  Nr.  8  bis  1  I 
zu  vollenden,  können  wir  noch  den  Inhalt  der  Kugelsectoren  K  und  Ii 
bestimmen,  welche  die  Blätter  der  sphärischen  Scbleifenlinieu  und 
&  in  Nr.  4  2  zur  Basis  haben.   Offenbar  ist 

K  —  j^a    =  T       •  —  /  6  fa  —  6)^  ; 

JT  =  la®'  =  i-a»(fl.  are  cos       —  Vb{a  —  b))  . 

Diese  Kugelsectoren  werden  aber  YOn  den  Hälften  der  in  Nr.  15  be- 
trachteten Cylinder  S,  S'  umschlossen.  Vermöge  der  dort  erihalteMn 
Aasdrttcke  ergeben  sich  als  die  Reste,  welche  die  Kugelsectoren  von  den 
HHlften  dieser  Cylinder  übrig  lassen , 

iS  —  Ä'  =         — <i)6/6(«  — 6); 

iS'  —  £'  =  |(3a  —  46)(a  —  6)/6(fl  — 6) . 

Diese  Reste  sind  also  cubii  bare  Räume  und  gehen  Air  6  =  -j-  in 
tiber,  was  mit  Nr.  H  tlbereinstimiut. 

Da  femer,  nach  Nr.  46, 

Ung.l01>  =  4(3d^  +  %ah  —  86»)  /6(a  — 6) , 

Ung.BOÖ  —  iS'  =  —  y(3a»  —  Uot  +  8  ^»»J  //» (o^) , 
80  folgt 

Uog. AOD  —  J  =  Ung. BOD -    =  J-a? V^ft(«  — 6)  =  i (AiS;.  CD ; 

weicher  Werth  für  6  =  j,  fbr  den  Uag.AOD  =  Ung.BOD  =4^^ 
wird,  in  jg{Aßf  =  jo^  übergeht,  wie  ebenfiills  schon  in  Nr.  11  gefun- 
den wurde. 

Da  es  solcher  Kugelsectoren  vier  giebt,  die  von  dco  hufformigen 
Kugelausschnitlcu  umschlossen  werden,  deren  Flächenwinkel  AOD, 
AOE .  nOD ,  nOE  sind,  diese  Kugelausschnitte  aber  zusamnieni-M  nom- 
nicn  die  Kugel  geben,  so  folgt  auch,  dass  die  Aeste,  welche  die 
vier  Kugelsectoren  vom  luhalte  der  Kugel  übrig  lassen,  zu- 
sammengenommen \{ABf.  CD  =  j{ABf.DE  betragen,  was 

nach  der  vorigen  Nummer  c=:^  J  (J^  +  Ü;  +  ist. 


Digitized  by  Google 


458 


H .  W.  DiOBtscir, 


84. 

Noch  einmal  zur  Viviani' sehen  Auflüsiing  ziirückkeLiciid  kön- 
nen wir  die  Frage  aufwerfeo ,  oh  sicli  statt  des  kreisförmigen  Cylioders 
nicht  auch  elliptische  finden  lassen,  die  der  Aufgabe  rtenüge  leisten.  Da 
der  Durchmesser  eines  solchen  Cyliuders  gegeben,  uauiiicli  —  a  ist,  so 
ist  -^a  eine  halbe  Axe  der  elliptischen  Basis  desselben.  Setzen  wir  nun 
die  andere  liaihe  Axe  =  ^b  und  lassen  vor  der  Hand  unbestimmt,  wel- 
che von  beiden  die  grössere  ist,  so  wird  die  Gleichung  des  Cylindcrs 
oder  seiner  Basis«  wenn  auch  hier  der  Mittelpunkt  des  grdssten  Kreises, 
aar  dessen  Bbeoe  der  Cylinder  sieht,  der  Goordinatenaiifeng  ist, 

Bezeichnet  nun  0,  wie  in  dem  Vorigen,  die  gesuchte  Fläche,  so  ist 

■  a  

WO  |f|  =  —  i-V<MP  —  ^  und  =  +  ^/«p  —  a^.  Substituirt  nae 
nun  in  dieser  Formel  die  aus  der  Gleichung  der  Kugel,  ^+f^^if=^, 
sich  eingebenden  Werthe  von  ^  >  ^ ,  so  erhttlt  man 

jj^irü^^ = 8.  «c  «n  ar^,) 

wird 

2a/(i2;arcsin(|-/^4-)  =  2  rrW,^  ^^^^^^^ 

Dieses  letztere  integral  giebt,  mit  Weglassung  der  wiUkUrlicheu  Coa- 
slanle,  wenn  b>  a, 

iF^^arc  tg  (^^^^ .  tgf) ; 

wenn  4  <  a, 

Da  nun  für  «=0, 1=0,  Ukrx=<t,  *=w«sin(;y^)  (y-j^)' 
so  ist,  wenn  6  >  ö,  _ 

S  =  i«.  arc  SU.  (.^)  -  ^^^c  45  (f^) : 
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wenn  b  <. 

=  4^«*.(-^)-^lgn(ri^-). 

Im  ersten  Falle  ist  also  a  die  kleiDe,  6  die  grosse  Axe  der  Ellipse. 
Soll  diese  ganz  innerhalb  des  grOssteo  Kreises  liegen,  so  darf  b  nicht 

griteser  aJs  a/¥sein,  wo  dann  @  immer  reell  ist.  Im  andern  Falle  ist 
nmgekdirt  a  die  grosse  und  h  die  kleine  Axe.  In  b^den  Fallen  wird 
keins  von  beiden  Gliedern  der  Ausdrucke  f&r  (5  algebraisch.  Für  den 
Grenzwerib  ihrer  Geltung  geben  sie,  wie  es  sein  muss,  die  Yiviani'sche 
Auflosung,  Hiernach  giebl  es  also  Aber  dem  Halbmesser 
des  grtfssten  Kreises  keine  einen  Tbeil  der  Kugelflttcbe 
quadrtrende  Ellipse. 

« 

Da,  wie  wir  m  Nr.  2  sahen,  eine  durch  die  Endpunkte  von  zwei 
auf  einander  senkrechten  Halbmessern  eines  grOssten  Kreises  gelegte 
Parabel  unser  Problem  löst,  so  kann  auch  noch  in  Frage  kommen,  ob 
dasselbe  von  einer  Hyperbel  oder  Ellipse  gilt,  deren  Sdieitel  mit  dem- 
jenigen von  den  bezeichneten  Punkten,  der  in  der  «-Axe  liegt,  zusam- 
menfMlt,  und  deren  halbe  erste  Axe  beliebig  gew&hlt  werden  mag.  Sei 
diese  letztere  =  A,  die  halbe  zweite  Axe  =  17,  so  Ist  die  Gleichung 
einer  Hyperbel  von  der  angegebenen  Beschaflfonheit,  wenn  ihr  Scheitel 
der  Goordinatmanfang , 

folglich  ,dafUr«  =  a,  y::=:a  sein  soll,  B*  =  ^f^^ »  daher,  [naher 
bestimmt, 

Da  nun  für  den  angenommenen  (loordinatenanfiing  die  Gleichung  der 
Kii£?el  (x  —  rt^'  -}-  j/'  +  =  a'  ist,  so  crgiebl  die  ailgemeiae  Formel  zu 
Anfang  der  vorigen  Nr. ,  iu  der  jetzt 

Vi  —      I     til-i>a    *     w  —  +  1     *Ä  +  » 

ZU  setzen  ist. 
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^         I  (IJ+«){la-»)— *™«»    8180«—.  , 

mithin  da:  —  «o    +    ^    +      +    «<n*fl  . 

♦ 

so  folgt 


mid  flir  «  £=  a,  ^  =  f .  60  ergiebt  sieb  nacb  emtgen  Redacüooen 

in  welchem  Auädruck  keines  von  beiden  Gliedern  für  irgend  welchen 
reellen  Werth  von  ^  algebraisch  wird.  Es  giebt  also  keine  Hj- 
perbel  von  der  angenommenen  Lage,  die  das  Florentiser 
Problem  löst. 

Vertauscht  man  A  mit  — A,  so  verwanddt  sich  die  obige  Gleichmg 
der  Hyperbel  in  die  einer  Ellipse,  welche  durch  die  Endpmkkte  derseü* 
ben  auf  einander  senkrechten  Halbmesser  des  grOsslen  Kreises  ^Aa 
Der  Attsdruck  für  ®  wird  dann  logarithmiach  und  giebl  eben  so  wesig 
wie  der  obige  eine  quadrirbare  FlSche.  Für  A  =  eo  gehen  diese  Hy- 
perbel und  Ellipse  in  die  oben  gefundene  Parabel  Ober. 

26. 

Fuss  hat  die  von  ihm  gefundenen  allgemeinen  Formein  fUrt&uadS 
(vgl.  Nr.  4,  (2)  ond  Nr.  5,  (2))  zur  Bestimmung  der  Durchschnittsflache 
und  des  von  der  Kugel  umschlossenen  Inhaltes  eines  Cylinders  ange- 
wandt, der  zur  Basis  die  in  der  Ebene  eines  grOsslen  Kreises  Hegende 
Curve  hat,  deren  Gleichung 

r  =  o  cos  ntp, 

wo  r  den  vom  Mittelpunkt  des  Kreises  auslaufenden  Rndinsveclor  und 
tp  den  Winkel  bechnitet ,  den  er  mit  einem  uls  fest  augenouaiHLnen  Halb- 
messer macht.  Für  n  I  fjcht  diese  Curve  in  den  Kreis  vom  Halb- 
messer I  a  Uber  und  giebt  also  die  Viviani'sche  Auflösung  uosers 
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Problems.   Allgonein  wird  fUr9r=0,  r:=:a,  fUr9»  =  |^,  r  =  0; 

es  ist  also  in  den  angefUhrteo  Fonneln  tiz=  ^  zu  setzeD,  und  ergiebt 
sicli  dann 

n        »  ' 

«  «iF  4«^. 

—  tn       •  II  » 

daher  ist^  —  ^  eine  qaadrirbare  Fläche ,  und  —  S  =  *-  ^ 
ein  cubtrbarer  Raum ,  wobei  zu  bcmcikea ,  dass  die  Fläche  ^  und  der 
Baum  ^  einem  hntfitfrmigen  Kreisausschnitt  zukommen,  dessen  Flächen- 
winkel ^  ist.   Da  r  darch  Verlanscbungp  von  ^  mit  — 9  seinen  Werth 

nicht  ändert,  so  hat  dio  Curve  in  Bezug  auf  die  Axc.  von  welcher  aus 
fp  genommen  wird,  eine  symmetrische  Gestalt.  Will  man  daher  die 
Durchschnittsfläche  mit  der  Kogel  und  den  Inhalt  des  Cylinders  bestim- 
men, der  zur  Basis  die  FUichc  der  Curve  hat,  die  zwischen  den  Grenzen 
(p  =  —  ^  und  9  =  4-  liegt,  so  ha»  man  nur  die  obigen  Werthe 
von  <B  und  S  zu  verdoppek.  Sie  geben  für  »  =  1  die  Salze  Yiviani's 
und  Bossut's. 


87. 

Um  den  Umfkng  der  Durchschnittslinie  zu  finden,  die  der  Aber  der 
Curre  r  =  a  cos  mp  errichtete  Cylinder  auf  der  Kagelilttche  hervor- 
bringt, hat  man  nur  diesen  Werth  von  r  in  der  Formel  Nr.  7  (2)  zu  sub- 
stitnven.  Hierdurch  ergiebt  sich ,  da    =  ^  , 

oder,  wenn  man  ntp  =  setzt, 

Dies  ist  der  vierte  Theil  des  Umfangs  einer  Ellipse,  deren 

halbe  grosse  Aze  =  n^*,"*"  ^ ,  nnd  deren  halbe  kleine  Aze 

=  a  ist.     Verdoppelt  giebt  dieser  Ausdruck  die  Lsnge  der  Durch- 

schnittsliuie  des  Cylinders,  der  zur  Basis  die  zwischen  9  =  —  ~  und 

y  =r  -f.  enthaltene  Flache  der  gegebenen  Curve  hat.  Riese  ist  also 
dem  halben  Umfang  der  bezeichneten  Ellipse  gleich. 


462  W.  Dkobisc«. 

Kbenso  könnon  wir  nach  Nr.O,  [%)  die  krumme  Seifenfladie  des 
Uber  (]urve  errichtolcn  Cyliiulers,  so  weit  sie  in  der  Kugel  cnthalle» 
ist,  be&üjDmen.   Dieselben  SubstitutioDeu  wie  zuvor  geben  oämlich 

0 



=  %(i?Jdff,«aLi¥p'/ —  (a? — -1)  cofi'n^» 

oder,  wcim  man  luf.  —     setzt,  da 

— y* dm^  / — (n* — 4)  cos*y  = — jcos^/ — (i^ — 1)cos'^ 

n»  .    /y  1»*  — I  \ 


Ist  ft  <  1 ,  SO  wird  dieser  Ausdnick  oniirauolilMir,  Da  jedoeh  are  sia 

=  ai  c  l^,'  /    —  1 ,  daher 

SO  wird  alsdann 

Bmde  AusdrUciie  für  S  sind  zu  verdoppeln ,  wenn  die  Fltiche  Uber  dem 
zwischen  den  Grenzen  <r  =  —  und  m  =4-  ^  enllialleuen  Theil  des 
Luifangs  der  Curve  bestimmt  werden  soll. 

Wenn  n  —  i,  fuhren  die  Formeln  für  o  und  £  auf  die  Satze  von 
Fuss  uml  Muntucla  zurUck. 

28. 

Es  \Nurd(?  für  unsem  Zweck  zu  woilLlufig  werd(Mi ,  wenn  wir  die 
Gestalten,  die  die  Curve  r  =  a  cos  ,  jo  nnfluieiii  n  eine  ganze  oder 
gebrüchene  Zahl  ist,  haben  kann,  ausführlich  erörtern  wollten.  Es  mag  da- 
her nur  kurz  bemerkt  w  orden,  dass  sie.  wenn  n  eine  i:;<n/oZahl.  die  Gestalt 
cin*'r  fjfernfOrmigen  Blume  hat,  von  der  die  Anzahl  der  Blatter,  wenn 
n  gerade,  =  2»,  wenn  t>  ungerade,  nur  f>  ist,  und  die  sieb  in  einem 
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Zu!,t^  hesclircibea  Iflssl,  für  i^obioclicnc  Weiihe  von  n  aber  in  spiralon- 
lui  iiiii^'cn  Windungen  vn?\  der  Peripherie  des  Kreises  nach  dem  CenlriiDi 
lauft,  dort  eine  Schlinge  oder  Spitze  l)ildo!,  liioraiif  znr  Peripherie  zu- 
rückkehrt, um  in  einer  zweiten  Windung  wieder  durch  das  Centrum  zu 
gehen  und  abermals  eine  Schlinge  zu  bilden  u.  s.  f. 

Hierbei  mag  nicht  unerwähnt  bleiben ,  da^  den  Fall ,  wo  n  —  J , 
schon  Pappus  [CoUecl.  malh.lV,  30)  untersucht  und  gefunden  hat,  dass 
der  Theil  der  Flache  einer  Ualbkugel,  der  zwischen  ihrem  Grundkreis 
und  einer  Spirale  liegt,  die  von  einem  bewegh'chen  Punkte  auf  einem 
Quadranten  wahrend  einer  Umdrehung  beschrieben  wird,  dem  Quadrat 
desDarchmessers  gleich  ist;  wie  sich  aus  dem  Ausdruck  fur(&  in  Nr.  24 
sofort  ergiebt,  wenn  n  =  ]  gnsofzt  und,  da  jener  Ausdruck  sicli  auf  die 
ganze  Kogel  bezieht,  das  Resultat  halbirtwird.  Den  kOr|)erlichen  Raam, 
der  zwischen  dieser  Flache  und  ihrer  senkrechten  Projection  auf  den 
Grundkreis  liegt,  giebt  a.  a.  0.  die  Formel  fUr  S  gleich  f  vom  Cabus 
des  Durchm^ers. 

Unabhängig  von  der  Beschaffenheit  der  Zahl  it  aber  Idsst  sich  zei- 
gen, dass  die  Durchschnittsiinie  der  fiber  der  Curve  r  =  a-cos  «9  er» 
richteten  Gylinderfläche  mit  der  Kugelflache  nach  einem  sehr -einfachen 
Gesetz  durch  Bewegung  erzeugt  werden  kann,  and  hieraus  die  Mannig- 
faltigkeit der  Gestalten,  die  der  Gleichung  r  =  o  cos  entsprochen, 
übersehen.  Sind  nttmlich  *  ^  die  rechtwinkligen  Coordinat^  eines 
beliebigen  Punktes  jener  Darchschnittsltnie,  also  y  die  Coordinaten 
ihrer  Projection  auf  die  «gf-Ebene,  d.  i.  der  Curve  r  —  a  cos  mp,  so  ist 

X  =  r  cos  (p  =  a  cos  ncp  cos  y  ;    y      r  üiu  (f       a  cos  tnp  sin  9» ; 
z  ^y/^a^  —  3^  —  iji  —  a  sin  «qp . 

Wenn  nun  in  Fig.  \  OQ  =  x,  PQ  =  y,  MP  =  z,  so  kann,  wie 
in  Nr.  3,  LMOP  die  Breite,  LPOQ  die  Lange  des  Punktes  M  auf  der 
Kugelflache  genannt  weiden.   Dann  ist 

LPOQ  =  areig^  =  ip;   LMOP  —  mc  sak^  =  iup. 

Bewogt  sich  also  ein  Punkt  auf  der  Kugclflachc  so, 
dass  immer  seine  Breite  zu  seiner  Liinge  in  einem  Con- 
sta nie  n  Vcriiilituiss  n:  1  stellt,  su  beschreibt  er  eine 
Cm  V  e,  deren  I*rojectiüu  auf  die  Aequu lorebene  die  Glei- 

Aiiluniil.  tl.  h.  8.  Gm.  d.  VViSM-DKä.  I.  33 
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cliung  r  ■=  a  cos  ii(f  hat  und  also  die  Fiorenliner  Auli^atn 
löst.  Dieses  lelzUjre  gilt  aucti  m  u  dru  beiden  Piojectionen  derselben 
sphärischen  Curve  auf  den  ersten  und  uounzii^slen  Meridian,  deren  Glei- 
chungen filr  KU  litvvinkh'ge  Coordinaten  sicli  uhvr,  wegen  der  Scliwierig- 
koit  der  Eliiiiination  von  (p  aus  den  Ausdrucken  iür  x,  y,  nicht  dar- 
stellen lassen. 

30. 

Dass  Curven.  welcln'  duiih  diese  Bewegung  eines  Punktes  erzeugt 
werden,  das  Florentiner  Prol)lom  losen,  hat  schon  Jaküb  Bernoulli 
{Afta  Eriulit.  M\*^\i.  p.  370)  bemerkt,  oline  jedoch  den  Beweis  niitzu- 
theil(Mi.  Eben  so  kura  giebt  er  an,  dass  dasselbe  von  den  Curveu  gelle, 
die  entstehen,  wenn  ein  Punkt  auf  der  Kugelflächc  sich  so  bewegt,  dass 
der  Sinus  seiner  Breite  min  Sinus  seiner  Länge  in  einem  constaulen 
Verhällniss  stellt.  Da  wir  die  Gleichungen  dieser  Curven  für  rechtwink- 
lige Coordinatea  in  Nr  1 9  Ijereils  gefunden  haben,  so  würde  sich  aus 
ihnen  leicht  der  Satz  veriliciren  lassen.  Allein  wir  wollen  allijemeiner 
aus  der  Auflösung  des  Florentiner  Problems,  die  unmittelbar  nach  des- 
sen Bekanntmachung  Leibniz  gab  [Ada  Erudit.  iGl>2,  p.  274),  in  der 
beuligeu  analytischen  Ausdrucks  weise  uns  die  Methode  vergegenwUrti- 
geo,  Dach  welcluM  d(.T  Erßnder  der  Infinitesimalrechnung  das  Problem 
behandelte,  und  durch  die  ohne  Zweifel  auch  Jakob  BerDOulli  zu 
seinen  Sätzen  gelangte.  Siei  besteht  im  Allgemeinen  darin,  dasfi  die 
Betrachtung  nicht  von  der  Projection  der  sphürischen  Curve,  son» 
dein  von  dieser  selbst  ausgeht,  und  hierbei  die  Curve  als  durch  eine 
Relation  zwischen  zwei  sphärischen  Coordinaten  (Bog^n  von  zwei  auf 
einander  senkrechten  grOsslen  Kreisen)  gegeben  vorausgesetzt  wird, 
und  führt  zu  sehr  einfachen  Resultaten. 

Sei  nämlich  (Fig.  G)  ABCD  eine  Halbkugel  vom  Halbmesser  OA  =  a, 
deren  Basis  ABB  der  Aequator  heissen  mag ;  die  grössten  Kreise,  deren 
Quadranten  ACj  CE  sind,  und  deren  Ebenen  senkrecht  auf  einander  oud 
auf  der  Aeqnatorebene  stehen,  nennen  wir  den  ersten  und  neunzigsten 
Meridian;  ebenso  den  grössten  Kreis,  dessen  Quadrant  CLD  ist,  und 
dessen  Ebene  mit  der  ersten  Meridianebene  den  Winkel  AOD  =  /» 
macht,  den  /iten  Meridian.    Sei  femer  KML  eine  beliebige  sphärische 
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Gurve  und  durch  einen  wiUkOrticben  Punkt  M  in  ihr  der  Qoadrant  CMP 
gezogen.  Zielil  man  Überdies  den  Halbmesser  OM,  setzt  den  Winkel 
MOP,  oder  die  Breite  des  Punktos  M,  =  yj,  den  Winkel  POA ,  oder  die 
LUnge  von  M.  —  y ,  so  ist  tlurch  die  gegebene  Relation  zwischen  tp  und 

(f  die  .\iUui  (ItM'  sphärischen  Cai'\'0  bestimmt.  Sei  nun  M'  ein  niiclist- 
benaclibartor  Piinivl  \cm  M  in  derCurvoAX,  chuch  welchen  der  Qua- 
drant CM  P  gologt  werde ;  seien  weiter  Mm  uml  M  m  Bogen  von  Paral- 
lelkreisen,  als  deren  geaiciusamer  lialliinesser  (JJf  —  OiV  —  a  cos  i/» 
ange:s€lieu  werden  kann,  so  ist  Mm  =  a  cos  xp  dtp.  Mm'  —  a  dtp .  daher 
das  sphärische  MUchenelement  MmM'm'  =  cos  \p  d<p,  ioigiich  das 
sphärische  Elemenlarvicieck 

PPM'M  =  t^J^ COB  fft  difi  Ap  =^a*  sin  ^  , 

wo  die  Grenzen  dieses  Integrals  Null  und  diejenige  Function  von  9  sind, 
welche  die  Abhängigkeit  der  sphärischen  Ordinate  y  von  ihrer  zugehö- 
rigen Abscisse  9  ausdruckt.  Integrirt  man  nun  noch  einmal  in  Bezug 
auf  9  und  nimmt  das  Int^ral  zwischen  den  Grenzen  0  und  /».  so  erhlllt 
man  den  Flächeninhalt  @  des  sphärischen  Vierecks  AKLD,  welches  von 
der  g^benen  sphärischen  Curve,  dem  Isten  und  ^ten  Meridian  und 
dem  Aeqoator  begrenzt  wird«  und  ergiebt  sich  also 


Wird  nun  zwischen  ^  und  9  eine  solche  Relation  angenommen,  dass 
dieses  Integral  einen  algebraischen  Ausdruck  giebt,  so  entspricht  die 
8|Aarische  Curve  dem  Florentiner  Problem,  und  ist  das  sphärische  Vier- 
eck AKLD  eine  quadrirbare  FlAche. 

32. 

OlTonbar  ist  nun  die  einfachste  Annahme  dieser  Art  y;  =  9»,  die 
nach  Nr.  3  zur  Vivianfschen  AuflOiSung  fuhrt.  Fast  ebenso  einfiMih  giebl 
die  Annahme    =  n^^J^tm  ^  dtp—  -^J sin  »9  d.  «9  =  ^    00s  fn^, 

woraus,  für  ^  =  ^ ,  <B=\a^  folgt,  was  mit  dem  in  Nr. 26  erhalte* 
nen  Resultat,  unter  Berücksichtigung  der  Bedeutung,  die  dort  @  hat, 
übereinstimmt.  Setzen  wir  femer,  nach  Bernoulli's  Angabe^ 
sin  ^  =  i>  sin  tp,  so  vrird  ebenso  einfach  wie  in  der  Viviani*schen  Auf- 
lösung y^J^i'i  '^T  =  —  «  cos  (p,  daher  fllr  /<  =  ^  (was  jedoch  vor- 
aussetzt, dass  »  nicht  grüs«er  als  4  sei,  da,  t\Xt  tp=^,  sin  1^  =  n), 

33* 
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(ö  =r:  tia',  oder  fllr  u  =  arc  sin  —  =  arc  cos — ~-,  wo  «  >  i  seio 


mass,  <S  —    («  —  V n*  —  I) . 

Setzt  man  ferner  cos  i/;  =  mcos^,  wo,  da,  für  9>  =  0,  co&^=m» 
<  1  sein  muss,  so  wird 

d.  i.,  wenn  9  =-J  —  «  gesetzt  wird , 

— —  m'siD'fi», 
folglich,  da  fUr  9>  =  0 ,  »  =  y,  und  (tir        /i  =  ^ ,  »  =  0 , 

®  =  ö-  filto  1^1  —  m»  sin*  ffi> , 

was  das  IUm  lil(N  k  aus  dem  Halbjiicstio!  a  in  den  viertou  Thcil  dos  Lni- 
fangs  einer  Ellipse  uusdrilcU,  deren  halbe  grosse  Axe  —  a,  und  deren 
lialbe  kleine  Axe  =        —      ist ;  so  dass  also  unter  dieser  Voraus- 
setzuni^  keine  quadrirbare  Flüche  sich  ergiebt. 
Sei  Ig  ^  =  n  tg  9,  so  wird 

Dies  giebt,  iulegrirt  und  von  y  =  0  bis  y  =  ^  >t  genooimeu,  fiü-  «  >  ! 


für  «  <  4   

fuhrt  also  in  holdon  Füllen  zu  kciun  ffundrirbarcn  Fliirlic. 

Lcibniz  s  Auflösung  hat  eine  clwus  woniger  oinf.u  ho  Form  als 
die  in  der  vorigen  Nr,  gefundene.  Ftlr  die  Form  seiner  Auflösung  ist 
die  einfachste  Annahme  sin  1^  =  1  —  sin  tp.  Diese  giebt ,  wenn  ^  =  ^  . 

s  =  <..(;— 1), 

SO  dass  der  Rest,  den  diese  Fläche  vom  achten  Theil  der  KogelflOcbe 
Übrig  Iflsst,  ^  o*,  also  qoadrirbar  ist.  Dieser  Rest  ist  der  Inhalt  einer 
halbmondahnlichen  Figur  {ImnAß  tjAaeriea  oder  carbatiu»  wie  sie  Leib- 
niz  nennt)  tiber  dem  Quadranten  des  90sten  Meridians,  indess  in  der 
Vivianfschen  AulIOsang  nicht  eine  solche  Figur,  sondern  der  Rest,  den 
sie  vom  Octanlen  der  Kugelflache  ttbrig  ISsst,  ({uadrirbar  sein  soll. 
Leibniz  fand  also  eigentlich  eine  andere ,  obwohl  ebenso  richtige  Aüf- 
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kisung,  bei  der  jedocli  dir  fcucslrae  trnipli  itUiuie  ffcomvlrutc  eine  (jestall 
haben,  die  dioso  Benennung  nicht  rechtfertigen  würde.  Leibniz  be- 
merkt /ugleicl»,  dass  auch  allgemeiner  sin  %p  ~  \  —  «  siay  der  Auf- 
gabe GcaUge  Icislei.  In  dur  That  giebl  diese  ADuahme  ^  =  t?  ^ — 


also  doa  Best  •j-o'  —  ®  =  im*. 


33. 


Miltelü  dieser  .spliariacheu  Courdiiialm  ^  mul  U'  liissl  nun  auch 
mit  2;l<'irh(M'  EinfnclihiMt  der  Inhalt  N  des  Körpers  bestimmen,  der  zwi- 
schen dem  siilKirischoii  Viereck  A!\LI)  (Pia.  G) ,  der  Aequatorcbcne.  der 
Ebene  des  /<len  Meridians  uutl  einer  (hin  Ii  flie  sphürisrhe  (^.urve  K3IL 
gelegten,  auf  der  Aequatorebcnc  seukreclifeii  (In  liiiderniirlie  lioi^t.  OlTen- 
bar  ist  nüinlich  die  Neignnj;  des  in  Nr.  31  betrachteten  Flaciienelemenls 
MmMm  gegen  die  Aetjua toreben c  -  90  —  v«,  daher  die  Projcclinn 
dieses  lülemenls,  welches  =  cos  ip  dip  üif  getundcn  wurde, 
—  sin  xfj  cos  xfi  dtp  d(p.  Errichtet  man  über  dieser  Projection  ein  senk- 
rechtes Prisma,  so  ist  dessen  bis  zur  Kugelfläche  reichende  Höhe 
MN  =  fl  sin  t/;;  daher  der  Inhalt  dieses  Prismas  —  a'sin^  xp  cos  \p  dipdtp. 
lategrirt  mau  nun  diesen  Ausdruck  saccessiv  nach  tp  und  9  und  nimmt 
das  erste  Integral  von  ^  —  0  bis  1/^  —  tp^  das  zweite  von  9  =  0  bis 
ip  =     y/o  fi  dm  vorige  Bedeutung  bat,  so  ergiebl  sich 

j' 

$==-0^  /sin'  }p  d(p . 

Ist  nun  \p  eine  solche  l  unctiou  von  dass  dieses  Integral  einen  alge- 
braischen Ausdruck  gieht,  so  ist  der  gesuclite  Koiper  cubirktr.  Aus 
dieser  Formel  erhalt  luuii  auf  kürzestem  Wege  für  \p  ~  tp,  ip  -  mp, 
sin  1^  =  siu  n<fi ,  die  schon  bekannten  Kesuitate.  Für  sin  v  =  n  sin  (f 
wird 

Jm?^d^  = — — coi^g>)dcosq>  — — n*^cos9> — yCos*qp); 
daher,  wenn  sin  /*         also  cos/*  —   "  ~  ,  was  »>  1  voraus^ictzl. 

Für  ^  =  f  wild 
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Uoter  L  e i  b  D  i  z 's  Voraussetzung ,  dass  sin  v  =  4  —  »  sin  ^ ,  wird 

3  S  \ 

daher,  wenn  ii—^,  was  n  <  1  voraussetet, 

S  =  «i[(Hi«»)|_3«(l+|«)]; 

also  der  Rest 

+ 1 «')  ja»— 5  =  3»  (h  7») 

cabirbar. 

n. 

Sei  forner  (Fig.  6)  H.NI  die  Projeclion  fior  spbttriscben  Curve  KML 
auf  die  Aequatorebeoe,  so  ist,  da  OiV  =  QM  ~  a  cos^  der  Radiua- 
vector  dieser  ebenen  Curve,  das  Bogenelement  d*  rsclbcn 

woraus  sicli  fUr  ihre  Lange«  die  X  heisse,  findet 

ohne  dass  die  Gleichung  der  Curve  gesucht  zu  werden  braucht.  Da  mm 
JlfiV=asini/;,  so  ist  das  Element  NN'mM  der  Cyliiidorflilche,  welche  <he 

ebene  Curve  zur  Basis  hat,  =  a^sini;;(i9i^G0S*Y'  + ^'^i'^V^i  folglich 
die  Cy linderfläche  welche  von  der  Aeqoatoreb^e,  der  Islen  und 
fiten  Meridianebene  und  derKngelflttche  begrenzt  wird,  bestimmt  durch 
die  Gleichung 

2  =  a^J^ ün  v<  d<f}  J^cos*  V  +     sin' v  • 

Endlich  ist  das  Bogenelement  MM  der  sphärischen  Curve  XML  selbst 

cos  1/;  (^)'+  (o  dH>]*t  daher  die  zwischen  dem  48ton  und  /«ten Me- 
ridian enthaltene  Lange  dieser  Curve 

Setzt  man  den  Radiusvcctor  ON  =  a  cos  i,"  der  ebenen  Curve  flNL  wie 
früher  =  t»  und  substitiiirt  cosv>  —  —  in  den  )u>iden  vorsleheml  ii  For- 

'  a 

mein  für  ^'  und  a,  so  küiiinit  man  auf  die  Formeln  (2)  in  Nr.  6  imil  .Nr.  7 
zurück.  Durch  tlicsolbc  Substitution  führen  die  Ausdrucke  filr  ®  und 
S  in  Nr.  31  und  33  auf  die  Formelo  (2)  in  Nr.  4  und  Nr.  5.  —  Die  Aa- 
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Wendung  der  vorstehenden  Formeln  auf  die  in  den  vorigen  Nummern 
i-i  lu  uKhtea  Beispiele  gieljt  Integrale,  die  sich  nur  durch  elliptische 
tuQoUoaen  bestimmen  lassen. 

35. 

Die  in  Nr.  31  bestimmte  Flüche  ®  =  AKLD  (Fig.  6)  kann  anf  die 

Ebene  dos  Acqiiators  projicirl  werden.  Sie  giebt  dann  die  Fläche 
8  —  Anyii)PA,  welche  zwisclien  den  l'rojectionen  der  sphüiischcn 
Curve,  KL,  denen  der  Bogen  Ak  und  LI)  und  deni  L  (ufange  des  Aequa- 
lors  entlialten  ist.  Da  nun.  nach  Nr.  33,  die  iVojection  des  spiiiU  iüchen 
Fischenelements  MmM'm  uui  (iie  Aequatorcbene  —  a'sin  t/»  cosi/^  d\p  dtp 
ist,  so  ijiebt  die  successive  Inicgralion  dieses  Ausdrucks  nacli  t/j  und  q> 
resp.  zwischen  den  Grenzen  ^  =  0,1^  =  1^  und  y  =  0 ,  q>  =  fi^ 


ein  Aiudnick,  dessen  Achnlichkeit  mit  den  Formeln  für  S  und  S,  zwi- 
schen denen  er  gleichsam  in  der  Mitte  steht,  bemcrkeoswertb  ist.  Fttr 
V=*HP  giebt  dieser  Ausdruck,  wea]i/*=^,  '^n**  '^■'^i'V~*<i>^^ 
und  ^  =2  ^,  «  =  -jin^ifl. 

Wird  0  auf  die  Ebene  des  ersten  Meridians  projicirt ,  so  erhult 
man  die  Flüche  die  von  den  Projcclionen  der  sphärischen  Curve  KL 
und  des  Bogens  LD ,  sowie  dem  Bogen  AK  und  Halbmesser  OA  einge- 
schlossen wird.  Die  Neiguni^  des  Flachenelements  MmM'm'  gegen  die 
Ebene  des  ersten  Meridians  ist  aber,  wenn  CE  der  90ste  Meridian,  ge* 
gehen  durch  den  Winke!  MOE,  der  mit  den  Winkein  MOP  ~  %p  und 
EOP  ==  90  —  (p  eine  Ecke  bildet,  welcher  ein  spiiUriscbes  Dreieck 
entspricht,  in  dem  die  den  beiden  letzt^nannten  Winkeln  zugehtirigen 
Bogen  einen  rechten  Winkel  einschliessen.  Es  ist  daher  cos  MOE 
=  006^  sin  9,  folglich  die  Projection  desFUchenelements  auf  die  Ebene 
des  ersten  Meridians  =;  sF  oob*  ^  sin  ^  «I^    ,  daher 


Endlich  ist  die  Neigung  des  Elements  MmM'm'  gegen  che  Ebene  des 
UOslen  Meridians  gegeben  durch  den  Winkel  MOA ,  und  cos  MOA 
—  cos  ^>  cos        Daher  ist  die  Projection  des  Elements  auf  diese 
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Ebene  =  co^^  cxa^  dtpiUf  ,  folglich  die  ProjecUoii  $'  der  Fläche  3 
auf  dieselbe  • 

-j^JiM^  4-  sin    cos  ip)  cos  9  . 
36. 

Zwischen  der  sphärigcben  Flache  @,  ihrer  PMgecüon  $'  auf  die 
Ebene  des  Isten  Meridians  ond  den  die  Bogen,  welche  einschliessen, 
projicirenden  Ebenen  ist  ein  Körper  enthalten ,  dessen  Inhalt  zu  be- 
stimmen sei.  Er  erfi;iebt  sich,  wie  folgt.  Die  Frojection  des  Ele- 
ments MmM  m'  iiui  die  genannte  Ebene  ist ,  nach  der  vorigen  Nr., 
— .  o'^  cos^  1/'  .sin  7  d\p  (Up;  der  Abstand  des  Punktes  M  von  derselben 
Ebene  a  co6 MOE  ~  a  cosxp  siny;  folslich  der  Inhalt  des  senkredit 
Uber  der  Projection  des  Elements  cri  icliteten ,  von  der  Kugelflaclio  be- 
grenzten Prismas  =  o^cos^v»  sin'y  ä^i  ä<f.  Hieraus  erhalt  man  sofort 
durch  doppelle  Integralion 

,  ff 

St=  -3         —  8in*ip)8in^  sin- 7  ihf  . 

Ebenso  erhall  man  den  Inhalt  des  Körpers  zwischen  <B  und  seiner 
Projection  s"  auf  cUe  Ebene  des  90sten  Meridians.  Die  Projection  des 
Elements  von  @  auf  diese  Ebene  war  nHmlicfa  =  oos^^  cos  9  dip  dy». 
Nan  ist  der  Absland  des  Punktes  M  von  derselben  Ebene  =  o  cos  MOA 
—  a  cos  ^  cos  qp;  daher  der  Inhalt  des  senkrecht  Uber  jener  Projection 
des  Elements  errichteten,  von  der  Kugelflttche  begrenzten  Prismas 
=  a*cos^^  cos'9>  dip  dg>;  folglich 

<S"  =  •70^/(3  —  8in^V']sin^co8^9>dqp. 
Addirt  man  diese  beiden  Formeln  z«  der  in  Nr.  33  gefundenen  Formel 
$  =4-0^  /sin'   ^  t  so  erbau  man  das  Resultat 

S  +  ^  +     =  o^/sin^  dy), 

d.  i.,  nach  Nr.  31, 

Die  Summe  der  drei  zwischen  der  sphJl  rise Ii  en  Flüche 
3  und  ihren  drei  Projcctiüuen  s,  ,s ,  a'  auf  die  Ebenen 
des  Aequutors,  des  Isten  und  UOsluu  Meridians  eulhal- 
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tenen  prismatischen  Körper  ist  also  gleich  einem  Prisma, 
dessen  Basis  gleich  der  Flüche®,  und  dessen  Höhe  gleich 
dem  Kugelhalbmesser  a  ist. 

Aus  diesem  allgemeinen  Salze  lassen  sich  die  in  Nr.  1 0  und  Nr.  22 
gefandencn  Resultate  als  specielle  FAlle  ableiten.  In  Nr.  iO  nUmlich 
haben  ^jR,  ^iT,  ißt  dieselbe  Bedeutung  wie  hier  S,  S\  S'.  Kach  Vi- 
viam*8  AnflOsnng  ist  aber  (S,  welches  hier  die  quadrirbare  Flache 
bedentet,  ^  a',  indem  dieses  @  in  jenem  Falle  den  Rest  bezeichnet, 
den  die  durch  den  halben  Cylinder  über  der  Basis  in  der  Kugelflache 
hervorgebrachte  Oeffoung  vom  achten  Theile  derselben  <lbrig  lasst. 
Daher  ist 

il  +  ir  +  i{*  =  S(5+5'  +  ^  =  8a®  =  8s*=(2a)<  =  d». 
Das  Resultat  in  Nr.  22  fordert  eigentlich  eine  doppelte  Anwendnng 
des  vorstehenden  Salzes,  die  sich  aber  anfeine  einfache  reduciren  lasst. 
Man  kann  nämlich  in  der  vorstehenden  Formel  @  dem  vierten  Tbeil  des 
Werthes  von  4jr<i? —  (<ö  +  (©'}  =  46a/6(a  —  h)  in  Nr.  42  gleich- 
setzen. Alsdann  haben  S,  S",  resp.  die  Bedeutung  von  {  /?g,  i  B^,  |  /{, 
in  Nr.     ,  und  gicbt  die  obige  Formel  dasselbe  ResuUal  wie  dort. 

37. 

Der  in  der  vorigen  Nr.  gefundene  Satz  lässt  sich  auch  in  folgender 
Form  schreiben: 

\{S+S'  +  S)  iao. 
Es  isl  aber  \  3  (I<m'  Inhalt  eines  Kugcisectors,  der  zur  Hasis  die  Flüche 
(2- hat.  Der  Salz  liisst  sich  daher  auch  so  ausdrUckfii .  Das  arith- 
motisohe  Mittel  aus  deaj  Iiibalt  der  drei  prismatischen 
korper  S,  S\  S'.  die  zwischen  den  drei  P ro j i;c t i o nen  der 
F 1 9  c h  e  <S>  auf  tl  i e  Ebenen  des  A  (m|  u  a  l o  r s ,  1  t  (  u  und  9  0  s  t e n 
.Meridians  enthalten  sind,  ist  Lrleicb  dem  Inhalt  des  Ku- 
gelsecto rs,  der  die  Flache  ©  zur  Basis  ijat. 

Die  Siit/e  in  Nr.  i  1  und  Nr.  i-l  sind  specielle  Anwendungen  dieser 
Form  des  Satzes.  Im  Uebrigen  erhellt  aus  dem  Satze  in  beiden  Formen 
auch  noch .  dass,  wenn  ©  eine  quadrirbare  Flache,  die 
Summe  der  drei  Körper  SjS'jS'  ein  cubirbarer  Raum  ist, 
und  dass,  wenn  <B  eine  cubirbare  FUche  und  einer  der 
drei  KOrper  cubirbar  ist,  es  auch  die  beiden  andern  zu- 
sammengenommen sein  müssen. 
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Da  in  allen  durcbgcfuiirten  Bt  i^i  if^If^n  zugleich  ®  quadrirbar  und  S 
cubirbar  war,  so  wird  es  niclit  uheHliissig  sein,  zu  bemerken.  lUiss  keiog 
von  beiden  nolhweDdig  aus  dem  andern  folgt.  Sei  z.B.  sin  v  —  j-^, 
so  dass  also  fiir  ^=0,  sia^  =  1 ,  ^  =T*  ™^  ^  9  —  an^=^, 
ip=sj,  so  wird,  da ysin  xp  (lq>  =  \gn  •\- ip) ,  @  =  Ign  2  und  ist 
also  nicht  quadrirbar  Dagegen  ist,  da J^siü^xpdip  =  — fl(r7fp' 
S  =  ^^(i — ^)  =x:  ^  fl» ,  also  cubirbar.  Sei  dagegen  sin  =  ^7^— j  j . 
so  dass  ftlr  9)  ==  0 ,  ebenfalls  sin ^  =  1 ,  %fi  und  fbr  9  =  7, 

sinv>=i>  Mf  —  ji  seist,  da  jetzt &ia^fdq>  =  ^{i  +9)t,  @:=:^(4 — 1)«* 

=  fo^,  also  quadrirbar.  Dagegen  ist J* sin*^  =  Ign  (1  +  folg- 
lidi  S=r^<^.]gn8c=:i^lgn2,  also  nidil  cubirbar. 

I 

38. 

Esittsstsich  leicht  zeigen,  dass  der  gerade  Cylinder  eine 
der  so  eben  fUr  die  Kugel  gefundenen  Relation  ganz  äbn- 
licbe  Eigenschaft  besitzt 

Sei  (Fig.  7)  OA  =  a  d«r  IlalboiieBser  des  Cylinders,  XML  eine  be- 
liebige €urve  auf  seiner  Oberfläche,  MP  =  z  und  LD  senkrecht  aof  der 
Grundebene,  OP  und  OB  gezogen,  AOP  —  ^,  AOD  =  /»,  so  ist,  wenn 
®  die  Flache  des  Vierecks  AKLD  anf  der  Cylinderflttche  bezeichnet  und 
s  als  Function  von  q>  gegeben  ist. 


Projicirt  man  diese  Flache  auf  die  durch  OA  und  die  Axe  des  Cylindeis 
OC  gelegte  Ebene  AOC»  so  erhalt  man  einen  prismatischen  Körper, 
dessen  Inhalt  =  S  sei.  Die  Neigung  des  Elements  der  Cyltnderflacfae 
a2(ir^>  gegen  diese  Ebene  ist  =  90  —  9,  daher  die  Flache  der  Pro- 
jection  des  Elements  auf  dieselbe  =azminfdfp.  Der  Abstand  des 
Punktes  M  von  derselben  Ebene  ist  aber  =  a  sio  9^ ,  daher  das  prisnUK 
tische  Element  von  S  =  (^%  sin'  (f  dtp ,  folglich 


Sei  ebenso  S'  der  Inhalt  des  prisniatischeii  Körpers,  der  durch  Pro- 
jeclion  dei-  Tiiiche  ©  anf  die  Ebene  FOCG  entüteht  ,  \\rl<  lic  senkiedil 
auf  der  Ebene  AOCE  ist.     Da  die  iNeigung  des  Eleuieolä  der  OyUn- 
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derfläche  gegen  diese  Ebene  — -  q),  und  der  Abslaod  des  Punktes  M  von 
derselben  ~  a  cos^,  so  ist  offenbar 

ff* 

=    Jz  cos'  a>  d(p . 

Hieiailfi  folgt,  dass 

S'  +  ST  ==  (j^Udtp  =  a©. 

Der  dritte,  im  Vorigen  mit  S  beseicbnete  KOrper  ist  hier  nicht  Torhan- 
den,  da  die  Projection  von  (S  anf  die  Gmndebene  keine  Flttche.  son- 
dern nor  denBogm  AD  =  ag>  giebt»  zwischen  welchem  nnd  derCurve 
£HL  die  Flache  e  selbst  liegt. 

Beispielsweise  sei  s  =  a/^S.sin^  tp,  welche  Gieiohang  stattfindet, 
wenn  KL  eine  Curve  ist,  die  auf  4fie  Bbene  AOCB  projicirt  eine  Parabel 
giebt,  deren  Scheitel  A,  Hauptaxe  AO  and  Parameter  =  a  ist.  Bier^ 
aus  folgt,  wenn  fi  —  ^  gesetzt  wird,  sofort 

-  r**  - 
@  =  2<^/2/sin|vd.^y  =  2ai»(/2— I). 

Femer  ist 

S  = — Htfi^ßBot^^ip  —  cos'i9>)d  008^9 

S"  =  — 20*/ 2  /(4cos*^^  —  icos^^    + cos^  ^ 

also 

5r  +    =j  « «•( /2  —  1)  =  . 
39. 

Untersuchen  wir  jetzt  in  derselben  Beziehung  den  geraden  Ke- 
gel. Sei  (Fig.  8)  CA  —  b  der  Halbmesser  sein(>r  Basis  ADB,  OC  seine 
Axe,  durch  die  Spitze  desselben,  0,  parallel  zu  CA.  OX  und,  senkn'chl 
auf  OX,  OY  gezogen;  leriicr  OP  eine  beliebiijre  Seitenlinie  des  Kegels 
und  if  ein  willkilrlicher  Piiivkt  in  ihr,  KML  eine  diircli  M  flehende  belie- 
bige konische  Curve,  HNI  ihre  senkrcclife  Projection  aul  dit  Kbene  XOY. 
Sei  ferner  L  ACi*~  L  XON  =  (p,  und  OJf  =  (> ,  so  ist  die  Curve  KML 
gegeben,  wenn    eine  g^ebene  Function  von  ^  ist.   Wenn  nun  M'  ein 
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M  nndijJtbfnachbarter  Punkt  dcrCurvo,  AT  dessen  Projeetion  auf  die 
Ebene  XO  Y ist,  und  man  zieht  OMP  un<J  CP,  so  ist  L  PCP  =z  L  iVOA"  =  dq>, 
Ist  ferner  iVO  senkrecht  auf  OC,  wird  mit  MQ  als  Halbmesser  aus  Q 
der  Bogen  Mm  eines  Parallelkreiscs  zur  Basis  beschrieben,  und  ist  Mm 
ebenfalls  ein  solcher  Bogen,  so  wird  Mm  =  und  slelU  das  Viereck 
MmMm'  ein  Element  der  Fläche  des  Kegels  dar.  Ist  nun  noch  L  AOC 
=  IPOCstt  gegeben,  so  ist  lfO  =  ^sino,  daher  jtfii»  =  ^ sin a.ciy), 
folglicb MmMm'  =  ^ sin « . d!^  i2p ;  mithin  die  Flüche MMO  =  sin« dqp. 
Ist  nun  LACD  =  LXOI=^f$  gegeben,  und  wird  der  von  der  konischen 
Curve  KML  und  den  Seitenlinien  OK,  OL  begrenzte  Theil  der  Kegel« 
flache  durch  ®  bezeichnet,  so  folgt  aus  dem  Vorstehenden 


Da  Oi\r  =  Oir  =  ^  sin  a ,  so  drttckt  \  m?  a  f  P  dtf  die  FIttche  HOINB 

(liM-  Projprtion  der  konischen  Curve  auf  die  Grundebenc  aub.  Beznich- 
neu  wir  diese  Flache  durch  s,  so  ist  also  ©  =  Ist  dalier  »  qua- 

drirbar,  so  ist  es  auch  der  senkreciit  Uber  ihr  liegende  Theil  der  Kegel- 
fläche  3  (das  velum  Camaldulense  des  P.  Grand  iV  Diesen  Salz  hat  zuerst 
Johann  BernouUi  gefunden  [Ada  Entdit.  1G96,  p.2G9}  und  zugleich 
bemerkt,  was  sich  leicht  erweisen  lässt^  dass  er  auch  für  jedegerad* 
linige  Figur  in  der  Grundebene  gilt. 

Sei  z.B.  p  =  j^,„;7;„-tt;^,  welche  Gleichung  sich  ergiebt,  wenn 

man  fui  die  Projeetion  tlcr  konLstLcu  Curve  eine  Parabel  annimmt,  deren 
BrenitjuHikl  0  und  Scheitel  X,  die  Projeetion  von  ist.  Daun  wird, 
wenn  /* 

8sia(0^GO8*49        ^  »in«' 


40. 

Sei  nun  der  Inhalt  des  eylindrisch- prismatischen  Ki'irpers  zu  be- 
stimmen, der  zwischen  der  Flache  (S  =  OKML  und  ihifr  l'rojeclion 
01/iV/  enthaltet»  ist  und  durch  S  bezeichnet  werden  mag.  Da  die  Nei- 
gung des  FIncheneiements  MmAfm  gegen  die  Grundebene  =  90  —  n, 
SO  ist  seine  Projeetion  auf  diese  Ebene  =  (f  sin'a  d^c^;  und  da  der 


Digitized  by  Google 


Zdsätzs  zum  Florsmtikbb  Pioblem. 


475 


Absland  des  Panktes  M  von  der  Gnindebene  =  q  cos  « ,  so  ist  der  la- 

halt  des  ElenienUirprismas  dS  =  (»^sia'oe  cos  a  df)d(p,  folglich 


Werde  femer  gesuchl  der  Inhalt  S  desjenigen  cylindrisch-prismatischen 
Körpers,  der  zwischen  ®  und  seiner  Projection  auf  die  Ebene  COX 
liegt,  so  ist  der  Cosinus  der  Neigung  von  IMfm'  gegen  diese  Ebene 
=  cosa  sin  ^.  Denn  bedeutet  jetzt  MQ  die  Normale  des  Punk- 
tes Jf.  so  ist  LMQO  =  90  —  a,  Ist  femer  QT  parallel  zu  07,  so 
bilden  QF,  QO,  QM  eine  Ecke,  der  ein  sphärisches  Dreieck  entspricht, 
dessen  Seilen  die  Naasse  der  Winkel  MQY,  TQO  =  90,  OQM=  90 — o  * 
sind,  und  in  welchem  die  beiden  letzteren  den  sphärischen  Winkel  90 — q> 
einscUiessen,  der  die  Neigung  dieser  Winkelebenen  gegen  einander 
ausdruckt.  Da  nun  MQY  demsdben  gegenübersteht  und  die  Neigung 
von  SMfm'  gegen  die  Ebene  COX  darstellt,  so  folgt  hieraus  der  obige 
Ausdrack  des  Cosinus  dieser  Neigung.  Es  ist  demnach  die  Projection 
des  Elements  auf  die  Ebene  COX  =  ^  sin  «  cos  a  sin  (f  d(f ,  folglich, 
da  sein  Abstand  von  derselben  =  p  sina  sin  7,  das  Elementeuprisma 
dS*  =  ^  sin'«  cos  a  sin^  <f>     d(p,  folglich 


Endlich  ergiebt  sich  auf  gleiche  Weise  auch  der  Inhalt  des  Körpers, 
der  zwischen  @  und  seiner  Projection  auf  die  Ebene  COT  liegt.  Da 
nttmlich  durch  eine  ähnliche  Betrachtung  wie  die  vorstehende  der  Cosi«* 
nus  der  Neigung  von  tfniATw  gegen  diese  Ebene  ==  cosacos9>  gefun- 
den wird,  und  der  Absland  des  Punktes  Jf  von  derselben  =  ^  sin  »  cos  9 
ist,  so  folgt 


Die  Yergleichung  dieser  Ausdrucke  fUr  S'  und  S'  giebt  nuu  äulort 
das  Resultat 


Es  findet  hier  also  zwar  zwischen  den  drei  Körpern  S, 
S't  nicht  aber  zwischen  ihnen  nnd  der  Flüche  ®  eine 
allgemeine  Relation  statt. 


I^sin'ttcostt  uj^dq). 


S'  +  5"  = 
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Im  Beispiel  der  Yorigen  Nr.  wird 

Nvoraus,  wie  es  nacli  dem  Obigen  sein  muss,  in  der  Thal  S'  +  =  S 
folgt. 

Man  erhüll  jodoc])  auch  für  den  Kegel  ein  Resuiial, 
das  dem  fttr  die  Kugel  und  den  C\ linder  gefundenen  voll- 
kommen analog  ist.  wenn  staU  der  Flache  OKML  (Fig. 8)  die  Fla- 
che AKMLDPA  =  <3,  betrachtet  wird ,  welche  zwischen  der  koDischcn 
Gurve  nnd  dem  Umfange  der  Basis  des  Kegels  lio:^  Sei  nttmUcfa 
JfP  =  <»i .  so  ist .  da  OP  ^ ,  (>  =  ^  —  (», ,  ÖM  =  6  —  an  a, 
daher  d®,  =:  (4  —    sin  u)  dQ^  d<p,  folglich 

Femer  ist,  wenn  5|  den  zwi&faen      und  ACD  liegenden  cylindrisciH 
prismatischen  Kürper  bezeichnet,  dS^  =:  d@|    sin  a  cos  a 
=  sin  a  cos  « (4p|  f /  sin  «)     d^p ; 

folglich 

Sj  =  siu  a  cos  «  (.i  ^  /  Ci*      —  i  sin  «  /     <iqp] . 

Ebenso  ist,  wenn  der  K(trper  zwischen  S|  und  seiner  Projection  aof 
die  Ebene  COT, 

dS^  =  d@,cosa8in*9)(4— f,8ino)  =  (4— f,6ino}*C08asin'94p|dp; 
folgUch 

^f*  r"  r'* 

Endlich  ist,  wenn  5j[  der  Körper  zwischen  ®^  nnd  seiner  Pnq'edion  auf 
die  Ebene  €07, 

dSl  —  dl5jCOfl«coi^9(4 — ^iSin«)  —  {b — ()|Sina}'cosacos'9(i()|(/^; 
folglich 

z=  Cosa [4*j^| cos' 9>d9>  —  6siQtt jQ}co8*fpdq>  +  j-sin'oy^'cos^fpdyj. 
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Hieraus  ergiebt  sich  nun  uomiUelbar 

5t  +  ^,  +  5;  =  006 o  [67(>j 

42. 

Hiernach  drückt  nun  die  Gleichnng  S  ■\-  S  -\-  S  — :  «3  eine  doD 
Oho  rfhirli  f>n  der  Kugel,  des  geraden  Cyiinders  und  ge- 
raden Kegels  geineinsauieEigeD Schaft  aus,  wenn  ©einen  Theil 
dieser  FlJichen  bedeulul.  der  von  einer  auf  denselben  gezogenen  helieiii- 
gcn  Curve,  den  Durchschnitten  der  Flächen  mit  der  Basis  und  z.wei 
durch  ihre  Axe  gehegten,  gegen  einander  l)chebig  geneigten  Khenen 
begrenzt  ist;  wenn  ferner  8,8^,8^  die  cylindrisch-prismatischen  Häume 
bezeichnen ,  welche  zwischen  <B  und  den  Projectionen  dieses  Flachen- 
theils auf  die  Ebene  der  Basis,  auf  die  eine  der  so  eben  erNvahnten, 
durch  die  A\c  gelegten  Ebenen  und  auf  eine  zweite,  ebenfalls  durch 
die  Axe  gehende,  gegen  die  erste  senkrechte  Ebene  enthalten  sind; 
endlich  a  der  Abstand  der  die  Oberfläche  des  Körpers  durch  Rotation 
erzeugenden  Linie  (fUr  die  Halbkugel  der  Quadrant,  für  Cylinder  und 
Kegel  die  Seitenlinie)  vom  Mittelpunkt  der  Bans  ist.  Dividirl  man  beide 
Theile  der  obigen  Gleichung  durch  drei,  so  eiigiebt  sich  der  Satz,  dass 
das  arithmetische  Mittel  aas  den  drei  Räumen  Sf, 
gleich  ist  einer  Pyramide,  deren  Basis  =  @  und  Höhe  =  a. 

Denkt  man  sich  aof  der  Oberflttcfae  der  genannten  drei  Rotations- 
körper eine  zweite  Carve  gezogen,  welche,  wie  die  erste,  die  Durchs 
scbnttlsluuen  der  beiden  durch  die  Axe  gehegten  Ebenen  mit  der  Ober- 
fläche (z.B.  AK,  DL  Fig. 6)  treSiB.  ohae  jedoch  innezhalb  dieser  Grenzen 
die  erste  Cnrve  zu  schneiden,  so  ist,  wenn  @|,  S|,  5!  flir  sie  die- 
selbe Bedeutung  haben,  wie  3,  5,  iS*.  S'  Air  die  erste,  wie  zuvor, 
5«  +  «Sl  +  ^  =  daher 

{S  — SO +  («'-«'.) +    -SB  — 

Da  nun  @  —  ®|  der  zwischen  den  beiden  Cnrven  und  denselben  übri- 
gen Grenzen  wie  ®  und  ®|  enthaltene  Theil  derOberftttche  ist,  S^, 
S  —  S^,  S'  ^  81  aber  die  zwisdien  diesem  Flachenthdl  und  seinen 
drei  Projectiooen  enthaltenen  Räume  bedeuten,  so  gilt  der  obige 
Satz  auch  fttr  den  durch  diese  beiden  Curven  begrenz- 
ten FUcbentbeil  &  — 
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TrefTen  sich  beide  GurveD  in  den  darcb  die  Axe  gelegten  Ebenen, 
deren  Durchschnitte  mit  derOberflScbe  die  Figuren®  und^t  begrenzen, 
so  ist  @  —  3,  ()ie  Fluche  eines  von  den  Curven  allein  eingeschlossenen 

Biliiicimis.  Sind  nun  die  beiden  Curven  nur  die  Theile  einer  und  der- 
selben Curvo,  SU  wird  (5  —  ®,  die  Fliichc  einer  von  einer  ein- 
zigen, in  sich  /.  ui  tu  k  lauie  ade  n  krummen  Linie  auf  der 
ObcrHacho  eingeschlossenen  t  i^jjui  ,  lur  die  also  der  Satz 

♦ 

ebenfalls  gilt. 

Der  Salz  lü.sst  sich  überhaupt  für  jede  von  beliebig 
vielen  Cui  veu  eingeschlossene  Figur  auf  der  Oberflache 
der  drei  Körper  erweisen.  Denn  jede  soh  lie  Figur  wird  sich 
immer  durch  eine  algebraische  Summe  von  Figuren  ausdrucken  lassen, 
für  die ,  nach  dem  Vorstehenden ,  der  Salz  gilt. 


43. 

Es  orliebt  sich  hier  nuu  weiter  die  Frage,  ob  diese  den  genannten 
drei  Flüchen  gemeinsame  Eigenschaft  noch  andern  Rotatiou.slliiehen  zu- 
kommt. Um  sie  zu  beantworleu,  .sei  (Fi^;.  0;  OC  die  Kolationsaxe ,  mit 
welcher  die  A\en  OA,  OB,  sowie  unter  sich,  rechte  Winkel  machen; 
AE  die  in  der  Ebene  AOC  liegende,  di'«  Hotalionslläche  erzeugende 
(krumme  oder  geiad»\  Linie;  /'.VF  die  Lage  dieser  Linie,  nachdem  sich 
ihre  Ebene  um  den  Winkel  AOP  =  (f  gedreht  hat;  M  ein  beliebiger 
Punkt  (lieser  Linie .  dessen  rcchtwinklii;c  (Koordinaten  OQ  -^a\  QN—y, 
]SM  =  2;  KML  eine  durch  3/  gehende  beliebige  Curve  auf  der  Holations- 
flächc;  die  Flüche  der  Vigur  AKLD ,  welc  he  von  dieser  Curve  und  den 
Durchschnitten  der  Ebenen  AOf),  AOC  und  DOC,  von  denen  die  letzlere 
mit  der  ersteren  den  Winkel  DOA  =  /*  bildet,  begrenzt  wird,  =  ©; 
endlicb  seien,  wie  zuvor,  S.  S\  S"  die  zwischen©  und  dessen  Pro- 
jectioncn  auf  die  durch  die  drei  Axen  gcleglen  Ebenen  enthaltenen  cy- 
lindrisch- prismalischen  Rüumc.  Nehmen  wir  nun  an,  die  Projection 
der  Curve  KML  auf  die  Ebene  AOB  sei  durcb  die  Gleichung  r  =  f{if) 
zwischen  den  polaren  Coordinaten  AOS  (p  und  ON  ^  r  bestimmt, 
und  bezeichnen  den  Neigungswinkel  des  Flüc  henelemeuls  gegen 
dieselbe  Ebene  AOB  durch      so  ist  d©  =  oder  da.' wenn 

die  Gletcbung  der  erzengenden  Linie  2=^x(rj,  cos  v  =  !_ ^  ist, 

1  *  +Sis 
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dS  =  rärdq^Y^i  +  £  =  rdrdq>/T+7V^'*  iW»er,  wenn  tlberdies 
der  Halbmesser  des  Quadranten  APB  =  o. 

6  =  /    /r  dr  /  f  +  jj'  (r) » . 
Femer  ist  offenbar  (iS  =    db*  diqp  =  ;f  (r)  r  dir  «Iqp ,  folglich 

Zur  Bfslimmung  des  Elcmcnls  ^/LS  pctuigt  die  Bemerkung,  dass  es 
(las  Pruduct  aus  der  Prujocliün  \  oti  auf  di(!  Ebene  AOC  iu  «/  —  r  sin  7) 
ist.  Bedeutet  nua  v'  die  Neigung  vou  t/3  gegen  diese  Ebene,  oder,  was 
dasselbe,  der  Normale  MIl  «?egen  eine  durch  R  gezogene  Parallele  zur 
y-Axe,  m  findet  man,  auf  dieselhe  Weise  wie  in  Nr.  35,  eos  v'  =  sin^  sinr; 
folglich  ist  die  bezeichnete  Projeclion=rtgj'siny<ir(/9= — r^^n^drdip 
=  —  rx  (r)  sin  q>drdq;  ; 

daher  dS'  =  —  t^x  <fdrd^^ 

folglich  5*  =  —  f^\D?q>dqi  fx  {r]r^dr . 

VW 

Ebenso  ist  das  Element  dS*  das  Prodact  aus  der  Projeclion  von  d&  auf 
die  Ebene  BOC  in  =  f  cos  ^.  Bedeutet  nun  v  die  Neigung  von  d@ 
gegen  diese  Ebene,  oder,  was  dasselbe,  der  Normale  HR  gegen  eme 
durch  R  gezogene  I^oallele  zur  ^Axe,  so  findet  sich  cos  =  cos  9  cos  » ; 
folgUchist  die  bezeichneteProjection=rfgy  cos  9  drdtp  ==:^r^cos  tpdrdip 
= — rx  {r)coB^  drdtp \ 

daher  dS*  =  —  f*x'{^)  cofil*^  ilrdlsp, 

folglich  ^  ^  ^fcoB*^dg>fx'{r)  f»dr. 

Da  nun  alle  diese  Ausdrucke  fUr  S,  nnd  iS*  Integrale  zwischen  den- 
selben Grenzen  sind,  so  erheilt,  dass iS +  —  a<B  sein  wird,  wenn 

X{rj  —  rx'{r]      «/  l  + 
d.  i.  zdr  —  rJ:       d  / </r'^4  ds'. 

Diese  Diflcrentialgleicbuog  bat  bekaantlich  zu  ihrem  completen  inte- 
gral die  Gleichung 

in  der  c  die  willkürliche  Coustanle  bezeichnet,  ausfiwdem  aber  noch  die 
particuiäre  Auflösung 

r»  +  a'  =  ii?. 

Abbudl.  4.  K.  5.  Gm.  4.  Wiueiucb.  I.  $4 
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Hiernach  ist  also  die  Krzotigende  der  Rotationsfläche,  welche  die  in 
Rede  stehende  Eigenschail  hat.  entweder  ein  Kreis,  oder  eine  densel- 
ben berührende  Gerade,  die  unter  einem  beliebigen  Winkel  gegen 
die  Axeo,  auf  die  sich  r  und  %  beziehen,  geneigt  ist  und  für  «  0  in 
eine  Parallele  xar  übergeht.  Die  Rotationsfläche  ist  demnach  ent- 
weder die  Flilcbe  einer  Kugel,  oder  die  eines  geraden  Kegels  oder 
eines  geraden  Gylinders.  Hierdurch  ist  nun  erwiesen,  dass  aus- 
ser diesen  keine  andere  Botatioasflllche  die  vorgedachte 
Eigenschaft  besitzt.  FOr  die  Cylinderflache  wird  5  =  0,  weil 
bei  dieser  r  —  /*(</))  =  a  ist,  mithin  in  dem  Ausdruck  von  S  die  Gren- 
zen des  Intograls  von  %^)t^  zosammenMen. 


44. 

Wir  können  uns  nun  auch  noch  die  allgemeinere  Frage  stellen,  ob 
es  ausser  den  gefundenen  drei  Rolalion&flachen  noch  andere  Flächen 
ührrhaupt  giebt,  die  mit  ihnen  die  mchrerwähnte  Eigenschaft  tbeiJen. 
Hierhci  wird  es  oflenbar  nur  darauf  ankommen ,  zu  untersuchen,  unter 
welchen  Bedingoi^ien  allgemein        dS  «f  dSt  —  ad<B  ist. 

Seien  y,  z  die  rechtwinkligen  Coordinaten  eines  beliebigen  Pank« 
tes  der  gesuchten  Flache,  so  ist,  wenn  v\  v  dieselbe  Bedeutung  ha- 
ben, wie  zuvor, 

dS^scosi^fiS,  tfS'  =  ycosvd@,  dS'sscosr'dS; 
folgUch  da,  wenn  zur  Abkürzung  ^  =  J9 ,  ^  =  g  gesetzt  wird,  bekanntlicli 

cos»  =  -=g  *  cos»  =  y  r!  .  .»  cos /  =  ^  ,      .  j 

und  i&  ==  dxdifyf  1  ^p^-^q», 

dS  =^  zdxdy,    dS"  =  —  qydxdy,    dS"  =  —  pxdx^  , 
Es  wird  demnach  die  obige  Bedingung  immer  eriUllt  werden,  wenn 

lUeser  Differentialgleichung  kommt  ab«*,  wie  zuerst  Lag  ränge  (Jfe« 
num  de  fAcad.  d»  BerH»  1774)  erwiesen  bat,  als  completes  Inte- 
gral* die  Gleichung     

zu,  in  der  e  und  c'  die  beiden  willkürlichen  Constanlen  bedeuten,  aussei^ 
dem  aber  noch  als  particuläre  Auflösung  die  Gleichung 
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Die  letztere  stellt  die  Flache  einer  Kugel  vom  Ilalbmesser  a,  die  erstere 
jede  Ebene  dar«  welche  diese  Kugel  berührt.  Die  Cosinus  der 
Neigungen  dieser  Ebene  gegen  die  ay-,  yz-,  2»^- Ebene  sind  reqp. 
T,.    \    jT,  ^  ~t .  ji%  xr  r!  .  ^*    Denkt  man  sich  nun  c  als  im- 

abhängige  Veränderliche  und  c'  als  eine  beliebige  Function  derselbe 
9>(c),  80  beschreibt,  wenn  c  sich  stetig  ändert,  vorsiehende  Ebene  eine 

krumme  Fläche ,  welche  die  Kugel  in  einer  stetigen  Reihe  von  Punkten 
berührt.    Die  Gleichung  dieser  Flüche  ergiebt  sich  aus  der  der  Ebene 

<i  /  1  -f  c2  +  y  (c)'  ■{-  cx  +  q>{c)y  —  z  =  0 
und  ihre  Dillerculial^ieichung  nach  c 

Sei  s.  B.  ^1+c»  +  c«  =  also  +  =  tg*y  —  j^,  wo  «  oonstant, 
folglich  9>(c)  =:'/i^ — so  ist  die  Gleichung  der  Ebene 

a/ l+j^+cn+y  V   — c» — «  =0, 
ihre  Dilferentialgleichung  nach  e 

x>fi?  —  c*  —  ry  =  0. 
Die  Elimination  von  c  aus  diesen  beiden  Gleichungen  giebt 

Setzt  man  %  —  a =  «'  und  «  ==  cot « ,  wo  a  der  Winkel,  unter 
dem  die  Ebene  gegen  die  x-Axe  geneigt  ist,  so  erhalt  man 

2'  tg  «  =  j*f 

die  Gleichung  des  die  Kugel  berührenden  Rolationskegels. 

Da  der  Durchschnitt  je  zwei  nachstbenachbarter  Lagen  der  vot' 
stehenden  Ebene  eine  die  Kugel  berührende  Gerade  ist,  so  wird  die 
gefundene  Fläche  auch  durcl^rdie  Bew^ng  einer  solchen  Berflhrenden 
erzeugt  Dire  Gleichungen  eriiält  man  durch  successive  Elimination  von 
m  und  y  aus  der  Gleichung  der  Ebene  und  ihrer  Differentialgleichung. 

Hiernach  kommt  nun  also  die  in  Rede  stehende  Eigen- 
schaft Überhaupt  ausser  der  Kugel  allen  krummen  Flachen 
zu,  weiche  durch  Bewegung  einer  die  Kugel  stetig  bertth> 
r enden  Geraden  erzeugt  werden. 

45. 

Auf  ahnh'che  Weise  können  wir  endlich  noch  untersuchen,  ob  die 
in  Nr.  40  filr  den  geraden  Kegel  nachgewiesene  Gleicbting  S'-^S'^S 
noch  Ihr  andere  Flachen  gilt.    Da  nämlich  hier  S  den  zwischen  @  und 
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seiüer  Projeclion  auf  eine  der  n/-EbonL'  parallele  Ebene  eQlhalleuea 
Raum  bezeichnet,  indess  S'  und  S\  ful,i,'lich  auch  dS  und  dS"  ihre  bis- 
herige Bedeutung  behalten,  so  hat  man  nur  in  dS  zdxdij  l'ur  :  zu 
setzen  h  —  z,  wo  h  den  Abstand  der  parallelen  Kheue  ausdruckt,  so 
ymddS'i-dS' =  dS,vteiiü 

k  =  px    qy . 

Dies  ist  die  Dilterentialgleichung  einer  konischeo  Flache,  deren 
Mittelpunkt  der  Punkt  der  z-.\\v  ist.  dessen  Enlferaung  vom  Coordina- 
teoanfoog  =  A.  Die  obige  Eigenschaft  kommt  also  nicht 
bloss  der  Flache  des  geraden  Kegels,  sondern  allen  koni- 
schen Flachen  zu.  Fttr  die  Rotationsflächen  Oberhaupt  ist  bekannt- 
lich /"^+jf"  =  f{z) ;  daher,  wenn  zur  Abkürzung  f{z)  =  »  gesetzt 
wird,  p  —  ^2 ,  'l  -^Vdu-  ^  Substitution  dieser Werlbe  in  die  vor- 
stehende ßedingungsgleichung  giebt 

(« — A)<fti — udz  =  0, 
oder,  wenn  z  —  A  =  2;'  gesetzt  wird, 

i^iu — uda^  =  0, 
woraus,  wenn  c  eine  willkürliche  Constante  bezeichnet,  folgt 

2'  ^  CM  . 

Die  einzige  H ota  t  io ns  11  iicbü,  w i'  K'li  die  obige  K 1  gen^chaft 
besitzt,  wird  also  durch  eine  Gerade  erzeugt,  wciclu;  die  2-Axe  in 
dem  festen  Atistand  h  vom  Cooidniat  jaanfang  schneidet  und  eine  be- 
liebige Neigung  gegen  sie  hat,  ist  also  die  Fläche  des  geraden 
Kegels. 


Anruer-kuag  zu  Nr.  6. 
Oer  gegebene  üt>s^ei>.  lIos  Salzes  setzt  stilLjctiweijjead  voraus,  dass     sowohJ  als 
positive  Werliie  haben,  was  iiiiiuer  stattfindet,  wenn  c  <C  a  —  b  ist.    Mit  Aqsoahma 
dMFalks,  wo«  — tt  — 5,  In  welchem V^/* /a» — ft^wird, 
daher  die  BlUpe«  io  dneo  Knie  vom  HeOMneMeir  ^ «*— 4*  Qbeiieht,  kann  die«  aber 

allgoinein  arif^cnoiurnen  werden.  Denn  wenn  (Fig.  i)  AFt^AC  +  CF'^  a  ist,  SO 
wird  BF  BD  DF  <^  a  ,  es  i>t  also  dann  nur  BD  =  c  zu  setzen.  Der  Beweis 
des  Satzes  gilt  daher  auch  liir  diesen  Fall,  wenn  unter  i  +  c  immer  der  kleinste 
Abstand  des  JUiltelpuukts  F  vom  Umfange  des  Kreises  jüißA  vcrslaDdeu  wird. 


S.  iQi  L.  a  lie»;  über  der  Curve. 
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Der  Diamagnetismns  ist  in  den  wenigeo  Jahren  seit  seiner  Enl- 
deckoog  G^en^nd  vielseitiger  Forsdnugen  gewesep,  welche  nicht 
bIoi>s  zu  einer  Erweiterung  seines  Gebiets,  sondern  auch  zur  Entdeckung 
und  Untersuchung  mehrerer  anderen  neuen  Naturerscheinungen  geführt 
haben.  Das  Interesse  an  diesen  Forschungen  ist  dadurch  immer  mehr 
gewachsen.  Jedoch  bedarf  die  Lehre  vom  Diamagnetismus  noch 
eines  Fundamentalgesetzes,  wenn  sie  der  Lehre  vom  MagneÜBmoSr 
Elektromagnetismus  und  von  der  Magnetelektriciütt,  womit  sie  innigst 
zusammen  zu  hangen  scheint,  gehörig  begrandet  zur  Seile  gestellt  wer- 
den soll.  Auch  zu  diesem  Fundamentalgesetzezu  gelangen,  schien 
nun  gleich  anfongs  eine  Aussicht  dadurch  ertfflhet  zu  sein,  dass  es  Fa- 
rad ay  gelungen  war,  die  beiden  hauptsächlichsten  von  ihm  entdeckten 
Thatsachen,  nttmÜch  die  diamagnetische  Abstossnng  und  die  äqua- 
toriale Stellung  diamagneliscber  Körper  in  der  Nahe  eines  starken 
Magnets ,  unter  einen  sehr  eingehen  und  allgemeinen  Ausdruck  zu  brin^ 
gen,  der,  wenn  er  auch  nicht  selbst  als  Fundamentalgeselz  betrachtet 
>ferden  konnte ,  doch  in  nächster  und  engster  Beziehung  mit  einem  sol- 
chen steh(n  zu  iinissen  schien.  Faraday  führte  nämlich  diese  diama- 
gneliichcii  Wirkungen  auf  die  Gesetze  vorlinderlicher  Magnete 
(Eisenmagnete)  zurück,  iudcni  er  die  \\  ii  kuiigcü  diainagnetischer  Körper 
den  Wirkungen  von  magnetischem  Eisen  verglich,  worin  Nord-  und 
Sudmagnetismus  mit  einander  verfauscht  waren.  Die  hiernach  vorhau- 
deoe  Rolalion  des  Diamagnetismus  zuui  Magneli^ii  ns  bildet  das  von  ihm 
aufgestellte  Gesetz  der  diamagnefi  schon  Polarität. 

Um  keine  l'ngewisslieit  über  den  Sinn  zu  lassen,  welcher  mit  drin 
Worte  magnetische  oder  diamagnc tische  Polarifal  zu  verbin- 
den sei,  möge  hier  sogleich  eine  Erkliirung  desjenigen  binncs.  in  wel- 
chem dieser  Ausdruck  in  folgender  Abhandlung  genommen  wird,  bei- 
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gefügt  wenk'i».  i^l  bckaiuil .  daii.s  Gauj>s  hcwicscu  lial.  (i;i>>  aüi* 
Wirkungen,  die  irgend  ein  Mngnot  oder  ein  Korpci  ,  welcher  ges<.cljluö- 
sene  galvanisrlx'  Ströme  enthüll)  auf  antleru  Ki>rp<M-  ausübt,  auf  Wir- 
kungen /.weitT  ningnelisehen  Fluido  /urüekt'eführt  werden  kuiiiK  ii .  \\t  !- 
clio  auf  seiner  0  h  c  r  f  I  !t  r  !i  e  auf  eine  lio.-vliniinh^  Wrise  Nortlieill  sind, 
Gauss  hat  diese  Verlheilung  die  ideale  Vertlieilung  der  magne- 
tischen Fluida  genannt.  Demnach  soll  nun  in  der  folgenden  . \h- 
iiandlung  unter  mag ne  tischer  oder  din magnetischer  PoiariUt 
eines  Körpers  ein  solcher  Zustand  desselben  verstanden  werden .  wr- 
möge  flesson  er  Wirkuo^n  auf  andere  Körper  ausübt,  welche  so  be- 
schaffen sind,  dass  sie  sammtlich  aus  einer  idealen  VerlheiluDg 
magnetischer  Fluida  erklärt  werden  können. 

In  diesem  Sinne  folgt  also  aus  dem  Gesetze  der  dia magneti- 
schen Polarität»  dass  alle  Wirkungen  eines  diamagnetischen  Kttr* 
pers  sich  aus  einer  idealen  Vertheilnng  der  beiden  magneti- 
sehen  Fluida  auf  seiner  OberflAche  erklaren  lassen.  Da  nun  ans  dem 
Gesetze  der  magnetischen  Polarität  derselbe  Aussprach  sich  für 
magnetische  Körper  ergiebt,  so  folgt,  dass,  wenn  es  in  dem  angegebe- 
nen Sinne  wirklich. eine  diamagnetische  Polarität  giebl, 

diamagnetische  Körper  von  magnetischen  sich  nidil 
wesentlich  durch  ihre  Wirkungen,  sondern  bloss  durch  die 
Art  und  Weise  ihrer  Entstehung  oder  Veränderung  onler- 
scbeiden ; 

denn  vorausgesetzt,  dass  die  von  ihrer  Entstehung  (oder  Veriindeniog} 
abhangige  ideale  Vertlieilung  gegeben  ist,  so  sind  auch  alle  Wir- 
kungen gegeben ,  gleichgültig  oh  es  M  a  g  n  e  t  i  s  m  u  s  oder  G ;» 1  \  a  ü  i*- 
mus  oder  Diamagnelismus  sei,  an  dessen  Stelle  jene  ideale  Ver- 
lheilung gesetzt  worden. 

Soll  nun  aber  das  (icsctz  der  diamagnet  i  .sehen  PolariU*t 
wirklicli  eine  allccnuMno  Geltung  haben,  so  darf  seine  Anwendbarkeit 
nicht  bloss  auf  diejeniLi  n  l'^r sclieiiuinu'on  bcschiiinkl  Iticihen.  welche 
Faraday  zuerst  entdeckt  liaiic.  diu  uamlich  auf  der  Wcc  hsciwirkuns: 
des  diamagnelischen  Körpers  mit  demjenigen  Magnet,  dureii  dessen  Ein- 
fluss  er  diamagnetisch  geworden  war ,  berulien ,  sondern  sie  uiuss  <iuf 
alle  Arten  von  Erscheinungen  erstreckt  werden  können ,  die  ein  Körper 
durch  eine  bestimmte  Vertheilung  seiner  magnetiselien  Fluidu  hervor- 
bringen kann,  wenn  er  auf  andere  Körper  wirkt.   Aile  diese  verscbie- 
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deneo  Arten  von  Erscbeiuungcn  werden  eiDgethcill  in  roin  magneti' 
sehe,  eleklromagnetische  und  magnetelcktrische.  Es  war 
daher  von  besonderem  Interesse,  das  wirkliche  Vorhandensein  dieser 
verschiedenen  Wirkungsarten  ihatsächlich  festzustellen.  Die 
zweite  Wirkung  würde  nttmlich,  wenn  sie  bei  diamagnetischen  Kör- 
pern  wirklich  vorhanden  wäre,  den  Fundamental  versuch  des  Etektro- 
diamagnetismns,  die  dritte  den  FundanientalveFsuch  derDiama- 
gnetelektricitat  (oder  der  dianiagoetiscben  Indnction  elektrischer 
Strome)  geben.  Fanden  dagegen  nicht  alle  diese  Wirkungen  statt,  so 
biesse  das  so  viel,  als  das  Gesetz  der  diamagnetischen  Polarität 
wäre  nicht  allgemein  gullig,  wodurch  es  seine* ganze  Wichtigkeit  und 
Bedeutung  in  theoretischer  Beziehung  verlöre. 

lieber  den  Thatbestand  dieser  verschiedenen  Wirkung^^arten  dia- 
roagneüscher  Körper  stimmen  nnn  die  von  verschiedenen  Beobachtern 
gefundenen  Besnltate  nOch  nicht  mit  einander  Uberein,  was  leicht  er- 
klärlich ist,  wenn  man  bedenkt,  wie  schwach  nolhwendiger  Weise  na- 
mentlich die  letzteren  Arten  von  Wirkungen  sein  müssen,  und  wie  leicht 
es  daliL'r  geschch<*n  kann  .  dass  es  nicht  allen  Beobachleni  sie  darzu- 
stellcn  gelingt,  '/niual  wenn  sio  nicht  allo  i:;an/.  i:I('i(  lio  Instriinionte  ge- 
brauchiMi.  Namonllicli  ist  es  !' a  l  a  d  a  y  nit  lil  .L.'('hinyen  ,  sich  \  on  dem 
VorhandtMiscin  der  Ici/icii  iiKincitemlen  i  Wirkim.L:  (hamagnetischer  Kör- 
pci  711  ubci  Züugc'ii ,  uiigeaelitet  er  auf  <lie  WiedtMhohin!?  der  dariJiber 
gemachten  Versuche  izresse  Molio  und  Sorufall  verwendet  hat. 

Wie  schwach  ziiin  Ueispit^I  die  \Virknni;en  eines  diaaiafj;nelisrheij 
Körpers  aut Cini*  Uoussole  sein  nuisscn.  leuchtet  daraus  ein,  dass  selbst 
die  von  starken  Elektromagneten  auf  einen  von  ihnen  diamagnetisirten 
Körper  auch  in  kleiner  Kntfernung  nuspetlbfen  Krflfte  sehr  schwach  sind, 
obgleich  sie  den  grossen  Krtiften  der  ElekliDinagnete  proportional  sind. 
Betrachtet  man  nun  aber,  statt  der  Wen  hselwii knng  eines  in  gegebener 
Weise  diamagnetisirten  Körpers  mit  so  kralhoilen  Elektromagneten,  die 
Wechselwirkung  (h'sselben  diamagnelischcn  Körpers  mit  einer  schwa- 
chen Uoussole ,  so  leuchtet  ein ,  dass  aus  dieser  letzteren  Wechselwir- 
kung bei  gleichem  Abstände  eine  Kraft  hervorgeht,  welche  in  dem  Ver- 
hältnisse der  magnetischen  Kraft  jener  Elektromagnele  zu  der  dieser 
Bonssole  noch  kleiner  ist  als  die  aus  der  ersten  Wechselwirkung  ent-  • 
spningene  Kraft,  die  selbst  schon  sehr  klein  war. 

Unter  diesen  Verhältnissen ,  wo  man  a  priori  übersehen  kann,  dass 
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die  fraj^'lichen  Wirkungen ,  wenn  sie  vorhanden  sind ,  ausserordentlich 
sclivvaf  h  sein  müssen,  bedarf  es  besonderer  Vorkehrungen,  um  sie  von 
andera  kleinen  Wirkungen  genaa  za  anlerscheiden  und  zu  einem  siche- 
ren Resultate  Uber  ihr  Dasein  zu  gelangen.  K<;  reicht  nicht  hin,  dass 
man  die  Beobachtungsmitlei  zu  scharfen  und  zu  verfeinern  sucht ,  ^^n- 
dern  man  rauss  sich  auch  von  der  vs  it  klirh  erreichten  Schärfe  und  Fein- 
heit dieser  Mittel,  und  von  der  Stärke  der  fraglichen  Wirkungen,  weiche 
damit  beobachtet  werden  sollen,  nttheroKenntniss  zu  verschaffen  sacheo. 
um  darüber  gewiss  zu  werden,  dass  das  Beobachtete  dem  Gesuch- 
ten wirklich  entspricht,  —  kurz,  die  Beobachtung  so  schwacher  Wir- 
kungen bedarf,  um  zu  sicheren  Resultaten  zu  fuhren,  der  quantitili- 
ven  Gontrole,  an  der  es  bisher  gänzlich  gefehlt  hat  Namentlich  kam 
die  Flage  Uber  das  Vorhandensein  oder  Nichtvorbandensein  einer  dla- 
magnetischen  Indaction  elektrischer  Strome,  um  die  es  sich 
vorzOglich  bandelt,  auf  dem  Wege  des  Versuchs  nur  dann  sicher  est* 
schieden  werden,  wenn  die  St&rke  des  Stroms,  wdcher  diamagne- 
tisch  indacirt  werden  mflssle,  d.  i.  der  Gegenstand,  um  den  es  sic^  hao- 
delt,  einigermaassen  ihrer  GiOsse  nach  vorausbestimiAt  ist,  weil  nur  hier- 
nach die  Mittel  bemessen  werden  können,  welche  zur  Prüfung  nothwea- 
dig  sind  mid  genügen. 

Um  nun  aber  zu  einer  solchen  quantitativen  Controle  der 
Beobachtungen  zu  gelangen,  mu.ss  diejenige  üetrachtung,  welche  auf 
die  Vcrmulhung  einer  d  la ju  ag  nelischen  Induction  elektrischer 
Ströme  geführt  hat,  genauer  verfnlgt  werden.  Nach  dieser  Betrach- 
tung wird  nämlich  angenommen,  duss  iiDe  Wirkungen  eines  tliamiigncli- 
schcn  Körpers  aus  einer  bestimmten  Verthciliin"  der  beiden  niai^neli- 
schen  Fluida  auf  seiner  OberflJiche  erklürl  wtnien  künnen ,  und  dass 
umgekehrt  ein  diaiiiagnetischcr  Kürper  alle  Wirkungen  der  so  vertheil- 
ten magnetischen  Muida  ausübe.  Ilierniis  folgt  nun,  das  jedem  diama- 
gnetischen Körper  ein  bestiinnili's  magnetisches  Moment  müsse  bei- 
gelegt, und  dass  jede  Art  von  diamaguetischer  Wirkung  mtlssc  benutit 
werden  können,  um  dieses  magnetische  Moment  seiner  Grösse  nach  zu 
bestimmen ,  und  dass  sich  daraus  wieder  alle  andern  Arten  von  diama- 
gnetischen Wirkungen  ihrer  Grösse  nach  entweder  genau  oder  wenigstens 
naherungsweise  mttssen  vorausbestimmen  lassen.  Es  würde  also  durch 
diese  Betrachtung,  wenn  sie  richtig  ist,  der  Weg  gebahnt  sein,  von  be- 
kannten diamagnetischen  Erscheinungen  auf  unbekannte  zu  schliessea 
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und  dieselben  ihrer  Grösse  nach  voranszuhosfiminen ,  so  dass  jeder 
Versuch,  welcher  die  dadurch  bedingte  Feinheit  nicht  besitzt,  sogleich 
im  Voraus  verworfen  werden  kann ;  jeder  Versuch  dagegen,  welcher  bei 
solcher  Feinheit  doch  kein  Resultat,  oder  ein  ganz  verschiedenes,  ergäbe, 
zur  Widerlegung  der  gaozeo  Betrachtung  genügen  wUrde.  Eine  gründ- 
liche Entscheidung  ist  nur  auf  diesem  Wege  möglich. 

Diesen  Weg  habe  ich  nun  in  der  folgenden  Untersuchung  einzu- 
schlagen versucht  und  glaube  so  weit  gelangt  zu  sein,  dass  die  dadorch 
gewonnenen  Resultate  keinem  Zweifel  unterliegen,  wenn  auch  zu  wün- 
schen bleibt,  dass  die  qoanUtaliTen  Bestimmongen  kdnfltig  noch  grössere 
Prttciaion  erlangen.  Wflre  mir  ein  reicheres  Material  vergönnt  g^esen» 
so  wtirde  ich  meine  Beobachtongsmitlel  leicht  bedeutend  haben  verstUi^ 
ken  und  dadurch  den  quantitativen  Bestimmungen  schon  jetet  einen  hö- 
heren Grad  von  Prttcision  verschaffen  können,  welcher  in  jeder  Bezie- 
hung wttnschenswerth  bleibt,  auch  wenn  das  Hanptresoltat  hinreichend 
festgestellt  erscheint 

Elektrodimua^aetismus  und  Messimg*  des  JHomeuts  eines 

Elektrodiamagnets. 

Wie  Bisenmagnete  in  gewöhnliche  (deren  Magnetismus  vom  Ein- 
fluss  anderer  Magnete  herrttbrt)  und  in  Elektromagnete  eingctheilt 
werden,  ebenso  können  auch  Diamagnete  in  gewöhnliche  (deren  Dia- 
raagnclisniiis  von  magnetischem  Einfluss  herrtihrlj  und  in  Eleklrodia- 
magnete  eiiigelheilt  werden.  Nur  ist  zwischen  Elektromagneten 
urui  E  lek  trodiamagneten  dann  ein  grosser  für  die  Beobachtung 
wichtiger  Unterschied,  dass  wenn  man  gleiche  galvanische  Ströme  um 
einfn  Kisenstab  und  einen  W  smuthstab  herumführt,  das  Eisen  magne- 
lisclie  krafte  in  die  Feme  juimiIiI,  gegen  welche  die  Krltfte  des  gaKani- 
schen  Stroms  \]^^\  verschwinden,  wahrend  die  vomWismutfj  ausgciiht!  n 
diainai^'nctisclien  krafte  gegen  die  des  galvanische  n  Stroms  verschwm- 
den.  Hierin  liegt  der  Grund,  dass  das  Vorhandensein  dos  Elek- 
trodiamagnetismus  schwer  nachzuweisen  ist.  Diese  Schwierigkeit 
kann  aber  überwunden  werden  an^  es  ergiebt  sich  dann  sogar,  dass  die 
Kraft  eines  Elektrodiamagnets  sich  zu  wirklichen  Maassbeslimmun- 
gen  weit  besser  eignet  als  die  eines  gewöhnlichen  Diamagnets.  Doch 
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bo(l;nl  ('S  einer  besonderen  Einricliluiig,  um  rein«'  Wirkuiiijon  eiuer 
solrluMi  eh^ktrodiamagnelischcn  Krafl  darzustellen  und  den  Einlluss  des 
i^nlv.misrlieii  Stroms  dabei  pnnz  zu  be.-eitig(Mi.  leb  will  liier  nun  znorst 
die  Kinrichtuug  beschreiben,  milder  ich  die  reine;  Wirkiinu;  eines 
El  ek  t  rodia  ma  n  e  I  s  darsreslelll  und  die  Grösse  seioer  Krall  mit  der 
eines  Elcktromagncts  veri^'liehon  habe ;  s o dann  werde  Jcli  die  Re- 
sultate der  damit  gemaciitea  Versuche  folgen  lassen. 

* 

2. 

Elektrodiamagoetisclier  HewBp]HirBt. 

Es  sollte  die  Wirkung  beobachtet  werden ,,  welche  ein  Elektro* 
diamagnet  auf  eine  in  einiger  Enlfernung  davon  aufgestellte  Magnet- 
nadel ausübt.  Es  ist  schon  oben  bemerkt  worden,  wie  klein  die  Wir- 
kung sei»  welche  man  von  der  von  einem  diamagnetischen  Körper  aitf 
eine  gewöhnliche  Magnetnadel  aasgeübten  Kraft  zu  erwarten  habe«  mDal 
wenn  diese  Nadel  vom  Diamagnete  einige  Zoll  entfernt  ist.  Je  kleiner 
die  zu  erwartende  Wirkung  war,  desto  feinere  Methoden  der  Beobach- 
tung mussten  gebraucht  werden.  Es  wurde  daher  ein  kleines  Magnelo- 
meter  angewendet,  dessen  Nadel  100  Millimeter  lang  und  mit  Spiegel 
versehen  war,  um  nach  der  Gauss^schen  Methode  mit  Fernrohr  nod 
Skala  beobachtet  zu  werden.  Es  liessen  sich  damit  Ablenkungen  der 
Nadel  von  einzelnen  Bogenminuten  genau  messen.  Die  Empfindlichkeit 
einer  solchen  Nadel  httngl,  wie  bekannt,  von  der  Grösse  der  horizonta- 
len Richtkraft  ab,  die  d^  Erdmagnetismus  auf  sie  austtbt.  Die  Scbwin- 
gungsdaner  der  Nadel  betrug  bei  ungeschwttchter  Richtkraft  des  Erd* 
magnetismus  7,687  Secunden;  nun  wurde  aber  diese  Kichtkraft,  um  «fie 
EmpGndlichkeit  zu  sfeigem,  so  vermindert,  dass  die  Schwingungsdaaer 
auf  1 8,43  Secunden  wuchs,  was  auf  sehr  einfache  Weise  durdi  einen 
starken  Magncistab  Fig. 2  SA'  bewirkt  wurde,  welcher,  mit  verkehrte» 
Polen,  iu  der  Kichtung  der  Nadel  iVS  in  angeniesscner  Entfernung  fest 
aufgestellt  wurde.  Durch  eine  kleine  \  errüokung  dieses  Magnel.sUil)eä 
konule  die  Eni[)rindlielikeit  der  Xndel  ganz  beliebig  regulirl  werden: 
doch  \vir<}  thirch  zu  grosse  EmpInniiichkcMt  (he  I'rüci^siun  der  Beobach- 
tung leicht  gefährdet.  Ausserdem  ergab  sich,  da.ss  der  oben  angege- 
beue  Grad  der  Empfindlichkeit  genügte.  Uebrigens  war  die  Nadel  mit 
einem  kupfernen  Dampfer  versehen,  welcher  eine  Abnahme  der  Schwiu- 
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guDgsbCigcn  in  dem  Yerhaltoisse  von  3:2  bewirkte,  oder  genauer  das 
dectemenbm  iogantiumcum  war 

=  0,17887. 

Von  dieser  Beschreibung  des  magnetischen  Messapparats  geben  wir 
zur  Darstellung  des  Elektro diaHiagneis  selbst  und  seiner  Aufstel- 
long  Uber.  Der  Elektrodiamagnet  bestand  erstens  aus  zwei  gleichen 
Wismuthcylindem,  92 Millimeter  lang,  16  Millimeter  dick,  beide  zusam- 
men 343500  Milligramm  schwer,  welche,  wie  Fig.  i.  aa  darstellt,  in 

I 


a 
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verlicaler  Sfclltinj?  und  100  Millimeter  Ahstiiiul  fcsl  mil  einander  verbun- 
den waren  und  durch  eine  einfache  Hebclvoniolitung  höher  oder  liefer 

gestellt  werden  konnten;  zweitens  aus  zwei 
spiralförmig  aufgewundenen  kupfernen  Lei- 
tungsdrilli  ton .  Jede  dieser  Spiralen  war  490  Mil- 
limeter laD|$,  hatte  i  7  Millimeter  inneren  Durch- 
mes.<;er  und  bestand  aus  4  Lagen,  jede  Lage 
aus  1 46  Umwindungen.  Sie  waren  vertical  wie 
Säulen,  1 00  Millimeter  von  einander,  auf  eioeoi 
Statife  befestigt  und  ihre  Drahte  so  mit  einan* 
der  verbanden,  dass  ein  Strom .  welcher  voo 
der  einen  zur  andern  ging,  sie  in  enlgegenge^ 
selztem  Smne  dtircfalief.  Beide  Wismutbcylin- 
der  konnten  zugiletch  in  diese  beiden  Spiralen 
herabgelassen  werden  und  wurden  dann  durch 
den  galvanischen  Strom  in  Elektrodiama- 
gnete  verwandelt,  deren  einer  seinen  Nordpol 
nach  oben,  der  andere  nadi  imten  kehrte.  Zur 
{'i^^]DarsteIlung  des  Stroms  dienten  6  Grove'sche 
'  ''  Becher. 

Diese  beiden  Spiralen  wurden  nun  so  auf- 
gestellt, dass  eme  durch  die  Nadel  gelegte  Ho- 
rizonlalcbcne  sie  halbirte;  das  Sudende  N  der 
Nadel  scliweblosenaii  in  der  Milte  zvMsclien  in 
den  Spiralen.  1  i^.  ii  ötcllulic  .gegenseitige  La^e 
der  Nadel  XS  und  der  beiden  Spiralen  um  aa 
im  hfu  izontaien  Dnrciiachnide  dar.  Die  beiden 
\V  i.sniullicj  linder  wurden  entweder  in  den  Spi- 
ralen so  tief  herabgesenkt,  dass  ihr  oberes  Ende 
bis  zum  Niveau  iler  Nadel  herauf,  oder  sie 
wurden  so  hoch  i;ehobcn,  dass  ihr  unleres 
Ende  bis  zum  Niveau  der  Nadel  herabreichte. 

Die  Gründe  dieser  Einrichtung  sind  fol- 
gende. Es  kam  erstens  darauf  an,  dass 
der  galvanische  Strom,  welcher  durch  beide 
Spiralen  ging,  gar  keine  Wirkung  unmittelbar 

Jß^^  auf  die  Nadel  ausabte,  trotz  seiner  SlArke 

Rg,  s. 
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und  Nahe  und  trotz  der  EmpGndlichkeit  der  Nadel.  Durch  die  sym- 
metrische Stellung  der  beiden  Spiralen  halb  Uljer  halb  unter  der  Ho- 
lizontnlcbcnG  der  Nadel  wurde  die  AbleDkoDg  aufgehoben;  durch  die 
gleiche  Entfernung  der  beiden  Spiralen  von  der  Nadel  und  durch  die 
entgegengesetzte  Richtung  ihres  Stromes  wurde  auch  die  senkrechte 
Kraft  aufgehoben,  welche  sonst  die  Nadel  in  verticale  Schwankung  setzen 
würde.  Da  aber  eine  vollkommene  Symmetrie  dieser  Verhältnisse  prak- 
tisch nicht  erreichbar  ist,  so  bedurfte  es  doch  einet'  besondem  Einrieb' 
tung,  um  die  noyermeidlicbeQ  kleinen  Abweichungen  zu  oompensiren. 
Dazu  diente  ein  dritter  Leitungsdraht,  welcher  in  18  Windungen  um 
einen  ieckigen  Rahmen  Jf  gewunden  war  und  in  die  Kette  eingeschaltet 
wurde.  Dieser  Kähmen  war  S44  Millimeter  lang,  i  46  Millimeter  hoch 
und  wurde  vertical  In  der  Ebene  der  Nadel  aufgestellt.  Derselbe  Strom, 
welcher  durch  die  beiden  Spiralen  ging,  tlbte,  indem  er  auch  diesen 
dritten  Draht  durchlief,  ein  Drehungsmoment  auf  die  Nadel  aus,  welches 
durch  Näherung  oder  Entfernung  des  Rahmens  leicbt  vergrOssert  oder 
verkleinert  werden  konnte,  bis  die  beabsichtigte  Compensation  vollkom- 
men erreicht  war. 

Zweitens  kam  es  darauf  an,  dass  die  beiden  Wismuthcylindo* 
abwechselnd  in  die  untere  Stellung,  wo  ihre  oberen  Enden  siäriker 
auf  die  Nadel  wirkten,  und  in  die  obere  Stellung,  wo  iliro  unteren 
Enden  sUirker  wirkten,  i,'ebracht  werden  konnten,  ohne  dass  liie 
Stinke  ihres  Diauiagn  et  isnius  sich  änderte  und  oliiie  duiss 
durch  diese  Bewei^nnii  im  Wi.  uiutli  als  Leiter  ein  Strom 
inducirt  wurde.  Hierbei  trat  nun  der  Vorzug  des  Eleklrodia- 
magnels  vor  einem  gewöhnlichen  hervor.  Denn  der  gewöhn- 
liche, durch  die  Nülie  eines  Magnetpols  hervorgebrachte,  Dianiagnetis- 
raus  Ündeit  sich  mit  jetler  ^>r^i(ckung  seines  Trägers  und  zugleich  wer- 
den dabei  in  diesem  Triifjer,  wenn  er  ein  Leiter  ist,  stets  Ströme  indu- 
cirt. Ganz  anders  verhalt  es  sich  nnt  einem  Elek  tro  dianiagne  le, 
wo  der  dia magnetische  Wismnthcylinder  von  allen  Seiten  von  der  i;al- 
vanischen  Spirale  umschlossen  ist.  Ist  diese  Spirale  gleichförmig  ge- 
wunden und  so  lang,  dass  der  Wismuthcylinder  stets  .von  den  Enden 
der  Spirale  entfernt  bleibt,  so  ergiebt  sich  die  elektromagnetische  Kraft 
der  Spirale  für  alle  Theile  des  Raumes,  in  denen  der  Wismuthcylinder 
sich  befindet,  nach  bekannten  elektromagnetischen  Gesetzen,  nahe  con- 
stant,  und  der  Wismuthcylinder  kann  also  in  dem  mittleren  Räume  der 
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Spirale  hin  und  her  goscbobon  werden ,  ohne  dass  sein  Diamapelismus 
verändert,  und  oiioe  dass  galvanische  Ströme  '\u  demselben  als  Leiter 
inducirt  werden.  Dazu  kommt  noch,  dass  die  ganze  Wismuthmassc 
dario  gleichmUssig  diamagnetisirt  wird,  welches  bei  der  gewöhnli- 
chen, darch  die  Nahe  eines  Magnetpols  hervorgebrachten  Diamagneti- 
sinmg  nicht  der  Fall  ist,  weil  hier  diejenigen  Theile,  welche  dem  Pole 
am  nttcbsten  liegen,  weit  starker  werden,  als  die  entfernteren,  ein  Cm- 
sland,  welcher  alle  Maassbestimmungen  verhindert. 

Fand  nun  bei  der  beschriebenen  Aufhebung  kein  directer  Einfluss 
des  Stroms  auf  die  Nadel  statt,  und  wurde  in  den  Wismuthcylindein  als 
Leitern  bei  Ihrer  Auf*  und  Abschiebung  kein  Strom  inducirt,  so  mussle 
die  Ablenkung  der  Nadel,  welche  beobachtet  wurde,  als  eine  reine  Vfk- 
knng  der  diamagnetischen  Kraft  der  Wismuthstabe  betrachtet  we^ 
den,  und  diese  Ablenkung  musste  nach  dem  Gesetze  der  diamagne- 
tischen  Polarität  positiv  oder  negativ  sein,  je  nachdem  die  W)8> 
muthstabe  ihre  untere  oder  obere  Stellung  in  den  Drahtspiraleo 
erhielten/  -  Bs  orgiebt  sich  daraus  der  Air  die  schärfere  Beobaehtung 
günstige  Umstand,  dass  sich  diese  Ablenkung  durch  Mu Itiplication 
verstJirkon  iMsst,  indem  man  die  SfoIInni;  der  VVismuthstSbe  immei  m 
dein  Augt'iii)|jclvc  wechselt,  wo  die  .Nuiit  1  d.is  Emhi  ilires  Schwingungs- 
bügens erreicht,  so  lange,  bis  endlicli  durch  die  Wirkung  des  Dampfers, 
womit  die  Nadol  Ncrsolion  ist,  ihr  Schwingungsbogen  während  jeder 
Scliwiiif-Ming  um  eben  ao  viel  abnimmt,  als  er  dincli  die  diamagnofisehc 
Wirkung  diM' WismnlhstUbe  zunimmt.  Der  zimoiiurige  (i  rc  nz  Nvcrili 
iHssl  sich  ;uis  allen  nach  einander  beobacliteten  Schwingungsbu^'eii  mit 
grosser  Schärte  berechnen  und  kann  bei  bekannter  Üämplung  als  .Maji^-! 
der  Starke  des  fileklrodiamagnetismas  der  Wisrauthsläbe 
dienen. 

Setzt  man  alsdann  für  die  Wismuthstabe  einen  Kisenc  v linder 
von  gleicher  Lange  und  wiederholt  damit  die  nümlichen  Versuche,  so 
gelangt  man  zu  einer  Ycrgleichung  der  Starke  eines  Elektro- 
diamagnets  mit  der  eines  E Icklromagnets.  Nur  leuchtet  ein. 
dass  man  bei  der  grossen  Empfindlichkeit  des  Apparats  die  Wirkung  des 
Elektromagnets  dadurch  mißlichst  schwachen  moss,  dass  man  eiaen 
sehr  dünnen  Eisenstab  gebraucht.  Bei  den  folgenden  Vei-suchen  war 
der  Eisenslab  so  dUnn,  dass  sein  Gewicht  nur  den  59200sten  Theil  vod 
dem  Gewichte  der  beiden  Wismuthstabe  betrug,  und  auch  dann  ergab 
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sich  seine  Wirkung  noch  viel  stärker,  ab  die  der  J^eideu  Wismulbstäbe 
zusammen. 

Endlich  kam  es  drittens  bei  diesen  Versuchen  haiipfsächlich  noch 
darauf  an,  die  Richtung  der  Ablenkung  für  jede  Stellung  derWismuth- 
Btttbe  zu  l>estiiiiiDen  und  mit  der  Ricblung  zu  vergleichen ,  vs  rlclin^  die 
Ablenkung  bei  j^Ieicher  Stellung  des  Eisenstilbchens  hatte.  Es  wurde 
daher  die  Stellung  der  Stühe  für  jede  Schwiagungsdaucr  bei  den  Beob' 
achtubgeii  bemerkt.  Es  ei^ab  sich  stets,  wie  die  folgenden  Versacfae 
zeigen,  dass  die  Ablenkung  der  Nadel,  bei  gleicher  Stellung  der  Wis- 
muth«  und  Eisenstabe,  in  entgegengesetzter  Richtung  erfolgte, 
dbss  also,  wie  für  gewohnliche  Diamagnete  aus  anderen  Wirioui' 
gen  schon  bekannt  ist,  auch  bei  Elektrodiamagneten  das  nördliche 
und  sadliche  magnetische  Fluid  um  unter  gleichen  StromverhBltnissen, 
auf  entgegengesetzte  Weise  wie  bei  Elektromagneten  ver- 
theilt  gedacht  werdeb  muss,  was  eben  durch  diese  Versuche  bewiesen 
werden  soljte. 

Verauehe  tiod  Messungen. 

Die  mit  dem  beschriebenen  Apparate  angestellten  Versuche  und 
Messungen  sind  von  verschiedeoen  Beobachtern  gemacht  worden,  um 
die  riir^iclicilicit  zu  bi^stitigen,  der  bei  so  schwachen  Wirkungen  ein 
einzelner  Beobachter  leichter  ansges(Mzl  erscheinen  könnte.  Ausser  mir 
haben  fplgende  Herren  die  Gute  gehabt,  dieselben  Messungen  an  ver* 
schiedenen Tagen  zu  wiederholen,  nämlich  Professor  Listing,  Professor 
Sartorius  von  Waltershausen,  Dr.  von  Quintus  Icilius  und 
Dp.  Riemann.  Ich  werde  beispielsweise  statt  des  Protocolls  meiner 
eigenen  Messungen  das  Protocoll  der  von  Herrn  Professor  Listing  sehr 
soi^Itig  gemachten  Messungen  hier  vollständig  miltheilen ,  indem  idi 
nur  bemeiice,  dass  die  meinigen  sowohl  wie  alle  anderen  sttmmUicb 
damit  nahe  übereinstimmen. 
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Güttiogeu  1851.    Juni  21. 
Beobachler :  Herr  Professor  IJsling. 
Galvaaiächer  Strom  von  6  Grove'schea  Platin-Ziakbechero. 


I.  Versuche  mit  den  beiden  Wismuthstabeii. 


Nr. 
der 
Schwhi- 

stand  der' 

Stellung 

Nadel  am 

Ruhestand 

Schwingung»- 

der 

Anfnnon  nHop 

der 

WfVff^n  dnr 

Stäbe. 

Endo  jc«ler 

Nadel. 

Nadel. 

Schwingung. 

1 

1 . 

I 

500,0 

467,0 

487,6 

—  40,0 

2. 

unt(Mi 

513.9 

488.3 

—  50,4 

3. 

oben 

459,9 

488,3 

—  56,3 

4. 

UDlCU 

518.5 

489,2 

—  58,5 

5. 

oben 

400.0  • 

487.3 

—  55,2 

6. 

unten 

512,0 

489,3 

—  46.5 

7. 

oben 

471,1 

484,9  • 

+  29,7 

8. 

oben 

489,7 

487,3 

+  7,0 

9. 

unten 

494.2 

489,3 

—  8,9 

10. 

oben 

480,9 

488.9 

—  15.6 

ii. 

unten 

498,9 

482.7 

—  30,0 

12. 

oben 

457,0 

483,1 

—  50,4 

13. 

untrn 

516,0 

487,2 

—  57,8 

14. 

oben 

459,3 

484,^ 

—  50.9 

15. 

unten 

504,4 

487,6 

+  3ö,6 

16. 

unten 

478,3 

483,1 

+  12,4 

47. 

oben 

470.9 

485,6 

—  U,7 

18. 

unten 

504,9 

485,7 

—  36.6 

19 

oben 

459,6 

480,6 

~  42. G 

20. 

unten 

499.4 

479.6 

39,6 

21. 

oben 

460,1 

484,1 

—  4r).(i 

22. 

unten 

513,9 

488,2 

—  51,7 

23. 

oben 

464,2 

486,8 

45,9 

2i. 

unten 

506.2 

480,0 

—  .",0,6 

25. 

oben 

446,9 

474,1 

—  55,2 

26. 

unten 

498,0 

476,4 

+  44,5 

27. 

unten 

460,0 

465,6 

+  15,5 

28. 

oben 

453,1 

462,5 

—  16,8 

29. 

unten 

479.8 

464.6 

—  29,8 

30. 

oben 

446,9 

467,8 

—  40,3 

31 

unten 

49i,6 

471,8 

—  46.0 

32. 

oben 

450,4 

471,3 

—  42,2 

33. 

unten 

490,5 

468,2 

—  44,0 

34. 

oben 

442,0 

IMSBISOIfOBBl  Oin  DUüAGHBTISIIIIS. 


2.  Yersoche  mit  einem  Eisenstäbchen. 

Um  bei  der  Empfindlichkeit  der  Nadel  die  Wirkung  des  Eisens  zu 
vermindern,  wurde  nur  ein  einfaches  Stäbchen  gebraucht  und  damit 
zwei  Versuclisreihen  gemacht,  wobei  das  Stäbchen  erst  in  der  einen, 
dann  in  der  andern  Spirale  auf-  und  abgeschoben  wurde.  Das  Eisen- 
stftbchen  wog,  hei  gleicher  Länge  mit  den  WismuUistäben,  nur  5,8  Miili- 
granuD,  d.  i.  59200  flfal  weniger  als  die  beiden  Wismnthstabe  zusammen. 
Dennoch  war  dieWirlamg  so  stark,  dass  die  Ablenkong  nnr  ohne  Mul- 
tiplication  einfiich  gemessen  werden  konnte. 


Erste  Reibe.  ' 

Nr. 

MtMmg 

des  Eisftn- 
släbcbens. 

EiongaUon«Q 
d«rNadd. 

Ruhestand  der 
N»lM. 

Mlttal. 

1. 

unten 

428,1 
215.2 
3623 
261,0 

300.4 

303.8 

301,7 
• 

302,0 

2. 

oben 

451.2 
652,0 
515,0 
609,9 
544,4 

671,7  • 
569,8 
571,9 
570.6 

571,0 

435,5 
206^7 

298,2 
301,5 
298,6 
304,0 

3. 

unten 

364,7 
254.6 

336,9 

300,6 

4. 

oben 

503,2 
598.0 
536.9 

öG0,1 

ÖG1,3 
• 

560,7 
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Zweit«  Reibe. 

Nr. 

des  Bisea- 

Stäbchens. 

Elongationen 
der  Nadel. 

Ruhesland  der 
Nadel. 

MilleL 

oben 

•J  J  V .  U 
.■190.  ä 

o4ü,;i 

563,9 
'  565,8 

564,9 

• 

2. 

liolea 

227.4 

275.4 
357,9 

323,2 
320,1 
324,9 

322,7 

3. 

obeo 

450,9 

OD  1  ,o 

525  3 
600,0 

577,4 
579.9 
570J  • 

575,8 

4. 

UQtea 

217.8 
392.2 
270,0 
349,4 

322,4 
318,9 
3n,6 

319,6 

&. 

oben 

439,7 
638,8' 
495,8 
595,0 

559,2 

553,0 
555,3 

555,8 

Es  ist  hierbei  noch  zu  bemerken ,  dass  die  IntensiUil  des  von  G  Grove'- 
schen  Bechern  hervorgebrachten  Stromes  mit  einer  Tangentcnboussole. 
deren  Ring  21 1  Milhmetcr  Durehmesser  hatte,  geinosscn  wurde.  Der 
Strom  lenkte  die  Boussnlc  inn  2H0  ü  ab,  wonach  die  Intensität  des 
Stroms  (den  hunzonlaien  Theil  der  erduiagaetischen  Kraft  =  4,8  ge- 
setzt) gefunden  wird 

=  405.5,^  .lang  28«  2<'  =  46.31. 

e 
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4. 

Bereehoung  der  Venacbe. 

In  der  Tafel  der  mit  den  beiden  Wi  sin u th  sl  Ji  be n  gemachten 
Versuche  sind  die  NndelstUnde ,  wie  sie  ;uu  Anr;inf:e  und  VauIq  jeder 
Schwingung  beobachtet  worden  sind,  in  der  dritten  Culumne  ange- 
geben. Aus  je  drei  von  diesen  unmittelbar  beobachteten  NadelslHnden 
sind  in  der  vierten  und  fünften  Columne  der  entsprecheode  Ruhe- 
Stand  und  Schwingungsbogea  mit  Mcksicht  auf  die  Dämpfung  berech- 
nof,  Kin  positives  Vorzeichen  vor  dem  Schwingungsbogeo  bedeutet, 
dass  die  Nadel  bei  der  oberen  Stellung  der  WismuthBtabe  von  klei- 
neren auf  grössere,  oder  bei  der  nnteren  Stellung  von  grosseren 
auf  kleinere  Skalentheile  ging;  das  Umgekehrte  gilt  Air  das  negative 
Vorzeichen.  Nachdem  die  Stellung  der  Wisnrathstabe  mehrmals  regel- 
mflssig  am  Ende  jeder  Schwingung  gewechselt  worden  war  und  der 
Schwingungsbogen  seinen  Grenz werth  fast  erreicht  hatte,  wurde  eine, 
Unterbrechung  dadurch  hervorgebracht,  dass  die  Sltllong  der  Wismuth- 
stftbe  wahrend  zweier  Schwingungen  unverändert  gelassen,  darauf  aber 
wieder  Tegebnasslg  gewechselt  wurde.  Der  negative  Schwingungs- 
bogen wurde  dadurch  in  einen  positiven  verwandelt,  der  aber  schnell  « 
bis  auf  Null  abnahm  und  sehr  bald  wieder  in  einen  negativen  Uber- 
ging, w  odurch  die  Richtung  der  von  den  Wismuthsttfben  hervorgebrach- 
ten Ablenkung  am  augenscheinlichsten  hervortrat.  —  Zählt  man  die 
S-cliwingiingsbögen  von  demjenigen  an,  welcher  der  Null  am  nächsten 
is(,  so  lassen  sich  die  beobachteten  dem  (ircnzwcrthe  am  nächsten  kom- 
menileti  \\'erthe  mit  Hülfe  dos  bekannlea  decretiicnlitnt  logariihmicum 
leicht  auf  den  Grenz  werth  redutiren,  und  daraus  ein  genauerer  Mit- 
telwerth des  Ict/Jeien  Ihidon.  In  dem  voriieeenden  Falle,  wo  das 
decremcnlum  logarilhmimm  nahe  =  log  ^  war.  i^cnü::!  es,  den  Werth 
des  «ton  Schwinguni,'sbügens  mit  (1  —  (])")  zu  di\idiieii,  oder  genauer, 
weil  das  decretnentum  loyantlimicum  =0,17887  war,  mit  (I — 0,66^4"). 
Hiernach  ergeben  sich  folgende  reducirte  Werlhe. 
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Iftllal 
JBIHW. 

1 

1 . 

—  40,0 

—  GJ,4 

9 

 OD,0 

o. 
i 

5. 

  Ka  Q 

—  ou,u 

—  55,2 

  U  1 ,  I 

  00,0 

—  59.4 

—  61,8 

Ü. 

—  46,5 

—  48,8 

44 
II. 

  OA  A 

  OUfU 

 47  Ii 

49 

  K  A  J. 

—  59,8 

44 

'   0i»O 

  DO,t> 

4  i 

19. 

-42,6 

—  67,5 

zO. 

—  39,6 

—  52,3 

94 

- —  ♦o,i> 

—  oo,o 

22. 

—  51,7 

—  57,9 

—  56.1 

XiO. 

24. 

—  50.6 

—  53,4 

Ott 

X5. 

—  55,X 

—  57,0 

30. 

—  40.3 

—  63.9 

31. 
32. 

—  it),0 
42,2 

—  60,2 

—  50,0 

—  55,8 

33. 

—  44.0 

—  49,3 

Aus  allen  Beobachtangea  zusammen  ergiebt  sieb  also  der  gesoclite 
Grenzwerth 

«  =  —  58.4.  • 

Das  negative  Vorzftichcn  bedeutet,  dass  die  Nadel  bei  der  unteren 
Stellung  der  WisniuthsUil»'  auf  grössere,  bei  der  oberen  auf  klei- 
nere Skaleotheile  getriobon  wurde.  Bei  diesen  nach  der  Methode 
der  Multiplicalion  gemaclilcn  Versuchen  eigiebt  sich  nun  feruer  aus 
deui  gefundenen  Grenzwcrtho  der  .Scliwingungsbogen  =  x,  nach 
der  in  der  vorigen  Abhandlung  (in  diesem  Baude  S.  348)  von  mir  gege- 


u\^n\^c6  by  Googl 


IKOlBflOllBBIB  OUB  DliUUGlfBTlBHDS.  501 

bencn  Regel,  die  dem  Gleichgewichte  der  Nadel  enlsprecbeade 
AhlcokuQg  E 


worin  log  e   das  logaritlimiscbe  Dccrement  bezeichnet,  also  log  e 
=  0,17887  ißt.    Hieraus  ergicbt  sich  die  dem  Gleichgewichte 
der  Nadel  entsprechende  Ablenkung 

J?  =  — 6,93. 

Aus  den  mit  dem  Eisenslübchcti  ohneMiiltiplication  gematiilen 
Versuchen  haben  sich  abwechselnd  für  die  obere  und  für  die  unsere 
Stellung  folgende  Ruhestände  der  Nadel  ergeben : 


«nie  R«ibe 

zweit«  Reihe 

oben 

56i,9 

unten 

302,0 

322,7 

oben 

571,0 

676,8 

unten 

300,6 

319,6 

oben 

560.7 

535,8 

Hieraus  ergeben  sich  unmittelbar  die  Wertbe  der  Ablenkung  E: 


erste  Reihe 

zweite  Reihe 

+  134,50 
+  135,20 
+  130,05 

+  121.10 
+  126,55 
+  128,10 
+  118,10 

also  im  Mittel  aus  beiden  Reihen  die  Ablenkung 

Das  positive  Vorzeichen  bedealet,  dass  die  Nadel  bei  der  unteren 
Stellung  des  Bisenstübcfaens  auf  kleinere,  bei  der  oberen  auf 
grossere  SkalenlheÜe  gelrieben  wuitte,  d.  i.  gerade  umgekehrt 
wie  bei  den  Wismuthstttben. 

Das  Moment  des  Magnetismus  des  EisenstSbchens  verhttlt 
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sich  hiernach  zum  Momente  des  Diamagnetismus  der  beiden  Wis- 
mothsUibe ,  wie 

+  128,4  :  —  5,93, 

d.h.  das  Moment  des  Eisens  ist  dem  2l,7fachen  des  Wismaths  eotr 
gegengesetzt  gleich,  ungeachtet  die  Masse  des  Eisens  59200  Mal  Meiner 
war.  Hiemach  würde  also»  auf  gleiche  Massen  reducirt,  der  Dia- 
magnetismus des  Wismuth  ISSSOOO'Mal  Ueiner  zusetzen  sein, 
als  der  Magnetismus  des  Bisens. 

Ans  einer  eben  solchen  von  Herrn  Professor  Sartorius  von  Wal- 
tershausen  ausgeführten  Versuchsreihe  hatte  sich  der  Grenzwerlh 

ans  einer  dritten  von  Herrn  Dr.  vonQuintusIcilins  gemachten, 

«^  —  47,3. 
aus  einer  vierten  von  Herrn  Dr.  Riemann  gemachten, 

a?  =  — 45,0, 

aus  der  von  mir  gemachten 

x  =  ~  55.8 

ergeben.    Im  Mittel  aus  allen  diesen  Versuchen  ist  also 

x^  —  ÖO,«) 
E^—  5.17 

und  hiornnrh  i<;f  der  Diamagnetismus  des  Wismuths  4 470000 Mal 
kleiner  zu  setzen ,  als  der  Magnetismus  des  Eisens. 

Die  obigen  Versuche  genügen,  um  dadurch  den  Elektrodia- 
magnetismus  des  Wismuths  nachzuweisen.  Die  (Ur  seine  Stärke 
daraus  abgeleitete  Bestimmung  kann  nun  zwar,  wie  man  leicht  uber- 
sieht, nur  als  eine  ungefähre  betrachtet  werden;  es  reicht  aber  eine 
solche  ungefähre  Bestimmung  hin,  um  als  ein  fester  Stutzpunkt l>ei  der 
folgenden  Untersuchung  tiber  diamagnetische  Induction  galva* 
nificher  StrOme  gebraucht  zu  werden. 

5. 

Bequemste  Einrichtung  zur  Beobachtung  der  diamagnetisehen  Polarifit. 

Die  vorhergehenden  Yersuche  beweisen  dreierlei: 
erstens,  dass  bei  der  Darstellung  von  Diamagneten,  ebenso  wie  bei 
der  Darstellung  von  Magneten,  die  rein  magnetischen  KrSfle  durch 
elektromagnetische  Krttfle  gaK'antscherStrOme  ersetzt  wer- 
den können; 


Digitized  by  Go 


INSMSOKDBIB  OBB«  DiAMA«llBTlSMUS. 


503 


zweitens,  dass  an  einem  seiner  Lange  nadi  gleichförmig  diamagne- 
tisirten  Wismulhslabe ,  wie  er  durch  die  elektromasrnetischc  Kraft 
einer  galvanischen  Spirale ,  in  die  er  gelegt  wird ,  dargestellt  wer- 
den kann,  die  diamagnetischo  Polarität  deutlich  luid  sicher 
beobachtet  wird,  indem  er  auf  eine  Magnetnadel  entgcgengo- 
selzie  Drchungskrttfte  ausübt,  jenachdem  er  ihr  mit  seiDem 
einea  oder  mit  seiii^  andern  Ende  genflberl  wird ,  —  gerade  so 
wie  die  magae tische  Polaritfll  an  eioem  durch  denselben 
Strom  magnetisirten  Bisenstabe; 

drittens,  dass  sich  endlich  unter  den  angegebenen  Verhttltnissen 
die  von  dem  diamagnetisirten  Wismuthsfabe  auf  eine  Magnetnadel 
ausgeübte  Drehungskraft  sowohl  ihrer  Richtung  als  Grosse  nach 
bestimmen  und  mit  der  Richtung  und  GrOsse  der  von  einem  durch 
dieselben  Krttfle  magnetisirten  Bisenstabe  auf  dieselbe  Magnetnadel 
ausgeübten  Drehungskraft  vergleichen  lasst,  woraiis  sich  die  Rich- 
tung der  Drehungskraft  stets  entgegengesetzt  eigiebt,  "wäh- 
rend die  Bestimmung  der  GrOsse  zu  emer  Yergleichung  sich 
entsprechender  magoetischer  und  diamagnetischer 
Momente  führt. 

Alle  diese  Versuche  lassen  sich  mit  j^»  impfen  Hülfsiuitteln,  wenn 
sie  zweckmässig  verwendet  werden,  ausf'iihren,  was  um  so  mehr  Be- 
achtung \  rrdieiil,  als  nach  der  in  der  l^mleitting  gemachten  Bemerkung, 
die  Kräfte ,  um  die  es  sich  hierbei  handelt,  aus;aerürdeijllicli  klein  sind, 
und  man  daher  gelasst  sein  nuisste,  dass  die  Beobachtung  deutlich  w  ahr- 
nehuibai  er-  W  n  knniren  dieser  kleinen  Kräfte  die  Anwendung  sehr  starker 
Mittel  fordern  wurde ,  was  in  der  That  aber  nicht  der  Fall  ist.  Denn 
eine  Grove'sche  oder  Bunsen'sche  Sttule  von  G  bis  8  Bechern  und  ein 
Paar  Pfund  Kupferdrahl  von  angemessener  Stärke  sind  Gegenstände,  die 
zu  vielen  andern  Versuchen  gebraucht  werden,  und  ausserdem  bedarf 
es  blos  noch  einer  kleinen  Magnetoadel,  die  mit  einem  Spiegel  versehen 
ist,  um  wie  beim  Atagnetometer  mit  einem  Femrohre  (wozu  einSexlan- 
tenfemrohr  gentigt)  beobachtet  zu  werden. 

Um  dieAusftihrung  dieser  für  die  Begründung  der  Lehre  vomDia- 
magnetismns  besonders  wichtigen  Versuche  m<fglichst  zu  erleichtem, 
oamentlicfa  die  auf  die  Äu&telluog  des  Apparats  zu  verwendende  Mtihe 
zu  vermindern,  habe  ich  folgende  Binricbtung  getroffen,  welche  zur 
Wiederholong  der  Versuche  als  die  bequemste  empfohlen  werden  kann. 
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Sie  besteht  wesentlich  darin,  dass,  statt  zweier  galvanischen  Spiralen, 
welche  bei  obigen  Versuchen  (Art.  2)  vertical  so  aufgestellt  wurden,  dass 
der  eine  Pol  einer  geraden  Magnetnadel  symmetrisch  zwischen  ihnen 
lag,  nur  eine  solche  Spirale  gebraucht  wird,  welche  symmetrisch  mit- 
ten zwischen  den  beiden  Polen  einer  iiuf  eisen  förmig  gebogenen 
Magnetnadel  aufgestellt  wird.  Fig.  3  stellt  Ä  den  Querschnitt  dieser 
Spirale  dar,  welcher  symmetrisch  zwischen  den  Polen  N ,  S  der  huf- 
eisenförmig gekrümmlen  Magnetnadel  NBS  liegt.  Diese  Magnetnadel 
w  ird  von  der  Klemme  DE  gehalten,  in  deren  Mitte  C  der  Aulhang:aDgs- 
faden  befestigt  ist.  Fig.  4  und  5  stellt  das  Instrument  in  zwei  Seilen* 
anachtea  dar.   l]s  ist  vortheübaft,  der  Sfnrale  eine  betradiüicJie  Lange 
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ZU  £*pben,  z.B.  von  400  bis  500 Millimeter,  wodurch  es  leichter  wird, 
die  AufhUngung  der  Nadel  so  za  reguliren ,  dass  sie  in  der  die  Länge 
der  Spirale  halbircnden  Horizontalebene  schwebt,  wo  dann  der  durch 
die  Spirale  gehende  Strom  auf  die  Nadel  keio  Drehungsmoment  ausübt. 
SoOte  aber  auch  ein  kleioes  DrebaDgsmoiikeat  vorhanden  sein,  so  Iflsst 
«eh  dies  leicht  auf  die  Art.  S  schon  angegebene  Weise  durch  einen  aus 
wenigen  Windungen  bestehenden  Multiplicator  Fig.  5  M  compensn^, 
indem  man  denselben  Strom  hiadurchleitet  und  ihn  der  Magnetnadel 
nähert.  Zur  Beobachtui^;  der  Magnetnadel  ist  es  nothwendig,  sie  mit 
einem  Spiegel  Fig.  i  P  zu  versehen  und  darin  mit  einem  Fernrohre  das 
Spiegelbild  einer  entfernten  Skala  zu  beobachten.  Die  Magnetnadel 
wird  aosserdem  mit  emem  Dampfer  Fig.  i  00  umgeben.  Der  Wis« 
motbetab  m  Fig.  4  und  5  wird  an  einem  Faden  vertical  in  der  Spirale 
aufgehangen;  er  kann  .gehoben  oder  gesenkt  werden,  so  dass  entweder, 
wie  Fig.  4  und  6  darstellt ,  sein  unteres  Ende  zwischen  den  beiden  Po- 
len der  Magnetnadel  zu  liegen  kommt,  oder  sein  oberes  Ende.  Die 
Beobachtungen  lassen  sich  am  bequemsten  raachen,  wenn  durch  Rollen 
oder  durch  eine  ernfache  Ilehelvorrichtung  die  Einrichtung  getrotTen 
wird,  dass  der  Beohachlcr  am  Fernrohre  selbst  dnrch  Hebung  oder 
Senkung  des  Fusses  die  Senkung  oder  Hebung  des  AV  ismuth Stabes  be- 
Nvirkeu  kann.  It>l  der  Strom  geschlossen  und  die  Magnetnadel  ganz  in 
Ruhe,  so  hebt  man  den  Wismuthstab  und  beobachtet  darauf  eine  kleine 
Bewec:iinpr  der  Nadel.  Sobald  dann  die  Nadel  ilwe  gnisste  Kinngalion 
erreicht  hat,  wird  der  Wismuthstab  wieder  gesenkt,  und  die  Magnet- 
nadel bewegt  sich  dann  schon  mit  grösserer  Geschwindigkeit  zurück. 
Hat  sie  die  grösste  Elongation  nach  dieser  Seite  erreicht ,  so  wird  der 
Wismuthstab  wieder  gehoben  u.  s.  w.  Zwischen  je  zwei  Elongalioncn 
bemeiktman  die  Stellung,  welche  der  Wismuthstab  wahrend  der  da- 
zwischen verflossenen  Zeit  gehabt  bat.  Vertauscht  man  den  Wigmntb- 
stab  mit  emem  gleich  langen  aber  sehr  dunnen  Eisendrahte,  so  karni 
man  sich  tiberzeugen,  dass  bei  gleicher  Stellung  des  Eisendrabts  die 
Ablenkung  derKadel  in  entgegeiig^tzler  Richtung  geschieht,  wie  beim 
Wtsmnthstabe. 
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l>jajuag^aetclekti  i(  itai  und  Mcssiin^r  der  diamag^eüsch 
inducirten  eiektmcheu  Ströme. 

6. 

Die  Versuche  über  dianiagnetolektrischc  Induction  bieten, 
wie  man  leicht  übersehen  kann,  wegen  ihrer  grtissorcn  Feinheit  der 
BeobachtuDg  mehr  Schwierigkeit  dar,  als  die  vorhergehenden  Versuche 
über  denEIektrodiamagneiismiis,  und  es  bedarf  einer  besonderoi 
Kunsl  in  der  Einnclitung  und  Anordnung  der  Versuche ,  uio  mit  einem 
Aufwände  von  m&ssigen  Httifsmilleln  hier  wirklich  zum  Ziele  zu  gelangeii. 
Die  folgenden  Versudie  werden  zeigen«  wie  dies  dennoch  m<)glich  isl, 
und  wenn  die  mit  Hülfe  solcher  Mittel  daiigestellten  Wiricungeo  auch  nur 
klein  sind,  so  zeigen  sie  doch  eine  solche  Uebereinstimmung,  dass  bei 
einiger  Beachtung  der  Verhältnisse  kaum  etwas  zn  wQnschen  übrig 
bleibt,  wenn  es  sich  bloss  darum  handelt,  das  Factum  der  diamagne- 
iiscben  Induction  zu  begründen  und  vor  Tauschungen  durch  fremd- 
artige Einflüsse  sicher  zu  stellen.  Die  dargestellten  Wirkungen  können 
sogar,  wie  man  sehen  wird,  zu  quantitativen  Bestimmungen  ober 
die  Starke  der  dtamagnetischen  Induction  gebraucht  werden,  die  sidi 
zu  solchen  Prüfungen  benutzen  lassen,  zu  welchen  ein  geringerer 
Grad  von  Genauigkeit  gonugl.  Nur  der  Wunscli,  diesen  quantitativen 
Bestimmuna;en  die  für  einige  besondere  Untersuchiiiiueii  nothwendige 
grössere  Präcision  zu  geben,  wird  es  künftig  nölhig  machen,  grossere 
Mittel  in  Anwendung  zu  brini^en.  Ich  werde  die  Beschreibung  des 
hier  gebrauchten  dianiagnetisciien  laducliuQäapparats  vorausschicken 
und  darauf  die  der  damit  ausgeführten  Versuche  folgen  lassen. 

7. 

Beschreibung  des  diamagnetisehen  Indnetionsappartts. 

Ich  werde  hier  einen  andern  diamagnetisehen  Inductionsapparat 
beschreiben,  als  deijenige  war,  mit  dem  ich  früher  (Berichte  1847  und 
Poggendorfis  Annalen  1848.  Bd.  73.)  eine  schwach  Spur  von  einer  dia- 
magnetischen Induction  beobachtet  habe ,  der  aber  nicht  ganz  die  za 
diesen  Versuchen  wünsciwnswerthe  Feinheit  und  Genauigkeit  besass. 
Jener  Apparat  war  im  Wesentlichen  derselbe,  dessen  sich  später 


Dlgitized  by  Google 


INSKSOflDBIB  l'BBR  DlAMAfiKKTlSlICS. 


607 


Faraday  bediente  und  in  den  Philos.  Tramact.  4  800.  P.  I  beschrieb, 
mit  dem  ihm  aber  die  Beobacbluog  der  diamagnetischcn  Induction  nicht 
gehiogen  ist,  wiewohl  er  viele  andere  inloressanle  Anwendungen  davon 
gemacht  hat.  Der  Grund  dieses  verschiedenen  Erfolgs  ist  wohl  in  den 
von  mir  gebrauchten  feineren  galvanomctrischen  Mitteln  zu  suchen; 
dennaach  ich  würde,  wie  Faraday,  ohne  die  Anwendung  eines  Galva- 
nometers, dessen  Nadel  uacli  Art  des  Gauss'scben  Magnelometers  mit 
Spiegel  und  Fernrohr  beobachtet  wird,  gar  keine  Spur  einer  solchen 
diamagnetiscben  Indoction  zu  beobachten  im  Stande  gewesen  sein.  Indes« 
sen  können  auch  die  von  mir  mit  jenem  Apparate  gemachten  Versuche  nicht 
als  genttgend  betrachtet  werden,  weil  dabei  die  an  sich  schvrachen  Wir- 
kungen mit  anderen  Wiikungen  verbunden  erscheinen,  von  denen  sie 
schwer  geschieden  werden  können.  Auch  gestatten  dabei  die  Verhttlt^ 
m'sse  keine  quantitativeControle.  Der  hier  zu  beschreibende  In- 
dnctionsapparat  unterscheidet  sich  von  dem  froheren  wesentlich  dadurch, 
dass 

\)  ein  Elektrodiamagnet,  statt  eines  gewöhnlichen,  zur  In> 
dttction  benutzt  wutl,  dessen  Moment  durdi  die  vorhergegangene  Unter- 
suchung setner 'Grosse  nach  wenigstens  näheningsweise  bekannt  ist, 
wonach  das  Verhaltniss  der  induch^den  Wirkung  des  Apparats  bei  An- 
wendung oinesWismuthstabes  im  Vergleiche  za  der  bei  Anwendung  eines 
Eisenslabs  vorausgesagt  werden  kann ; 

2)  dadurch,  ^uss  die  Induction  durch  blosse  Bewegung  des 
diaraairnetischen  Kürpers  in  einer  ruhenden  Drahtspirale  hervorgebracht 
wird,  indem  der  Diamagnelisnuis  unvoründurt  bleibt,  wodurch  ver- 
mieden wird .  diiss  in  Ulmu  Wlaoiulh ,  als  Leiter,  galvanische  Ströme  in- 
ducirt  werden,  welche  sonst  leirht  mit  den  diamaguetisch  iuducirten 
Strömen  verwechselt  werden  iiounten. 
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Der  ntr  InduetioD  benutxte  ElektrodiBBugnet. 

Dpr  zur  laduction  hcnutzlc  Eloktrodiaiiiai^uet  bestand  au;« 
einein  \V  iMruithslal)!?  in  einer  langen  Dralitspirale,  cccc  Fig.  6  A,  durch 
welche  der  SU  um  von  8  Buiiseu  sehen  Kohlenzinkbcchccn  geleitet  wurde. 
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Der  Wismathstab  war  1 80  Milliinctcr  Inng  mul  wog  339300  Milligiauini. 
Die  Drahtspirale  bestand  ans  Kuptf  rdraht,  welcher  mit  Wolle  überspon- 
nen  und  ausserdem  noch  durch  eine  Guttaperchadecke  isolirt  war.  Der 
reine  Kupferdrall t  war  2,3  Millimeter  dick,  der  aufgewundene  Draht  bil- 
dete 8  Lagen  über  einander .  jede  zu  1 20  Umwindungen.  Die  ganze 
Spirale  w  ar  383  Millimeter  lang  und  hatte  23,9  MiiliiDeter  inneren  und 
70  Millimeter  aassereD  Doithmener. 

Die  IndnctionsspinJe. 

DiflladiictioiiSBpinüe  kbbh  Fig.  6Aisi  diejeiiige  Spirale,  in  welcher 
durch  die  Bewegung  des  Elektrodiamagneis  etn  Strom  ioducirl 
werden  soll.  Diese  Spirsle  mass  Ton  der  zum  Elektrodiaiiiagoet  selbst 
gehüri^n,  durch  welche  der  Strom  der  galvamscheD  Sflnzle  geht,  sorg« 
fidlig  isolirt  mid,  zun  Zwecke  der  Beobaobtoi^  des  radadrlen  Stromes, 
mit  dem  Moltiplicator  eines  Galvanometers  verbanden  werden.  Diese 
Spirale  bestand  aus  eioem  I  Millimeter  dicken,  mit  Seide  ubersponnenen 
Kopfefdrahte,  welcher  3  Lagen  lUiereinander,  jede  von  SI94  Umwindnn- 
gen,  bildete.  Die  Lange  war  383  Uillimeter,  der  innere  Dnrchmesaer 
19,  der  ttnssere  jt3 Millimeter.  Nachdem  sie,  lor  besseren  fsohmog, 
noch  mit  dünnem  Gutta  percba-iunwickelt  war,  war  sie  fest  in  die  wei- 
tere Rubre  der  vom  Elektrodiamagnei  gehörigen  Spirale  eingeschlossen, 
oder  vielmdir  die  letztere  Spirale  wiude  daram  gewunden. 

Der  wesentlichste  Pnnkt,  der  bei  dieser  Spirale  in  Betracht  kommt, 
ist  der,  dass  sie  ihrer  Länge  nach  in  zwei  ganz  symmetrische  und  sym- 
metrisch gewundene  Hälften  zcrrdllt.  Das  heisst,  der  Draht  ist  nicht 
der  ganzen  Länge  nach  gleichförmig  in  dersellicii  Hichtung  fortgewun- 
den, sondern  die  Spirale  zerfällt  ihrer  Lange  nacli  in  zwei  Hälften,  in 
denen  der  Draht  entgegengesetzt  gewunden  ist.  Es  ist  dieses  noth- 
wendig,  wenn  durch  die  Bewegung  eines  diamagnelischen  Wismulh- 
oder  eines  magnetischen  Eisenstabs  in  dieser  Spirale  ein  Strom  inducirt 
werden  soll  welcher  mit  dem  damit  verbundenen  Galvanometer  beob- 
achtet werden  kunne:  denn  wird  dieser  inducirende  Stab  in  die  Mitte 
der  Spirale  gelegt  und  darauf  bewegt ,  so  ist  die  von  seinem  nördlichen 
I'^nJp  m  der  einen  Hälfle  der  Spirale  ausgeübte  Inductionsiiraft  der  von 
seinem  südlichen  Ende  in  der  andern  Hälfte  ausgetibten  gerade  ent- 
gegengesetzt, und  die  Wirkung  lieider  wQrde  sich  aulheben,  wenn  beide 
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Hiilflen  der  Spirale  in  gleichem  Sinne  gtnMuuleii  wUren.  Durch  ihre 
enlgegeogeselzte  Windiins;  wird  bewirki,  dass  die  beidea  InducÜODS- 
krfldc  einander  nicht  iiullii  ln'n  sondern  voidoppch». 

Diese  zum  Zwecke  der  imJuctiun  nutliwendige  Einrichluiig  gewahrt 
ausserdem  zugleich  noch  einen  Air  die  praktische  Aiisfulirung  der  Ver- 
suche wichtigen  Vortheil.  Es»  leuchtet  nünilich  ein,  dass  der  Slruui  der 
galvanischen  Säule  in  der  Spirale  dos  Elektrodiamagncts  zwar,  so  lange 
er  constant  ist,  keine  inducirende  Kraft  auf  die  Inductionsspirale  aus- 
üben könne,  gegen  welche  er  eine  feste,  unveränderliche  Lage  hat; 
durch  die  geringste  Aenderung  seiner  Intensität  wurde  aber  in 
der  Induclionsspiralc  ein  Strom  hervorgebracht  werden,  welcher  viel 
Stiirker  wäre,  als  der  diamagnolisch  inducirle  Strom,  und  die  Beobach- 
tung des  letztem  stören  würde.  Nun  leuchtet  aber  ein,  dass  dieselbe 
Einrichtung  der  Inductionsspirale ,  durch  welche  bewirkt  wird,  dass  die 
diamagnelische  loduclion  in  beiden  Halden  dieser  Spirale  sich  verdop- 
,  pell,  zugleich  eine  Aufhebung  der  von  dem  Strome  der  galvantseheo 
Sttule  in  der  Süssem  Spirale  auf  beide  Half  ken  der  InducUcnsspirale  an»- 
geObten  Inducttonskrfllle  bewirkt,  so  dass,  wenn  nur  die  Synunelrie 
beider  Hälften  yollkonunen  ist,  auch  die  grOssten  Intensitatsflndenini^ 
des  Stroms  der  galvanischen  Säule  gar  keinen  Einflnss  haben.  Dazu 
kommt  noch,  I)  dass  es  sehr  leicht  zu  prüfen  ist,  ob  diese  Aufhebung 
genau  vorhanden  ist,  indem  man,  statt  kleine  Aenderungen  benroizn* 
bringen,  den  ganzen  Strom  löst  oder  commutirt;  2)  dass,  wenn  es  sich 
findet,  dass  diese  Aufhebung  nicht  vollkommen  ist,  es  sehr  leicht  dahin 
gebracht  werden  kann,  bloss  dadurch,  dass  das  eine  Drahtende  der  la- 
dnclionsspirale  noch  ein  oder  einige  Male  tun  die  Spirale,  durch  die  der 
Strom  der  galvanischen  Säule  gebt,  herumgewunden  wird.  Es  ist  auf 
diese  Weise  leicht,  die  Wirkungen  der  diamaguetiscben  Induclion  von 
allen  fremdartigen  Einflüssen  zu  befreien. 

Die  abrigen  TheUe  das  Indueycnsapparats* 

lieber  die  Einrichtung  der  übrigen  Thcile  des  Inductionsaiiparais. 
welche  mehr  oder  weniger  der  Willkür  des  Beobachters  überinssen 
bleii)t.  füge  ich  nur  folgende  Bemerkungen  bei.  Um  den  Wisinuitislab 
in  der  Inductionsspirale  hin  und  her  zu  schieben,  verbinde  ich  (IchmI- 
bcQ  mit  der  Kurbel  eines  Rads  Fig.  6  B  ;  damit  femer  der  in  der  luüu- 
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cUonsspinilo  boi  der  Zum  k^f  lifohuiif;  des  Wismulhsfaln's  inducirle  Strom 
im  Galvanometer  dicselhi'  Hiciitiiiii^  habe,  wie  bei  der  1  [in-*  liiebung.  so 
ist  an)  Ra<le  ein  Com  ni  u  f  a  tor      angebraeht.  welc^ier  sich  mit 
dem  Rade  dreht,  und  durch  welchen  bei  jeder  halbeo  Umdrehung 
des  Rads  fin  dem  Au^enbhcke,  wo  der  Wismnthstab  den  Anfantjs-  oder 
Endpunkt  seiner  Rahn  erreicht)  die  Verbindun.^  der  Drahtenden  der  In- 
duclionsspiraJe  mit  denen  des  Multiplicators  des  Galvanometers  gewech- 
selt wird.    Die  hiemach  immer  gleiche  Richtung,  in  welcher  alle  indu- 
cirten  Ströme  durch  den  Multiplicator  des  Galvanometers  gehen ,  würde 
die  Nadel  immer  nach  derselben  Seite  ablenken.    Um  nun  den  Beob- 
achter in  den  Staad  zu  setzen»  auch  eine  Ablenkung  der  Nadel  nach  der 
andern  Seite  hervorzubringen,  isi  nebeo  dem  Beobachtungsremrobre 
Fig.  6  E  noch  ein  zweiter  Commutator  ee  aufgestellt,  welcher  nur  von 
dem  Beobachter  selbst  gewechselt  wird.  Dieser  Commutator  beisse  der 
Htt}fscommtttator;er  verbindet  die  beiden  Drahtenden  des  Mullipli- 
cators  mit  den  Enden  der  beiden  vom  rotirenden  Commutator 
kommenden  Leltnngsdrtthte.   Uebrigens  ist  besondere  Aufmerhsamkeit 
nodi  auf  folgende  zwei  Pankte  zu  wenden:  1)  dass  man  die  Induction 
mehr  durch  die  Beschleunigung  der  Drehung  des  Bads  zu  Terstaricen 
sucht,  als  durch  die  Grosse  der  Bahn,  in  welcher  man  den  Wismuthstab 
hin  und  her  schiebt.   In  den  folgenden  Versuchen  wurde  der  Wismuth- 
stab in  einer  nur  58,8  Millimeter  langen  Bahn  hin  und  her  geschoben, 
diese  Bahp  durchlief  er  aber  in  jeder  Secnnde  {0,d8  Mal.   Durch  eine 
grossere  Schiebung  würde  wenigstens  ein  Theil  des  Wismutbstabs  sich 
dem  Ende  der  Spirale,  durch  wetehe  der  Strom  der  galvanischen  Sttule 
ging,  genähert  haben,  wo  nicht  allein  die  Stärke  seines  Diamagnetismus 
geMndert,  sondern  auch  in  ihm,  als  Leiter,  ein  Strom  inducirt  worden 
sein  wOrde,  der  einen  secundfir  inductrien  Strom  in  der  Inductionsspi- 
rale  erzeugt  hatte.    Dieser  rouss  vermieden  werden,  wenn  man  eine 
reine  Wirkung  der  diamagnetischen  Induction  erhalten  will  —  2}  ist 
besondere  Aufmerksamkeit  auf  den  rotirenden  Commutator  zu  \i  iwcu- 
den,  wo  leicht  ein  thermomagnelisthcr  Stroni  entsteht.    Man  muss  da- 
her diesen  Cuuimutator  so  einrichten,  dass  sieh  gleiche  Metalle  (Messing 
an  Messing'i  an  einander  reiben.    Auch  dadurch  werden  die  thermo- 
magnetischen  Ströme  nur  geschwächt,  nicht  ganz  \einiieden.    Nun  he- 
ben sich  zwar  die  an  den  verschi  df  n-  a  iieibungsstellen  erregten  ther- 
momagaetischea  Strome  wechdeUeiti^  auf;  da  aber  diese  Auflicbung  oft 
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nicht  vollsiandiar  stattfindet .  so  mnss  man  den  (iadurch  liervorgobraeh- 
len,  wenn  auch  cprincon,  Kinfluss  unschädlich  machon ,  indem  man  ihn 
in  Rechnung  i>ringt,  was  leicht  geschehen  kann,  wenn  man  den  Beob- 
achtungen ,  bei  welchen  der  Wismnthstab  hin  und  her  geschoben  wird, 
ganz  gleiche  Beobachtungen  unuitlteibar  vorausschickt  und  nachfolgen 
lasst,  wobei  der  rolirende  Commutator  ohne  den  Wismothstab  bewegt 
witd.  Uebrigeiu  kann  man  die  crsteren  Beobachtungea  selbst  leicht 
auch  80  anordnen,  dass  die  kleioeo  Wirkungen  des  Ihermoniagnetischen 
Stroms  abwecbselnd  die  Wirkungen  der  diamagneüscheo  lodaction  ver- 
starken  und  schwtchent  wodurch  ein  von  dem  Einflüsse  des  tbemio- 
magnetischen  Stroms  unabblingiger  Mittelwerth  eriialtea  wird.  Dies 
geschiebt  dadurch,  dass  man  von  Zeit  zn  Zeit  durch  Umkehmag  des 
Stroms  der  galyanischen  Sttoie  den  Diamagnetismus  des  Wismuflistsbs 
-  umkehrt 

Zum  Galvanometer  Fig.  6  D  gebrauchte  ich,  wie  bei  dem  elek> 
trodiamagnetiscben  Messapparate,  ein  kleines  MagneCometer  nach  der 
Ganss'schen  Einrichtung,  welches  mit  einem  sehr  starken  Multiplicator 
versehen  war.   Die  Länge  der  Nadel  war  dabei  auf  30  MiUimeter  redo- 

cirt.  Die  Richtkraft  des  Erdmagnetismus  wurde ,  zur  Vermehrung  der 
Empfindhchlvcit ,  hier  ebenso  wie  früher  vermindert.  Die  Nadel  war 
ebenfalls  mit  einem  dicken  Kupferringe  als  Dampfer  umgeben.  Dass 
der  lüductiousapparat  so  weit  von  dem  ( .;iUauoiiieter  entfernt  werden 
müsse,  dass  der  Strom  der  dabei  gebrauchten  galvanischen  Säule  nicht 
unmittelbar  auf  (he  Nadel  wirke,  oder  dnss.  wenn  dies  der  Raum  nicht 
gestattet,  der  Indnctionsapparat  durch  besondere  Orientirmu^  in  eine 
solche  Lage  gebracht  werden  müsse,  wo  seine  ablenkende  KraA  auf 
die  Madel  Null  oder  wenigstens  sehr  klein  ist,  bedarf  kaum  der  Erwäh- 
nung. Um  endlich  eine  ungefähre  Kenntniss  von  der  Stttrke  des  Stroms 
der  galvanischen  Säule  seütsi  zu  erhalten,  wurde  eine  gewöhnliche 
Boussole  Fig.  6  C  in  einer  angemessenen  Entfernung  von  der  Spirale, 
durch  welche  der  Strom  ging,  so  au%e8teUi,  dass  die  durch  den  Strom 
hervorgebrachte  Ablenkung  der  Boussole  zur  Bestimmung  der  Strom- 
intensitttt  benutzt  werden  konnte. 
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8. 

Vertttclie. 

Auch  die  folgeuden  Versuche  sind  nicht  von  mir  allein  ausgeführt 
worden,  sondern  es  haben  daran  die  Herren  Professoren  Listing  und 
Sartorius  von  Wal tershausen,  Dr.  von  Quintus  Iciüus  und 
Dr.  Ri  em  a  n  n,  ebenso  wie  an  den  vorhergehenden  p1ektro(hamagneliscben 
Theil  genoninieu.  Beispielshalber  werde  ich  auch  Iner  das  Protocoll  der 
von  Herrn  Professor  Listing  gemachtcu  Versuche  voiläUiiüdig  mitthei- 
len,  mit  denen  alle  anderen  nahe  übereinstimmten. 

Der  inductionsapparat  %var  so  aufgestellt  worden,  dass  eine  durch 
die  Mitte  des  Galvanometers  und  durch  die  Mitte  der  Drahtspiraie,  durch 
welche  der  Strom  der  galvanischen  Säule  ging,  gelegte  Verticalebeoe 
mil  dem  magnetischen  Meridiane  eioen  Winkel  von  45°  bildete;  die  Axe 
jener  Drahtspirale  lag  senkrecht  gegen  den  magnetischen  Meridian  Aas 
den  Gesetzen  des  Elektromagnetismus  ergiebt  sich,  was  die  Erfahrung 
unmiUelbar  bestätigt,  dass  bei  dieser  Anordnung  der  Strom  die  Galvano- 
meteroadel  nicbt  ablenkt.  Unter  diesen  Umständen  war  es  nun  femer 
am  vortheilhafkesten,  die  Bonssole,  dorcli  welche  die  Siromintensittt 
bealimml  werden  sollte,  in  derRicfatnog  der  verlängerten  Axe  derlMil- 
Bpirale,  durch  welche  der  Strom  ging,  aufzustellen.  Bs  geschah  dies 
in  708  Iftllimeter  Absland  von  der  Ifille  auf  der  wesdicben  Seite.  Der^ 
jenige  Strom,  durch  weichen  diese  Boossole  mit  ihrem  Nordende  west^ 
lieh  abgelenkt  wurde,  soll  als  der  normale  Strom,  deqenige,  durch 
wekihen  das  Nordende  dstlich  abgelenkt  wurde,  als  umgekehrter 
Strom  bezeichnet  werden.  Fenier  heisse  die  Schiebung  des  Wismuthr 
Stabs  im  Indndionsapparate  in  der  Richtung  von  Westen  nach  Osten 
die  normale  Schiebung,  in  der  Richtung  von  Osten  nach  Westen 
die  umgekehrte  Schiebung.  Endlich  heisse  diejenige  Stellung, 
welche  der  rotirende  Commntator  wahrend  der  normalen  Schie- 
bung des  Wismuthstabs  hatte,  seine  normale  Stellung,  und  die, 
welche  er  wahrend  der  umgekehrten  Schiebung  des  Wismuthstabs  hatte, 
die  umgekehrte  Stellung.  Die  Drehung  des  Schwungrads  geschah 
taktfOrmig  nach  dem  Schlage  einer  Pendeluhr  und  es  ergab  sich ,  dass 
alsdann  der  Wismulhstab  in  jeder  Secunde  seine  Bahn  10,58  Mal  durch- 
Uef.  Der  HorizonlalabhUaii  de^  Spiegels  der  Maj.;üclnadel  von  der  Skala 
des  Gaivanometers  betrug  1 400  Skalenlbeile.    Die  Schwingungsdauer 
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tltr  (.alviiiioiiK'lornadel,  welche  für  dw  ganze  Richlkrafl  des  Erdmagne- 
tisaiiis  nahe  9  Secuiulcn  war,  \\  urdc  nach  der  sfhoii  oben  Ijoscliricljcnen 
Methode  durch  Aufliebuni;  eioes;  Theils  der  (MuhDagnelisrhca  Kraft  auf 
20, 4*^7  Sccundea  gebrachl.  Das  logariUmiisthe  Decrenieul  lur  die  Ab- 
nahme der  Srhwinanni^sbögen  war  dabei  ~-  0,i2.'i78. 

Bei  unveründerler  Richtung  des  Stroms  der  gaivanischen  Säule  in 
der  Spirale  des  Elektrodiamagnets,  und  bei  unveriindorter  Slelliiiig  des 
Hülfscoramutators  wurde  die  Galvanometernadel  durrh  die  diamagneti- 
sche Induction  des  von  Westen  nach  Osten  bewegten  Wismulhstabs  in 
demsdben  Sinne  abgelenki,  wie  wenn  der  Wismuthstab  umgekehrt  von 
Osten  nach  Westen  bewegt  wurde,  wegen  des  dazwischen  stattfinden- 
den Wechsels  des  Rotations commutators;  die  Ablenkung  erfolgt 
daher  bei  schneller  Hin-  und  Herschiebung  wie  wenn  ein  conslanter 
Strom  sie  hervorbrtlchte.  Wird  aber  die  Stellung  des  H  tt  If  s  c om  m u- 
tators  gewechselt,  so  erfolgt  eine  Ablenkung  der  Nadel  nach  der  ent- 
gegengesetzten Seite,  woraus  sich  ergiebt,  dass  man  zum  Zwecke  schii^ 
ferer  Beobachtung  die  Ablenkung  der  Nadel  durch  MultipUcalton  ver- 
stärken kann,  indem  man  die  Stellung  des  Halfscommulatoi«  immer  in 
dem  Augenblicke  wechselt,  wo  die  Nadel  das  Ende  ihres  Schwinguags- 
bogens  erreicht,  so  lange,  bis  endlich  durch  die  Dämpfung  der  Nadtel 
ihr  Scliwingungsbügen  wahrend  jeder  Schwingung  um  so  viel  verklei- 
nert, wie  durch  den  ioducirlen  Strom  vergrosser  t  wird.  Es  wurde  da- 
her zwischen  je  zwei  beobachteten  Elongationeti  der  Nadel  die  mit  + 
oder  —  bt'zeiclmele  Stellung  des  IlUlfscüiniuutaiors  bemerkt.  War  die 
Nadel  zu  Anfange  der  Beobachtungen  schon  in  Schwingung,  wurde 
mit  derjenigen  Stellunir  <les  lliilfsconimutatürs  Leironnen.  bei  welcher 
der  inducirende  Strom  eine  Abnahme  des  vorhandenen  Schwiu'Lrungs- 
bogens  hervorbrachte,  weh  her  dann  bei  regelmässigem  Wechsel  bis 
Null  abnahm  und  dann  umgekehrt  von  Null  an  wuchs,  bis  er  den  Grenz- 
werlh  erreichte.  Wenn  die  Nadel  wahrend  der  mit  +  bezeicliuefen 
Stellung  des  Huirscommutators  von  kleineren  auf  grossere  Skalentheüe 
ging,  ist  in  der  folgenden  Zusammenstellung  das  Vorzeichen  +  vor 
den  Schwii^ongsbogen  selbst  gesetzt  worden ,  im  entgegengesetzten 
Falle  das  Vorzeichen .  Die  Vorzeichen  der  SchwingungsbOgen  er- 
gaben sich  dann  beider  dia magnetischen  Induction  desWismuths 
denen  bei  der  magnetischen  Induction  des  Eisens  entgegenge- 
setzt und  zugleich  waren  die  letzteren  SchwiugungsbOgen  weit  grosser. 
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wiewohl  der  Flisonstnb  viel  dUnnrr  als  der  Wiimuthstab  war.  Der 
Eisptistab  \\  oe^  nümlich  l)oi  eloiclicr  Lüngo  790,86  !V!ilIii,'iaiiini,  der  Wis- 
mudistab  33Ü300  I^lilligranim.  Man  brauchte  daher,  um  die  Wirkung 
der  magnetelekirisehcn  Induction  zu  messen,  den  Eisenstab  nickt  so 
schnell  wie  dcnWismuthstab  bin  und  herzu  schieben,  sondern  es  genügte 
eine  einzige  Schiebung  desselben  wiihrend  joder  Schwingung  der  Nadel, 
in  demjenigen  Au.^'enbh'cke,  wo  die  schwingende  Nadel  ihre  Rahelage 
passirte.  Die  beiden  Gommutaloren  blieben  dabei  in  ihrer  nonnalen 
Stellung  und  zwischen  je  zwei  Elongalionsbeofaachliingen  wurde  alle- 
mal die  Richtung  bemerkt,  nach  'welcher  der  fiisenstab  verschoben 
warde  und  zwar  wurde  die  Richtung  von  Westen  nach  Osten  mit  +, 
die  von  Osten  nach  Westen  mit  —  bezeidinee,  wodurch  die  Vergiei- 
chung  mit  dem  Wismuthstabe  gbgeben  war.  Die  Beobachtungen  ei^eben 
dann  fUr  gleiche  Schiebung  des  Eisen-  und  Wi^uthstabs,  wie  schon 
erwähnt  ist,  entgegengesetzte  Wirkungen. 

Die  Versuche  wurden  damit  begonnen,  dass  i)  geprüft  wurde,  ob 
einEiuQuss  des  thermomagnetischen  Stroms  vorhanden,  und  wie 
gross  derselbe  war.  Dazu  wurde  derRotaUonscommutalor  in  Bewegung 
gesetzt,  ohne  jedoch  den  Wismnthstab  hin  und  her  zn  schieben.  Die 
Wirkung  wurde  durch  Wechsel  des  Hülfscommutators  bei  jeder  Elun- 
gatiot\  nuillif)liriit.  Sodann  wurde  2)  der  Wismuthstab  zugleich 
in  lieweyiiiii;  gesetzt  und  eine  Reihe  Beobachtungen  bei  normalem 
Strome  gemacht;  3)  dieselbe  Reihe  bei  umgekehrtem  Strome; 
4)  dieselbe  Reihe  wieder  bei  normalem  Strome;  5)  bei  umgekehr- 
tem Strome  lind  G  endlich  noclimaU  bei  normalem  Strome.  Dar- 
auf wurde  7  du  Prüfung,  ob  eiuEinlUiss  des  (hermümairn<Mischen 
Stroms  vorhanden  sei,  wiederholt,  und  Ni  der  Wismuthstab  mit  dem 
Eisenstabe  vertauscht  und  die  loduclions Wirkung  des  letzteren  ge^ 
messen. 
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Göttingon  ,  1851.    Juli  13. 
Beobachter Herr  Profesi^or  Listing. 

GalviinisclHM-  Strom  von  8  Rnnspn'srhen  Kolilen-Zinkln  rlif  rn. 


Thermomagnetiscber  Strom. 

Nr. 
der 
Sflliwlii> 

Stellung 
des 

Huirscom- 
mulator». 

SJanil  der 
Nadel  am 

Anfange  und 
Ende  jeder 

SchwiDgimg. 

Ruhestand 
der 
NmM. 

bcbwin- 
gungsbogen 

1. 

2. 
3. 
4. 
5. 

+ 

497.0 
496,2 

496,45 

—  0,5 

+ 

496.4 
496,4 

496,35 

496,30 

—  0,4 

+  0,2 

+ 

496,0 
496,2 

496,15 

+  0,3 

Hiernach  war  also  fast  gar  kein  Einfluss  des  Ihermomagnetischea  Slroms 

vorhiindon 


2.  Induction  des  Wismutlislabeü  bei 

Nr. 

normalem  Strome. 

der 
Schwin- 
gung. 

Stellung 
dM 

HlUlHMD- 

mateton. 

Staad  d«r 
Nadel  tm 

Anfange  und 
Ende  Jeder 
Schwingung. 

BnhMtond 

der 
Madel. 

Schwin- 

gungsbogen 
der  Nadel. 

AblenkQDg 

der 
fioaaeole. 

1. 

2. 

3. 

475,3 

+ 

472,8 
477,7 

474,65 
475,00 

+  3,70 
+  ö,40 

32«  10' 
westlich,  j 

4. 

5. 

6. 

7. 

8. 

9. 
10. 
11. 

+ 

471,8 

475,20 

+  6.80 

479,5 

475,32 

+  8,35 

470,5 
480,8 

475,33 
475.52 

-f-  9,65 
+  10,55 

470,0 

475,70 

+  11,40 

482,0 

475,87 

+  12.25 

+ 

469,5 
482.4 
469,3 

47  5,85 
475,90 

+  12,70 
+  13,00 
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Nr. 
d«r 

Schvin- 
guog. 


1. 
2. 
3. 
4. 

o. 
G. 
7. 
8. 
9. 
10. 


t. 

2. 

3. 

4. 

5. 

6. 

7. 

8. 

9. 
10. 
1 1 . 
12. 


3.  bei  umgekehrtem  Strome. 


stellang 
des 

HUlfgcooi' 
mulators. 


+ 
+ 
+ 


+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 


Stand  der 
Nadel  am 

Anrange  und 
Ende  ieder 

Scfaviogoog. 

Ruhestand 
d«r 

Schwin- 

AbleokuDg 

dar 
BooMola. 

503  5 

511,45 

+  9,80 

34«  50' 

509  3 

511,43 

•f  3,65 

Ostlicb, 

'  510,0 

510,62 

—  4,25 

513.2 

510,82 

—  4,75 

506,9 

510,58 

—  7,35 

515.3 

510,85 

—  8,90 

505,9 

510,70 

—  9,60 

545.7 

510.72 

—  9,95 

505,6 

510.53 

—  9.85 

515.2 

4.  bei  normalem  Strome. 


480,5 

474,0 

474.57 

7,45 

475,8 

474,40 

2,80 

475,0 

474,58 

+ 

0,85 

472,5 

474.40 

3,80 

477,6 

474,47 

+ 

6,25 

470,2 

474,23 

+ 

8,05 

478,9 

474.27 

+ 

9,25 

4f)9,1 

474.10 

+ 

10.00 

479.3 

473.93 

+ 

10,75 

i(18.0 

473, li5 

+ 

11,30 

47Li.:i 

473,65 

1 1 ,30 

468.0 

31«  48' 
wesUicb. 
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Nr. 
der 
Schwin- 
gung. 


ü.  bei  umgekehrtem  Strome. 


Stellung 
des 
Ilülfscom- 
mutatnrs. 

Sland  der 

i^llUCI  Ulli 

Anfange  oder 
Ende  jeder 
Schwingung. 

der 
Nadel. 

Schwingungs- 
bogen  der 
Nadel. 

501,5 

509.93 

+  10,15 

— 

508,2 

510,35 

4-  4,30 

+ 

510.0 

510.02 

O 

o' 

— 
+ 

51 1,9 

510.20 

—  3,40 

507.0 

509.80 

—  5.60 

513,3 
505,1 

509,08 
509.42 

—  7,25 

—  8,65 

51 4,2 

509.38 

—  9,65 

+ 

504,0 

509.05 

—  10,10 

514,0 

—  10,55 

+ 

502,9 

508.  iÜ 

—  11,00 

+ 

513,8 
502,1 

508.15 
507,83 

--  11,30 
—  11,45 

+ 

513,3 
502,0 

507,67 

—  11,25 

Ablenkung 

der 
Bousiole. 


L 
2. 
3. 
L 

5. 
fL 

IL 

1A 


32«  13: 
östlich. 


^  bei  normalem  Strome. 


L 

2. 
3. 
L 

IL 

IL 

a. 

liL 

LL 
\± 

11. 
UL 
liL 


486,0 

+  : 

461,0 

471,20 

20,40 

3103a: 

476,8 

470,60 

12,40 

westlich. 

+ 

467,8 

470,87 

0. 1  5 

471,1 

170,48 

1,25 

+ 

471,9 

470,52 

+ 

2,75 

467,2 

470,08 

+ 

5,75 

+ 

474,0 

470,45 

7,10 

466,6 

.i70.i^'i 

7.30 

+ 

473,8 

409,92 

± 

7,75 

465,5 

409,8.3 

+ 

8,90 

+ 

.  475,0 

470.02 

+ 

9,70 

465,1 

470,13 

+ 

10,05 

475,3 

470,17 

+ 

10,25 

465,0 

470.08 

10,15 

+ 

475,0 
464,8 

469.95 

+ 

10.10 
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Nr. 
der 
Sebwla- 


Stellung 

des 
HUKsconi- 
muUtors. 


Thermomagnetischer  Strom. 


stand  der 
Nadel  oin 
Anfange  und 

Ende  joder 
ScbwiogUDg. 


Ruhestand 
der 
Ntdet. 


Schwinpanps- 
bogen  der 
N«deL 


Ablenkung 
der 

BouMole. 


1. 

t. 

3. 

4. 

5. 

6. 

7. 

8. 

9. 
10. 
11. 


+ 
+ 
+ 

+ 
+ 


486.1 
486,5 
486.1 
486.2 
486.5 
486.2 
485,9 
487,0 
486,0 
487,9 
48C,4 
488.7 


486.30 
486.28 
486.25 
486.35 
486.20 
486,25 
486,48 
486,72 
487,05 
487,35 


+  0.40 
+  0.25 

—  0,40 

—  0.30 
0,00 

+  0,70 
+  1,05 
+  1,45 
+  1,70 
+  4.90 


1. 

2. 

3. 

4. 

5. 

6. 

7. 

8. 

9. 
10 
1  f . 
12. 
13. 
U. 
15. 
16. 
17. 


8.  Indaction  des  Eisenslabs 
bei  normalem  Strome. 


+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 

+ 
+ 


461,0 

• 

457,2 

464,85 

—  15,30 

484.0 

467,17 

—  33.65 

443.5 

466,30 

—  45.60 

494.2 

466,73 

54,95 

435.0 

466,10 

—  62.20 

500.2 

466,47 

—  67.45 

430.5 

466.25 

—  71,60 

503.8 

466,55 

—  74.50 

428.1 

466,55 

—  76.90 

506,2 

466,90 

—  78.60 

427.1 

467.05 

—  79.90 

507.8 

467.38 

—  80.85 

426,8 

467,35 

—  81,10 

508,0 

467,35 

—  81,30 

426,6 

467,35 

—  81,50 

508,2 

467,33 

—  81,75 

426,3 

1  ' 

31*48' 
westlich. 
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9. 

Bereebnimg  der  Vennehe. 

Zahlt  man  die  Schwingungsbögen  von  demjenigeo  an ,  welcher  der 
Null  am  nächsten  ist.  so  lassen  sich  die  dem  Grenzwcrthc  am  nächsten 
kommenden,  mit  Hülfe  des  bekannten  locarilhmischen  Decremenls  der 
Abnahme  der  Schwingungsbögen  —  0,12378,  auf  den  Grenzwerth 
reduciren  durch  Division  des  nlen  Schwingungsbogens  mit  (i  —  0.752*). 
Hiernach  ergeljen  sich  für  die  mit  Wismuth  gemachten  Versuche  folgende 
reducirte  AV(m  the : 


bogen 

ff*  ti/*if*t 

8. 

+  44,40 

+  13.20 

8. 

9. 
iO. 

+  12,25 
+  12,70 

+  13,65 
+  13,75 

+  43,60 

M. 

+  13,00 

+  13,80 

8. 

—  9.60 

—  44.42 

3. 

9. 

—  9.96 

—  43,40 

—  43.08 

40. 

—  9,85 

—  48.08 

•  9. 

4-  10,00 

+  13.17 

4. 

10. 
1 1 . 

+  10,75 

A  ä  OA 

+  11  ,oü 

+  \  3, 1  2 
+  IJ.Oö 

+  43.06 

42. 

+  11,30 

+  12,88 

40. 

—  40,40 

—  48,33 

44. 

—  40,55 

—  48.84 

5. 

48. 

43. 

—  44,00 

—  44.30 

—  48.85 

—  48.84 

—  48.46 

44. 

—  44,45 

—  48,46 

45. 

—  44.85 

—  44,76 

11. 

+  8,90 

+  10,8G 

12. 

+  9,70 

+  11.23 

• 

6. 

13. 
U. 

+  10,05 
+  10,25 

+  1 1.20 
+  11,10 

+  10,95 

15. 

+  10,15 

+  10,77 

46. 

+  40,40 

+  10,56 
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Bezeichnet  man  den  geringen  Einüuss,  welchen  der  thertuomagne- 
tische  Stroiii  ;inf  das  Resultat  dieser  Messungen  misultie,  mit  x,  so  er- 
bttU  man  aus  obtgen  Angaben  den  der  diamagnelischcn  Induction  allein 
eotsprechendea  Greozwerth  auf  normalen  Strom  redudii: 


+  13,60 

+  13,08--« 

4. 13,06 

+  12,16--« 

+  10,95  +« 


+  13,3i 
+  13,07 
+  12,61 
+  11.555 


also  im  Mittel  aus  allen  Beobachtangen 

=  +  12,6ii. 

Aus  diesem  Grenzwerthc  der  Scliwinirunijsbös'en.  welcher  nach 
der  Metbode  der  Multiplicalion  gefunden  worden  ist,  bei  gleichför- 
miger Vert  heil  ung  der  Inductionsstösse  auf  die  ganze  Schwingungs- 
dauer  der  Nadel ,  lässt  sich  nun  leicht  auch  derjenige  Grenzwerth  ablei- 
ten, welcher  nach  derselben  Methode  derMultiplication  erhallen  worden 
wäre,  wenn  alte  Inductionsstösse ,  statt  gleichförmig  auf  die  ganze 
Schwingnngsdauer  vertheUl,  auf  den  Augenblick,  wo  die  Nadel  ihre 
Bubelage  passirte,  concenirirt  gewesen  waren,  wodurch  das  fUr  Wi8> 
muth  erhaltene  Resultat  mit  dem  für  Eisen  vergleichbar  gemacht  wird. 
SetEt  man  uiimlich  das  bekannte  logarithmiscfae  Decrament  der  Abnahme 
der  SchwingungsbOgen  0,12378  Aloge,  wo  0  die  Grandzahl  der 
natürlichen  Logarithmen  bezeichnet;  so  findet  man  aus  obigem  Crenz- 
wertbe  den  gesuchten  durch  MuUiph'cation  mit 


 —j-.a 


=  1.574235, 


erbalt  also  den  gesuchten  Greozwerth 

+  1,574235. 12,644  =  +  19,905.*) 


•)  Sind  (lii^  IriduclionssfÖsse  sehr  zahlreich  und  gleichförmig  auf  ilie  saiize  Schwin- 
piUii;<;diiiiiM'  vcrlhcill,  so  wirken  sie  wie  ein  conslantcr  Slrom  auf  die  Nadel  und  es 
lässi  sich  dann  auf  den  nach  der  Metbode  deriUuliipiicalion  crtiallenen  Grenzwerthx 


4  4-  d 

die  $.8  iS.  601  toigefiihite  Bcgel  «iwttndeD,  wonach  c  -  zii^tE  kL,  wemi  E  die 
dem  Glelcbgewiehle  der  Nadel  bei  contlanleiii  Strom«  eolapredieiide  Ablenkung  und 
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Die  Reduclion  der  mit  Eisen  gemaclilen  Versuche  auf  ihren 
Grenz  Werth  ijiebt  folironde  Resultate: 


Schwiagaagsbogeo . 

beolMCblet 

rcducirt 

Mittel. 

8. 

—  74,50 

—  84,98 

9. 

—  74,60 

—  84,60 

10. 

—  76,90 

—  84,47 

II. 

—  78,60 

—  84.28 

42. 

—  79,90 

—  84,16 

—  83.876 

43. 

—  80,85 

—  84,04 

44. 

—  81,40 

—  83,50 

45. 

—  81,30 

—  83,10 

46. 

—  81,00 

—  8^,85 

47. 

—  81,75 

82.78 

log  c  das  logftrttbnisciie  Decreoeiit  der  Abnehme  der  Sdiwingungsbögca  bexekbod. 
Bei  dieser  Gteidigewichtsisge  der  Nedel  ist  duo  die  «blenkeDde  Krell  der  aus  der  Di- 

reelioodtraH  der  Nadel  resoUtrenden  Kraft  gieieh,  welche  bdcaantlich  dvrcb  ^.f 

dargestdll  wird,  wenn  Tdie  Schwiagungsdauer  ohne  Einflvss  der  DSnapfung  benicb- 
neL  Ist  nun  v  die  wirkliche  Schwingongsdaaer,  unter  dem  Einflasse  der  DSoipItog ,  fo 

ist  die  Geschwindigkeit,  welche  die  auf  die  ganze  Schwingungsdauer  gleich rönnig  vcr- 
Ibeiile  Stromkratt,  wenn  sie  auf  einen  Augenliück  coneentrirt  wirkte,  der  Nadel  erilMt- 

lea  wfirde  ^^^tx.  Ans  dieser  Geschwindigkeit  Bast  sich  aber  der  ßrenx  werlk 

der  Sdiwingangsbilgen  berechnen,  dem  man  sich  nach  der  Methode  der  Uultipli«  lü m 

nahem  wiinip ,  wenn  jene  roncenirirtc  Kraft  allemal  in  dem  Augenblicke  auf  di«-  NTi«'' 
wirkte,  wo  sie  ihre  Ruhehige  passirl.  Rezeithnet  man  nämlich  diesen  Gren/wi  rit-  uiil 
y ,  so  ist  nach  Jlt  i»  der  vorigt'n  Abhandlung  S.  3  4  8  f.  gegebenen  Reget,  wem)  ai«n 

den  angegebenen  Wcrtli  der  GescbwindigkeU  =  ^ .  £r  einsetzt : 

Die  Vcrdeichung  dos  hieraus  sich  ergdienden  Werths  veo  y  mit  dem  oben  angegobe- 
nen  von  x  führt  zu  der  Proportion  : 

^  -jarctangl  — i 


worin  nach  der  Theorie  der  Dlmpfung  für  den  Quotienten  y  ancb  f  + 
setzt  werden  kann. 
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Es  folgt  hieraus  das  Yerhältniss  der  beiden  dem  Wismuihslabe  und 
dem  Eisen  Stabe  enlspreclictvden  Grenzwerthe  wie  ^ 

+  10,905  :  —  83,876. 
AeliDliche  Versuchsreihen  sind  von  mir,  Herrn  Dr.  von  Qu  intus  Ici« 
Ii  US  und  von  Herni  Dr.  Riemann  ausgeführt  und  auf  gleiche  Weise 
berechnet  worden,  woraos  statt  des  angegebenen  Verhältnisses  folgende 
gefanden  worden  waren : 

+  18,158:  — 83,82 

+  15,857  :  — 88,80 

+ 14,890  :-^83«45. 
Im  Mittel  ans  allen  Reihen  eigiebt  sich  hiemach  das  Verhaltniss 

+  16,956  :  — 83,49. 
Nun  verhalt  sich  die  Intensität  der  vom  Wismnth Stabe  und  Eisen- 
stabe induoirten  Strome  diesen  Grenzwertben  direct  proportional,  und 
umgekehrt  proportional  der  Zahl  der  laductionsslOsse  wahrend  einer 
Schwingung,  für  welche  sie  gellen,  d.i.  der  Zahl  10,58.  20,437  =216,2 
ftlr  den  Wisniuthstab  und  der  Zahl  i  fllr  den  Eisenstab.  Üio  vom 
diamagnetischen  Wismuthstabe  indticirten  t  Icktrischen  Ströme 
sind  also  iliror  Hiclitung  nach  den  vom  ma  u  no  l  i.<^  c  hen  Eisenstabe 
induciricn  oU  ktrisduni  Strömen  entgegengesetzt  und  verhalten  sich 
ihrer  Intensität  niuii  wie 

1ö,9o6  :  83,49.216,2  —  \  :  106i..H, 
ungrachtet  dcrWismu(h«tab  339300  Milligramm  und  der  Eiscnstah  bloss 
790,86 Milligramm  wog.  Hiemach  kann  man  rechnen,  dass  wenn  der 
Wismulhstab  auch  ein  so  geringes  Gewicht  wie  der  Eisenstab  gehabt 
bütte,  die  Stärke  des  von  ihm  diamagnetisch  inducirton  Stroms 
466700  Mal  geringer  gewesen  sein  wttrde,  als  die  des  vom  fiisenstabe 
magnetisch  inducirten  Stropis. 

10. 

Vergleichung  der  beiden  Beslimmiinj^en  der  Stärke  eines  Kh  ktrodia- 
magnets  aus  seiner  magnetischen  und  inagneteleLtrischeo  Wirkung. 

Nadidem  in  den  beiden  vorbeigehenden  Abschnitten  die  magne- 
tische lind  die  magnetelektrische  Wirkung  eines  Elektrodie- 
magnets  einzeln  betrachtet  worden  sind,  gehen  wir  endlich  zur  quan- 


Digitlzed  by  Google 


« 

S8i        WURBUI  WbBBI«  BLBBnODTNinSCHB  BfAASSBBSTlBlIDlIGBIt 

titativen  Vergleichung  beider  Arien  von  Wirkungen  unter  einander 
aber.  Es  könnte  scheinen,  dass  sich  diese  Vergleichuog  gioz  einfach 
ausfuhren  liesse,  indem  man  bloss  1)  die  beobachtete  magnetische 
Wirining  des  Eleklrodiamagnets  in  Theilen  der  ebenAdla  beobachteleo 
magnetischen  Wirining  des  Eleklromagnels.  8)  die  beobachtete  ma- 
gnetelektrische  Wirining  des  Elektrodianiagnels  in  Theilen  der 
ebenfalls  beobachlelen  magnetelektrischen  Wiriomg  des  Eleklro- 
magnets  aasdrückte,  wie  dies  schon  oben  geschehen  ist  und  zu  folgen- 
den Resultaten  geführt  hat: 

j|  X  Magnetisch«  Wirkung  des  Elektrodiamatmeta   i 

'  Mognelische  Wirkunp  des  Elektromagnets       ""  4  470000  ' 

Q\  Majtnctelektfische  Wirkung  ries  ElektrodiamagneU    4 

/  MasaetoMiIrfMlM  Wirlmos  des  Blekiroawgnel«     —  4U70« ' 

IHase  einfiicfae  Yeigleichung  würde  aber  nur  dann  richtig  sein,  wen 
4)  derselbe  Elektrodiamagnet.  welcher  zur  Darstellung  der  ma- 
gnetischen Wirkungen  gebraucht  wurde,  auch  zur  Darstellung  der  ina- 
gnelelektrischen  Wirkungen  gedient  liüüe.  uud  svenn  ebciisfi  i  ler- 
selbe  Elektromagnet  zur  Darstellung  beider  Arten  von  Wirkun^ya 
angewendet  worden  wUre,  und  wenn  endlich  ',\\  .^  iw  ulil  jener  EK- 
trodiamagnet  als  auch  dieser  Elektromagnet  dabf  i  aus  grüsserer  Ent- 
fernung gewirkt  liJitfe,  im  Vergleiche  zu  ihren  eigenen  Dimensionen 
und  zu  denen  des  Körpers,  auf  welchen  gewirkt  wurde.  Diese  Bedin- 
gungen sind  aber  bei  obigen  Versuchen  niciit  erfüllt  worden,  und  es 
war  auch  nicht  mOgiich  sie  zu  erfüllen,  weil  dieDarslelluog  der  magnct 
elektrischen  Wirkungen  die  Anwendung  ganz  anderer  Apparate  als  die 
der  magnetischen  Wirkungen  und  möglichste  Verkleinening  der  Eni- 
femungen  der  auf  einander  wirkenden  Körper  nothwendig  machte. 

Werden  aber,  wie  dies  geschehen  ist,  zur  Darstellung  der  magae* 
tischen  und  magnetelektrischen  Wirkungen  verschiedene  Elektro- 
diamagnete  und  verschiedene  Blektromagnete  gebraucht,  so 
Iflsstsich,  auch  wenn  sie  ans  grosseren  Entfernungen  wirkten,  keine 
Gleichheit  in  den  angegebenen  Verhältnissen  erwarten,  und  die  darin 
sich  zeigende  Ungleichheit  (dass  nUmlich  das  eineVerhttlUiiss  etwa  3  Mal 
grösser  als  das  andere  war)  wttrde  noch  weit  grösser  ausgefallen  sein, 
wenn  nicht  schon  bei  der  Bestimmung  dieser  Verhältnisse  auf  die  Ver 
schiedenheit  der  Massen  Wismnth  und  Eisen,  welche  zu  den  verschie- 
denen Elektrodiamagneten  und  Elektromagneten  gebraucht  wurden, 
Rftcksicht  genommen  worden  wäre.  Durcii  diese  Berücksichtigung  der 
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Lngleichheit  der  Massen  wurde  die  gröbste  stattfindende  Verschieden- 
heit ausgeglichen  und  es  ist  interessant  zu  bemerken,  dass  durch  diese 
fierficksichligung  die  oben  angeführten  Verhältnisse  einander  schon  wirk- 
Hch  so  nahe  gebracht  worden  sind,  dass  sie  als  Grössen  derselben 
Ordnung  betrachtet  werden  können. 

Es  kommt  daher  darauf  an,  auch  noch  die  andercn  Verschiedenhei- 
ten aufzusuchen  und  zu  bestimmen ,  welche  nttchst  der  Massenverschie- 
denheifc  den  grOssten  Einflnss  haben»  lun  zu  piUfen,  wie  dadurch  die 
oben  angefbhrlen  Verhiüinisse  gelindert  und  ob  sie  der  Gleichheit  dn- 
durch  noch  ntf  her  gebracht  werden. 

Diese  Unlersochnng  ist  daram  von  Wichtigkeit',  weil  wenn  gar 
kerne  Verschiedenheii  der  gebranchlen  Blekirodiainagnete  und  Elektro* 
magnete  stattgefunden  ond  beide  ans  grosserer  Entfernung  gewirkt 
hatten,  nach  den  in  der  Einleitung  aufgestellten  Gesetzen 
der  diamagnetischen  Polarität  die  beiden  obigen  Yerhiiltnisse 
sich  ganz  gleich  ergeben  mdssten.  Da  sich  nun  aber  diese  Gleichheit 
praktisch  nicht  unmittelbar  prttfen  Usst,  so  ist  es  wichtig,  dass  man 
wenigstens  prüft,  ob  man  seh  dieser  Gleichhdt  desto  mehr  nfthere, 
jc  i^coauer  man  die  ihctkche  Yerschledeuheit  der  gebrauchten  Elektro- 
diamagnete  und  Elektromagnele  und  den  verschiedenen  Einfluss,  wel- 
chen die  geringe  Entfernung,  aus  der  sie  wirken,  auf  das  Yerhültniss 
ihrer  Wirkungen  austtbt,  bestimmt  und  berttcksichtigt,  wodurdi  man 
näherungsweise  dasselbe  erreicht,  wie  wenn  man  die  behauptete 
Gleichheit  unmittelbar  zu  prüfen  im  Stande  wäre. 

Zu  Jk  sem  Zwecke  dient  nun  die  folgende  Ucbersicht  und  Erörte- 
rung aller  hierbei  in  Betracht  kommenden  DifTeren/en. 

Erstens  indsste  eigentlich  bei  der  geringen  i:.nlfemung,  aufwei- 
che sich  die  beobachteten  Wirkungen  beziehen,  zum  Zwecke  einer  ge- 
nauen Vergleichung  die  ideale  Vertheilnngsweise  der  magne- 
tischen Fluida,  wie  sie  an  der  Oberfläche  des  Wismulhstabes  anzu- 
nehmen sei.  im  Vergleiche  zu  der  bei  dem  Eisenslabe  an/iuiehmenden, 
naher  bekannt  sein.  Da  dies  nicht  der  Fall  ist,  so  leuclüei  <nn,  dass  eine 
solche  Vergleichung ,  auch  wenn  die  Genauigkeit  der  Beobachtungen 
nichts  zu  wünschen  Hesse ,  doch  nur  einen  ungefähren  L'eberschlag  ge- 
ben kann,  weil  dabei  die  in  geringen  Entfernungen  ausgeübten  Wirkun- 
gen den  Momenten  proportional  gesetzt  werden  mossen,  was  genau 
nur  von  den  Wirkangeo  in  grösseren  Entfernungen  gilt. 


586        WlLMM  WbIBB»  BLBKTROOTHiUilSCHB  MAASSBBfiTIiniimOBll 


Zweitens  sind  bei  obigen  Versachen  zwei  verschiedene 
Eisenstabchen  i;eliraucht  worden,  von  denen  das  eine  bloss  5,  8, 
das  andere  790,86  Milligramm  wog.  Wir  dürfen  nicht  vorausselzen, 
dass  das  Eisen  beider  Stäbchen  in  magnelischer  Beziehung  sich  ganz 
gleich  verhalte.  Es  wurde  daher  derHagnelisoitfS  beiderSUIbchen  unter 
Einwirkung  desselben  galvanischen  Stroms  veiigUcfaen,  und  In  der  Thal 
ergab  sich  bei  geringerer  Intensität  dieses  Stroms,  dass  das  Verhsitniss 
des  magnetischen  Moments  von  dem  Yerhttltoisse  ihrer  Hassen  sehr  ab- 
wich; bei  wachsender  Intensität  des  Stroms  versdiwmd  aber  diese 
Ungleichheit  und  der  Magnetismus  beider  Stabchen  ergab  sich  bald  ib- 
ren  IMassen  fast  genau  proportional«  woraus  folgt,  dass  bei  unsem  Ver- 
snoben, wo  noch  stärkere  Strome  gebraudit  wurden,  eine  Reduetioo 
wegen  Yerschiedenartigkeit  des  Eisens  nicht  nOthig  ist. 

Drittens  sind  bei  ohiaen  Versuchen  verschiedene  Wismutb- 
stabe  c;ebrcUichl  worden ,  niiinlich  zwei  kleinere  zur  üoobachtnn!*  der 
magnetischen,  und  ein  ijro.sserer  zur  Beobachtung  der  magnelelektri- 
schen  Wirkung ,  von  denen  auch  nicht  vorausgesetzt  werden  kann,  dass 
sie  sich  in  diamagnetischer  Beziehung  ganz  gleich  verhielten.  Es  worde 
daher  der  letztere  in  zwei  HalAen  getheilt,  die  den  beiden  ersterenan 
Lange  und  Dicke  nahe  gleich  waren  und  darauf  mit  beiden  Paaren  ab- 
wechselnd einige  Versuche  zur  Vergleichung  ihres  Diaroagnetismns  ge- 
macht, aus  denen  sich  allerdin^  eine  nicht  ganz  nnerhebliche  Verschie' 
denheit  herausstellte ;  es  verhielt  sich  nämlich  die  Wirkung  des  ersten 
Paares  zu  der  des  zweiten  etwa  wie  1266  :  1000.  Wenn  sich  also  aus 
den  lodttctionswirkongen  des  grösseren  Slabs  Art.  8. 9  das  diamagneti- 
sche Moment  des  Wismuths  im  Vergleiche  zum  magnetischen  Momente 

des  Eisens  ^  ,     -  ergiebt,  so  würde  es  für  das  Wismuth  des  andern 

4  .)()  i  1'  0  d 

Stabs  =         erhalten  werden ,  wodurch  die  Uillerenz  dieses  \  erhalt- 

nisses  von  dem  aus  den  magnetischen  Wirkungen  al^leiteten  nicht  ver- 
kleinert ,  sondern  sogar  noch  vergrOssert  wird. 

Viertens  kommt  aber  auch  noch  die  Verschiedenheit  der 
elektromagnetischen  Scheidungskraft  der  beiden  gebrauchten 
Apparate  in  Betracht.  Diese  Verschiedenheit  lasst  sich  mit  hinreichender 
Genauigkeit  aus  den  ftlr  diese  Appanile  gegebenen  Bestimmungen  ab- 
leiten und  es  ergiebt  sich  daraus,  dass  die  elektromagnetische  Schei- 
dungskraft des  Inductionsapparats  4,8  Mal  grösser  als  die  des  elekifo- 
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diamai;nolisclicn  Messapparats  war*).  Zugleich  ergiebt  sich,  dass  in 
iit  uUm  Apparaten  die  eleklromagnelische  Scheidungskraft  eint:  solche 
Stin  ke  besass,  dass  nach  Milller's  interessanten  Versuchen  das  ma- 
gnetische Moment  der  Eisenstabchen  nicht  merklich  von  seinem 
Maximumvverlhe  verschieden  seia  konnte"*^},  dass  also  die  4,8  Mal 


*)  DiaDrabUpirale  des  «ICiktrodiamagnetiscbeD  Hessapparats  hatte  nach  Art.  i  i  La- 
gen jede  von  1 46  WiiiJuntrcn  und  war  1 90  Millimeter  lüiig;  ihr  innerer  Durchmesser 
war  17,  der  äussere  26  Milliincler,  und  die  Intensität  des  durch^phendon  Stroms  war 
nach  Art.  3  i  6,3  i .  Hieraus  ergiebt  sich  die  elektromagnetische  äclieidungskraft  in 
ihrer  Hitte  «ehr  Daba 

♦  .  446.a:r.  «6.H 

—  TTm 

Die  Ümhtspirale  des  luduciionsapparats  dagegen  hatte  nach  Art.  7  8  Lagen  jede  von 
120  Windungen  und  war  383  Millimeter  lang;  ihr  innerer  Durchmesser  war  S3,9,  der 
Innere  70lliUini«ler  and  die  Abtoakung  «iaer  in  10S  Millimeter  wesUicben  Abstand 
beOndJichen  Boassole  war  nach  den  Vetsucben  Art.  7  etwa  St^  wobei  die  Intensitil 
des  horizontalen  Theiis  des  Erdmagnetismus  =  1,8  zu  setzen  ist.  Hieraus  iSsstsicb 
lUDSchBt  die  Inteositäl  des  Stroms  »  berechnen  und  ergiebt  sida  sehr  nahe 

t  m   «.S  .  toog  38*  

*^  S  i  i 

(708*—  I  ats}' "  (708 + 1  ass}' 

wo  S  den  von  der  Spirale  umwundenen  Fldchenraum,  welcher  •=  <793S00  Quadrat- 
miUimeler  gefunden  wird,  also  i  =^95,6.  Die  gesadUe  Scbeidongslcraft  der  Spb«ie 

folgt  hieraus  sebr  nshe  o»  ^  =  301«.  Bs  verbttt  sich  ober  301 S : U9,» 

sehr  nahe  wie  4(3  :  I . 

**)  Bin  weicber  Bisenald)  nimmt  bald  einen  schwächeren  bald  einen  stlrkeren 
Mafjnctismiis  an,  je  nachdem  die  magnelisclie  oder  elektrom.igiietische  .'^clieidiingskran, 
die  auf  Hinwirkt,  kleiner  oder  grösser  ist.  Herr  Professor  J  o  Ii.  Müller  in  Frciburg 
tiat  nun  in  seinem  «Berichte  über  die  neuesten  Fortschritte  der  Physik*  üraunscbweig 
1 850,  S.  494  ff.  eine  Menssinte  Untomiehmg  ubw  die  Abhin^keit  des  SfagoeUsmus 
solcher  Bisenstlbe  ran  der  Stirke  der  auf  sie  wirkenden  Scheidungiriuifte  milgelheilt» 
welche  sich  dadurch  anszeichnet,  dass  der  MagnelisaMn  Bisensfibe  für  «hr  ver- 
scbiedene,  auch  sehr  grosse,  Scbeidungskräfle  bestimmt  worden  ist.  Es  bat  sieb  daraus 
da«?  merkwürdige  Resultat  ergeben ,  dass  der  Magnetismus  des  Eisenstahs  der  Schei- 
dungskraft, welche  auf  das  Eisen  wirkt,  keineswegs  immer  proportional  bleibt,  sondern 
dass  er  sich  bei  grösseren  Scbeidungskräftcn  einem  Greuzwerlbe  nähert.  Müller 
hat  £e  Besullale  setner  mit  einer  elektromagnetischea  Spirale  gemaditen  Messongen  in 
folgender  Formel  zusammengelbsst: 

*- 0,016.  dl.  toog  5^55^. 

worin  f  wenn  t  dlo  Stromstlrko  d«r  elektromagnetischen  Spirale  nach  absohttem  MeoMO 
bttMiflhnet  (nach  S.  151  a.  e.  0.) 

«.66,813  .s, 
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stärkere  Scheidungskraft  des  iDdactioDsapparatB  dem  Eisenattlbcheii  kei- 
nen stärkeren  Magnetismus  ertbeilte,  als  er  durch  die  eiD&che  Kraft 


und  (nach  S.  5H  i  wenn  .\f  den  Mn^^netismus  des  EiMOSlabe  in  der  eiektroffiagDeUscben 
Spirale  nach  absolutem  Maasse  bezeiclinet, 

jr  «»  6416011.  111 

EU  lelzen  Ul.  Die  von  HOlIer  gebcwiehlaD  Eisamilb«  warm  (nich  8.801)  330  Bi> 
niateir  lang  und  lagen  In  einer  Drahtspfrala,  wekho  300  Uillimeter  lang  war,  aas  der 
sie  auf  hei  len  Seilen  <o  Millimeter  hMrormglon.  d  bezeichnet  die  Dirke  di^»;  Eisen- 
stabs. Die  ürahtspirnic  bestand  aus  5  Lnf^en  übereinnnder ,  jede  zu  76  Windungen;  ihr 
innerer  Durchmesser  war  iQHillimeler  und  die  Dicke  des  Drahts  i,6  Milhmeier.  Hier- 
nach wird  dia  Slirfca  der  Seheldungtkraft,  welche  der  Strom  elnar  Lage  mWto> 
dnogan»  deren  Batbmeeeer  r  ist,  auf  einen  Pttnil  det  Eisenelabt  anaObt,  wdehcr 
In  dar  Enttarnung  »  a  von  der  imie  der  Spirale  Hegt»  dnrcb  folgenden  Anadroek  dv^ 
eeitelli: 

/•o -1-150 

i.lt         L  dx    <M     .  I        o  -f  4  50  o— «50  | 

•^a  — 450 

Im  Mittel  für  den  ganzen  Eisenstab  folgt  hieraus  die  Stärke  dieser  I^raA 

/<+<«» 

4 5«  T»  j  r  r.  JJ^' 0   O  — 450         1  . 

»00  ,  830 1  Lrita  +  <5ö;'4.  rrj     lj{la— 460/»+  rrj 
Endlich  für  alle  5  Lagen : 


^  .  f  j  [/(3 1 5^  rr)  - /(l  6« -f  rr]]  dr  =  1 3, 


56S  .1. 


Dieae  Mntt  natarachadel  eich  von  der  ardmagnetfschen  Kraft  nur  dorck  flia 
SOifke  vnd  kann  daher  nach  demaeOwn  abeointen  Maaaae  beattnnit  wacdan,  m 
hier  aveh  geschehen  ist  Wir  woUen  die  Starke  dieser  Erail  mü  JT  haidehosDi  » 
ist  also 

A'=  13,862  I. 

Setzt  man  nun  diese  Wertlie  in  die  MüUer'sche  Gleichung,  so  erhält  man 

jr==  14.498. d'.tang^^. 
Diese  Formel  gilt  zunSchst  für  Eisensläbe  von  330  Millimeter  LSnge;  um  sie  auf  andere 
Slablängen  anwendbar  zu  machen ,  muss  der  E4)gBn       _  ^  «ftit  230  multipUcirt  uwi 
mit  der  Stablinge  l  dlvidirt  werden ,  also 

JT-.  tM98.<it.laBg|^^,J-^, 

jedoch  hat  Müller  selbst  bemerkt,  dass  der  so  in  Rechnung  gebrachte  EinfliMS  derLSus« 

mit  der  Erfahrung  nicht  genau  übereinstimme  und  d.-iher  noch  einer  genaueren  Prüfonff 
l>ediirfe.  Wendet  man  nun  diese  aus  den  Müller  sehen  Versuchen  abgeleitete  Hegei  an, 
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erhallen  haben  wttrde.  Andere  yerbflit  es  sich  mit  den  Wismut h Stä- 
ben, deren  diamap^netisches  Moment  auch  noch  mit  den  grüssleik  Uar- 
stellbaren  ScbeiUuagskt  äRea  pi  oporlioual  wacbsead  aozuoehmeu  ist  *). 


um  dm  Magnetismos  der  beiden  Eisenstsbchen  zu  bestilDDien,  welche  sieb  in  den  bei- 
den oben  beschriebenen  Spinilen  des  clektrodiamagnelirichen  Messapparats 
und  des  InductioiisapparaU  befanden,  so  hat  man  für  das  erste  Slübchcn 
/  =  9S  und  ausserdem  «ein  absolutes  Gewicht  6,8  Miliigramm  mid  sein  specitisches 
Gewicht »  7,78 ,  woraus  seine  Dicke  if  «i*  0,101 6  folgt.  Der  Werth  too  X  für  dieee« 
Stlbdiea  bl  in  der  vorigmi  Note  bestimmt  X  ^  Ct9»9 ;  man  erhall  also  llir  dieses 
Sttbeben 

^  »  i7,76  are  lang       9T'  13"  mm  «7,086. 

Für  das  sweite  Sttbchen  ist        180,  maserdem  ist  ssin  absolatea  Gewiehl 

790,86  Milligramm  und  sein  specifisches  Gewicht  =  7178,  woraus  seine  Dicke 
J  0  R  ?  i  ?  L'F^fundcn  wird.  Der  Werth  von  x'  ist  lür  dioses  suabchen  in  der  Tori^n 
Note  bestimmt  ä'      30M  ;  man  erhält  daher 

-=  17,76  arc  tang  89"  17' 13"  =.  27,834. 

Bemerkt  man,  dass  hierin  ddl  und  dfift  den  Massen  der  beiden  EiscnslSbcben  pro- 
portional sind,  so  en^ebt  sich  hieraus  ein  ganz  nahe  gleiches  Vcrhäitniss  des  Magnetis- 
mus zur  Hasse  für  beide  Stäbchen ,  ungeachtet  auf  das  letztere  Stäbchen  eine  4,8  Mal 
grossere  ScbeidungskrBfkwUd«.  Eine  genaneivBaslimmang  hieraber  findet  man  Art.S4 
bis  S6,  wo  auch  «fie  von  Bnff  nnd  Zamminer  gegen  die  HQHer'aoben  Terandw 
eriiobenan  Bedenken  erMerl  werdra« 

*)  Aus  keiner  bisher  bekannten  Thatsache  ISsst  sich  eine  Abweichung  von  dem 
Gesetze  der  Proportionahllil  dos  Diamagnetismus  mit  der  magnetischen  Scheidiingskrafl 
entnehmen,  vielmehr  la'ispn  sich,  wenn  es  auch  an  Messungen  fehlt,  versclaedeiie  für 
dieses  Gesetz  sprechende  Ihaisachcu  anfütiren.  Die  wichtigste  und  auch  in  audereo 
Beiiehungen  Intwosanleile  ist  die  von  PlCloker  enldeefcle  nnd  niher  vnlenniehte 
Thalsacbe,  wonadi  derselbe  Magnetpol  Je  nach  der  Tersehiedenen  Ent- 
fernung in  derselben  Masse,  s.  B.  in  Holzkohle,  Diamagnetismus  oder 
ICagnetismus  hervorruft.  Die  nähere  Untersuchung ,  welche  Piücker  hierüber 
in  Poggendorffs  Annalen  i848,  Bd. 73,  S.  6l6ff.  milgelheilt  hat,  beweist,  dass  hierbei 
die  verschiedene  Entfernung  des  Magnetpols  unmittelbar  als  sol- 
che nicht  in  Betracht  kommt,  sondern  nnr  Indlreet,  insofern  einer 
grSsseren  Bntfernnnt  eine  Abnahme  der  Kraft  entspricht;  nOcker 
hat  nimlich  bewiesen,  dass  der  Mägnetismns  der  Holskohle  in  Diami^ 
gnetismus  verwandelt  werde  durch  die  blosse  Zunahme  der  auf  die 
Holzkohle  wirkenden  magnetischen  Kraft.  Diese  interessante  Thalsache 
findet  n'üinlich  ihre  einfachste  Erklärung  nach  obigem  Gesetze  der  Proporlionaiiläl  des 
Diamagnetismus  mit  der  magnetischen  Scheidungskraft,  sobald  man  dabei  nur  das  von 
Malier  ISr  den  Magnetismtu  dM  Bisens  bewiesene  Geseti'audi  fiir  den  "'(r***^'^ 
der  Hollkohle  gelten  IVast;  denn  nihert  sieh  derMagnatisrans  derflelikohle  bei  mneh- 
mender  Scbeidungskrafl  ehiem  Greniwerthe,  wibrend  dar  DianiBfBaliwnni  dar 
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Hedlicirt  iiiiin  hioriuicli  das  tius  den  Indiiclionswirkungen  erhallene  Re- 
sultiit  auf  L'inn  i.S  IMal  schwüchcrc  Scheidimgskrafl,  um  es  mit  dem  aus 
dor  inagncli.si  In  11  Wirkung  erhallenen  Resultate  vergleichbar  zu  machen, 
so  iiiusü  das  Uiauiagnelische  Moment  des  Wismulhs  i,vS  Mal  kleiner  ge- 
nommen werden,  während  das  niagnetisiche  Moment  des  Eisens  unver- 
ändert l)lcibt.  Man  erhalt  dann  für  das  erstere  Moment  im  Vergleiche  zu 
dem  letzteren,  statt        ,  blos  ^j^,,-,  =  „gl^^^. 

Dieses  aus  der  magnetelektrischen  Wirkung  abgeleitete Be- 
sultat  lässt  sich  nun  mit  dem  aus  der  magnetischen  Wirkung  Art.  i 
gefundenen  direct  vergleichen,  wonach  nttmlich  das  diamagnetiscbe 
Moment  des  Wismuths  im  Vergleiche  zum  magnetischen  Momente  des 
Eisens  =:  it^^öü«  ^■'^^^'^i^  wurde. 

Die  Differenz  der  beiden  betrachteten  Verhältnisse,  welche  voiher 
200  Procent  betrug,  ist  durch  Berücksichtigung  der  angegebenen  Vei^ 
schiedenheit  aof  etwa  17  bis  18  Procent  redticirt  worden  und  diese  An- 
näherung an  die  Gleichheit  muss  um  so  befriedigender  erscheineo,  all 
dabei,  weil  der  zuerst  angeführte  Grund  jener  Differenz  unberück- 
sichtigt bleiben  mussle,  nar  von  einer  ungefilhren  Vergleichung  die 
Rede  sein  konnte.  Auch  ist  zu  bemerken ,  dass  der  zuletzt  angegebene, 
bei  weitem  einnussreichsle  Grund  jener  Diflerenz  noch  ciiici  genaueren 
Berücksichtigung  ftihig  ist,  wenn  dabei  slaii  du  ui)ca  angeführten' Mül- 
le r'schen  Versuche  die  genaueren  darüber  gevvDnnenen  Resultate  zum 
Grunde  gelegt  werden,  die  man  Art.  24  bis  20  /usanunengeslelll  lindel, 
wodurch,  wie  in  dor  Note  Art.  27  angegeben  ist,  das  Verhallniss 
auf  ,593^^  vermindert  wird,  so  dass  nur  noch  eine  Differenz  von 

etwa  8  Procent  im  Verj^lciche  mit  dem  andern  Verhältnisse  übrig  bleibt. 

Nach  dieser  Vergleichung  des  Verhältnisses  der  magnetischen  und 
magnetelektriscben  Wirkungen  eines  Elektrodiamafi^ncts  mit  dem 
Verhältnisse  der  magnetischen  und  magnetelektrischen  Wirkungen  eines 
Eleklromagnets  findet  sich  also  das  Resultat  bestätigt,  dass  in 
der  Natur  des  Diamagnetismus  die  elektrodia magnetische  und  die 
diamagnet elektrische  Wirksamkeit  wirklich  ebenso  begründet  ist. 


Holzkohle  glcichmSsftig  Tortwächsl,  so  leuchtet  von  sdbst  «in,  dass  der  Diamagnetisniu^ 
endlich  den  M.^gneti--niuR  ühcrtreffen  muss ,  was  so  viel  heisst,  als  da«s  der  Magoetis- 
mus  der  Holzkohle  in  DiamagDclumu«  verwandelt  werde. 
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wie  in  der  Natur  des  Magnetismus  die  elektromagnetische  und  die 
magnetelektrische,  und  zwar  stehen  auch  jene  Wirkungen  ihrer 
Grösse  nach  in  demselben  Verhältnisse  zn  einander,  wie  diese,  so  weit 
sich  dies  prtlfen  lüsst,  zum  Beweise,  dass  zwischen  diamagnetischcr 
und  magnetischer  Wirksamkeit  in  den  verschieden.irtigsten  Be- 
ziehungen gar  kein  Unterschied  stattfindet,  wodurch  das  in  der 
Einleitung  anfgestelile  Gesetz  der  diamagnetiscben  Polarität  be- 
wiesen ist. 

Es  bliebe  hiernach  nur  noch  ffl»rig,  die  aus  den  obigen  Yersochen 
gefimdenen  Hesnltate  zu  bennlzent  tun  das  Verhidtniss  za  bestimmen, 
in  wetohem  die  Starke  des  Wismnlbdiamagneb'smns  zur  SiSrke  des 
Eisenmagnetismus  steht.  Es  leuchtet  aber  aus  den  Torbeigegangenen 
Erörterungen  ein,  dass  von  einem  bestimmten  Verhältnisse  desDiama- 
gnetisnras  des  Wismnths  zom  Magnetismus  des  Bisens  im  Allgemeinen 
nicht  die  Rede  sein  könne,  weil,  wenn  man  auch  Wismuth'  und  Eisen^ 
Stabe  von  gleicher  Grösse  und  Gestalt  dabei  voraussetzt,  jenes  Verhält- 
niss  doch  bei  verschiedener  Stärke  der  magnetischen  Scheidungskraft 
sehr  verschieden  erhalten  wird,  indi  in  der  Diamagnelismus  bei  luuaii- 
mender  Scbeidungskrafl  gleichmassiy  wachst,  während  cli;r  Mai^ietis- 
mus  sich  einem  Grcnzwerfhe  nithert.  Ein  solches  VcrliiUlniss  lüsst  sich 
daher  nur  unter  der  BcscluiuikiirtG'  hestimmen,  dass  die  magnetischen 
Scheidungskräfte  so  klein  sind,  dass  die  Abwcichnnj?  dos  Eisenmagne- 
lismus  von  der  Proportionalität  mit  diesen  Krallen  dabei  noch  nicht 
merklich  sei.  Unter  dieser  Beschränkung  iiesse^sich  nun  /war  nach  obi- 
gen Resultaten,  mit  Hülfe  des  in  der  Note  S.  ö27  angeluhrten  Müller'- 
schen  Gesetzes,  das  Verhaltniss  des  Wismut  hdiamagn  et  ismus  zum 
Eisenmagnetismus  bestimmen;  es  ist  aber  zweckmässiger,  diese 
BestimmiinL'  ?n  verschieben,  um  dabei  fdr  den  Eisenmagnetismus  auch 
diejenigea  Versuche  zu  benutzen,  die  wir  im  letzten  Abschnitte  Art.  25. 
26.  kennen  lernen  werden,  vre  dann  die  Bestimmung  jenes  Verhältnisses 
bogefllgt  werden  soU. 


3g 
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FanidAy's  Venuche* 

Es  soll  hier  nicht  von  Faraday's  früheren  Versuchen  gehandelt 
werden,  durch  die  er  zuerst  zu  der  Annahme  geftlhrt  worden  war. 
welche  PI  (Icker  am  kürzesten  in  den  Worten  ausspricht:  «Im  Wismulh 
inducirt  jeder  Nordpol  eines  Magneten  einen  Nordpol ,  jeder  Süd|>ül 
einen  Südpol.»  Vlürker  ^;iL't  von  dieser  Annahme,  dass  jeder  Physiker 
darauf  verfallen  miisste ,  und  dass  diamagnetische  Polarität  eioe 
noth wendige  Folge  derselben  sei.  ^^'ir  beschränken  uns  hier  auf  dieje- 
nigen Versuche,  welche  von  Faraday  neuerlich  zur  Widerlcgnng  die- 
ser von  ihm  zuerst  vermutbeleo  diamagnetischen  Polarität  ge- 
macht worden  sind. 

In  der  That  waren  bald,  nachdem  die  Wichtigkeit  eingeleucblet 
hatte,  welche  die  wirkliche  Nachweisung  der  diamagnetischen  Po- 
larität besitzt,  so  viele  und  verschiedene  Thatsachen  dafür  gefunden 
und  milgeUieilt  worden,  dass  diese  Polarität  fast  ausser  allem  Zweifel 
gesetzt  zu  sein  schien.  Ich  habe  in  meinem  ersten  Aufsatze  (Berichte 
der  K.  S.  Gesellschaa  der  Wissenschaften  1847,  S.  346  und  Poggeiulorl& 
Annalen  1848,  Bd.  73,  S.  242)  besonders  die  Beweiskraft  hervorgeho- 
ben, welche  in  dieser  Beziehung  der  von  Reich  angestellte  Venodi 
besitzt,  wonach  Nordpol  und  Sttdpol,  wenn  sie  von  derselben  Seile  her 
auf  ein  Stock  Wismuth  wirken,  keineswegs  dasselbe  mit  der  Summe  der 
Krttfte  abstossen,  welchcwsie  einzeln  ausüben  würden,  sondmn  vielBtehr 
nur  mit  der  Diflbrenz  dieser  KrSfke  —  und  habe  andere  Versuche  bei* 
gefügt,  welche  die  beiden  Pole  eines  in  diamagoeliscbem  Zustande 
erhaltenen  Wismuthstabs  durch  den^Gegensatz  von  Anziehung  und 
Abstossnng  unmittelbar  erkennen  liessen.  Endlich  fügte  ich  auch 
die  mit  dem  in  Art.  7  erwähnten  Apparate  gemachten  Versuche  bei, 
welche  g^idie  von  Diamagnetpolen  wie  von  Magnetpolen  aus- 
geübte elektromotorische  Kräfte  nachzuwmsen  schienen.  Hiens 
schlössen  sich  unmittelbar  einige  Versuche  von  Poggendorff  an  (An- 
nalen 4848,  Bd.  ?3,  S.  475 1),  wdche  iheils  zur  Bestätigung,  Iheib  zur 
Ergänzung  dienten ,  indem  sie  besonders  die  Nachweisong  der  beiden 
Diainagnetpole  durch  den  Gegensatz  der  Wirkung  gaben,  welche 
der  galvanische  Strom  auf  sie  ausübt,  und  geradezu  bewiesen,  daW 
ein Wismulhslab  in  der  äquatorialen  Lage  ein  wirklicher  Irausvcrsal- 
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magnet  wäre,  der  die  Linie  seiner  Nordpolc  demNordpolc  und  die  Linie 
seiner  Südpole  dem  Stldpoie  des  Magnets  zukehrte,  was  ausserdem 
Plücker  Annalen  1848,  üd.  73,  S.  G13f.}  durcli  eine  sehr  sinnreiche 
darauf  gegründete  Anwendung  bestätigt  fand ,  welche  ein  einfaches  und 
praktisch  wiclitigos  Mittel  an  die  Hand  gab,  den  Diamagnetismus 
schwingender  Körper  bedeutend  zu  verstarken.  Flacker  erklärte 
es  dabei  selbst  für  unwidersprechlich ,  dass  der  Diamagnetismus  in 
einer  polaren  Erregung  bestehe,  eine  Theorie,  die  er  zuvor  nur 
wegen  der  grossen  Schwierigkeiteo  ihrer  ailgooiehien  Begründung  fal- 
len gelassen  habe  und  erst  dann  wieder  aufgenommen,  als  die  Polarität 
so  entschieden  nachgewiesen  worden.  Endlich  hat  Flacker  an  diesem 
Orte  seihst  noch  eine  der  haaptsflchlichsten  der  von  ihmerwShntenSchwie» 
rigkeiten,  nttmlich  die,  welche  aus  dem  bei  manchen  Korpem  beobachteten 
mag  netischen  Verhalten  in  grösserer,  nnd  dem  diamagnetischen 
Verhalten  in  kl  ein erer  Entfernung  vom  Ifognetpole  entsprang  (sidiö  die 
Note  S.  529),  durch  die  nähere  Untmuchnng  in  solcher  Weise  erledigt, 
dass,  wie  er  selbst  sagt,  «das  ihm  nicht  v^mutfaete,  aber  von  rein 
theoretischein  Gesic&t^nkte  aus  zn  erwartende  Resultat  statt  der  frü- 
heren Schwierigkeit  eine  mericwOrdige  Bestätigung  der  von  Faraday, 
Reich,  Weber  und  Foggendorff  adoptirten  Theorie  des  Diamagne- 
tismus gebe,  zu  der  auch  er  sich  jetzt  entschieden  bekenne.» 

Allen  diesen  schnell  auf  einander  gefolgteu ,  in  demselben  73.  Bde. 
von  Foggendorfis  Annalen  enthaltenen  Nachweisungen  der  von  Fara- 
day zuerst  vennuthelen  diamagnetischen  Polarität  widersjMichl 
uuii  [  aiaday  durcli  seine  23sle  Versuchsreihe,  deren  tiiihere  Betrach- 
tung auch  für  die  hier  beschriebenen  Versuche  von  Wichtigkeit  ist. 

Bei  der  Autorität,  welche  dieser  grosse  Naturforscher  mit  ko 
vollem  Rechte  genies.st,  uiul  dem  hitcrosso  welches  seine  Arbeiten 
überall  erreü;en.  durlen  die  von  ilim  an-cfulirten  Versuche  zur  Wider- 
legung der  diamagnetischen  Polaritüt  als  bekannt  vorausge- 
setzt werden.  Auch  kann  es  sich  nicht  um  die  Richtigkeit  dieser  Ver- 
suche handeln,  an  der  bei  Faraday's  anerkannter  Meisterschaft  nicht 
zu  zweifeln  ist.  Es  handelt  sich  hier  wesenthch  nur  darum ,  ob  und  in 
wie  weit  diese  Versuche  gegen  diamagnetische  Polaritttt,  wie  sie 
hier  gleich  zu  Anfimg  definirt  worden  ist,  wirklich  zeugen  und  bewei- 
sen. Dabei  kommt  nun  hauptsJlchlidi  .dreieriei  in  Betracht:  erstens, 
dass  Faraday  nicht  alle  Versuche,  welche  zar  Nachweisnng  der  dia- 
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magnetischen  PolantJlt  E^cniiaclil  worth^ü  amd,  wiederholt  hat;  zwei- 
tens, dass  Faradav,  i)ei  aller  Meisterschaft  im  Gebrauche  seinerHülfs- 
mittel,  in  tler  "Feinheit  der  Versuche  durch  die  Instrumente,  deren  or  sich 
bediente,  beschrankt  war.  Drittens  endlich  hat  Faradav  nach  seinco 
Ansichten  ninncheErscheiuuu^^eü,  die  von  and  rn  IMissikern  auf  diama- 
gnetische  Po!arif9t  zurtlckijefuhrt  werden,  auf  andere  Weise  zu  er- 
klären gesucht.  Es  erscheint  daher  sogar  zweifelhaft,  ob  Faradav  die 
diamagnetische  Polarität  in  dem  Siooe,  in  welchem  sie  hier  zo 
Aafong  definirt  worden  ist,  wirklich  bestreitet. 

Was  die  von  Faraday  nicht  wiederholten  und  unberücksichtigt 
gelassenen  Versuche  beliiffl»  so  bemerke  ich  zunächst,  dass  in  Art.  2€8d 
Beiaer  Abhandlung  ein  vod  mir  mit  einem  von  Reich  gemachtea  Yef- 
Mche  verwechsdt  za  aein  scheint,  wodurch  es  gfeschehen  ist,  daas  Fa- 
raday den  von  Reich  gemachten  Versuch,  dessen  Beweiskraft  tk 
dinmagnetische  Polarität  von  mir  besonders  hervorgehoben  wor- 
den war,  gams  ttbersehen  hat,  wonach  namUch  Nordpol  und  Sttdpol. 
wenn  sie  zugleich  von  derselben  Seit^  her  auf  ein  Stflck  Wisnmth  w^^ 
ken,  keioeswogs  dasselbe  mit  der  Sonune  der  Krilfke  abslossen,  wokbe 
sie  euizeln  aosttben  worden,  sondern  nur  mit  der  Differenz  dieser  KrilAe. 
Dieser  Versuch  ist  von  Reich  mit  dem  feinsten  Instrumente  gemacht 
worden ,  was  dazu  gehraucht  werden  kann,  nAraKch  mit  der  fiemen  1«^ 
sionswaage,  womit  er  die  classische  Wiederholung  der  Ca.vendish'- 
schcn  Versuche  ausgeführt  hatte.  Ich  kann  hier  nur  wiederholen ,  was 
ich  tlber  diesen  Versucii  m  uieinem  ersten  Aufsatze  gesagt  .  ila - 
daraus  allein  sclion  nut  grösster  Wahrscheinlichkeit  geschlossen  \s  crd^  n 
kauu,  dasü  der  Gruud  der  diamagnclisch 'n  ktaft  in  einejn  im  Wisiiiuili 
vorhandenen  beweglichen  impondcrab.cn  ücstandtheile  zu  suchen  sei, 
welcher  i)ei  Annäherung  eines  Mnenotpols  verschieden  bewegt  oder 
vertheilt  werde.  Die  gleichzeitige  Annülicniricr  zweier  entgegengesetzter 
Pole  von  dieselben  Seite  her  bewirkt  danu  nämlich ,  dass  der  impoo- 
derable  Bestandtheil  weder  die  eine  noch  die  andere  Bewegung  oder 
Vertheilung  annehmen  kann,  an  welche  das  Hervortreten  der  diamagne-  ' 
tischen  Kraft  geknitpfl  ist,  woraus  sich  das  Verschwinden  dieser  Kraft 
in  diesem  Falle  ergiebt.  —  Ferner  gehören  hierher  die  von  Po gg en- 
do rff  angestellten  und  in  demselben  73.  Bde.  der  Annalen  (S.  475—479) 
beschriebenen  Versuche,  durch  .welche  er  ohne  Hülfe  so  üBiner  Mes- 
sungsmitiel,  wie  ich  gebraucht  habe,  dasselbe  Resultat  durch  einen  eia- 
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fiiehett,  aogenftilHg  ttberzengenden  Versuch  sogar  auf  zweifache  Weise 
ertangl  Int.  Die  Wiederiiolimg  dioBor  Poggendorffschen  Yersuche 
findel  keine  Scbwieriglceit  und  ist  von  Terschiedeneii  Beoliacliteni  aos- 
gefitbrt  worden. 

Unter  den  Tnslmmenlen,  die  eine  noch  grössere  Feinheit  und 
Genauigkeit  gestatten,  als  diejenigen,  deren  sich  Faraday  bedient 
bat,  kommen  hauptsachlich  die  nach  den  Gaus  stechen  Vorschriften 
eingerichteten  Magnetometer  und  Galvanometer  in  Betracht. 
Auch  ich  würde  ohujd  diese  Instrumente  meine  Versuche  gar  nicht  aus- 
zuführen UD  Stande  gewesen  sein.  Wenn  nun  Faraday  diese  Versuche, 
aber  ohne  diese  Instrumente  aosnwenden,  wiederholt  hat,  so  ist  es 
wohl  erklärlich,  dass  er  mit  seinen  wenn  aach  sonst  feinen  HttUbmitleln 
die  von  mir  beobachteten  sehr  schwachen  Wirkungen  nicht  wahrneh- 
men konnte.  1  aiaUay's  hauptsächliches  Bedenken  gos;en  nuMnc  im 
73.  Bde.  von  Poggcadorffs  Annalen  mitgelheilten  Beobaehuingen  beruht 
übrigens  darauf,  dass  ich  daselbst  tbe  von  ihm  sehr  sorgfUitier  beach- 
teten Erscheinungen  der  secundiiren  Volta-Induction  gar  nicht 
erwähnt  hatte,  welche  desto  deutlicher  hatten  hervortreten  müssen,  je 
feiner  meine  Instrumente  gewesen  waren.  Ich  bemerke  hier  deshalb,  dass 
obiger  aus  den  «Berichten  der  K.  S.  Gesellschaft  der  Wissenschaften»  ent- 
lehnte Artikel  in  Poggendorffs  Annalen  nur  eine  vorläufige  Notiz  meiner 
Arbeit  geben  sollte,  wobei  die  speciellere  Erörterung  für  eine  spatere 
Abhandlung  vorbehalten  ^vnrde.  Es  wird  genügen,  hier  noch  anzuführen, 
dass  ich  bei  jenen  Versuchen  den  Einfluss  der  secundttren  Volta-Induction 
zwar  durch  angemessene  Gombination  der  Yersuche  möglichst  zu  eli- 
miniren  gesucht  habe;  dass  es  aber  jedenfoUs  weit  vorzuziehen  ist,  die^ 
sen  Einfluss,  wie  es  bei  den  in  dieser  Afahaiidlang  beschriebenen  Vei^ 

■ 

Buchen  geschehen  ist,  gans  sn  beseitigen. 

Fassen  wir  kurz  zusammen,  welchen  Einfluss  hiemadi  diese  f  a- 
raday'sche  Untersuchung  auf  die  Fhige  der  dia magnetischen  Fo- 
laritflt  habe,  in  dem  Smne,  wie  sie  hier  gleich' zu  Anfiing  definirt 
worden  ist,  so  dtlrlte  derselbe  Ton  geringer  Bedeutung  ^erscheinen. 
Faraday  hat  nSmlich  mehrere  Versuche  von  Reich  und  P eggen- 
der ff  tlbersehen,  bei  andern  Versuchen,  namentlich  bei  den  von 
P  locker  gemachten,  hat  er  bloss  eine  auf  andern  Ansichten  bendiende 
Erklärung  gegeben,  wobei  es  ungewiss  erscheint,  ob  diese  Ansichten 
mit  dcmjenigeu  Simie  der  diauiague tischen  Polarität,  welcher  in 
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der  hier  gleich  zu  Anfang  gegebenen  DeGnilion  aufgestellt  worden  ist, 
in  wirklichem  Widerspruche  stehen.  Was  endlich  noch  besonders  den 
Zweifel  betrifft,  welchen  Faraday  an  der  Richtigkeit  der  Resultate  mei- 
ner Versuche  äussert,  so  durfte  erstens  dieser  Zweifel  durch  die  obige 
Bemerkung  gehoben  sein,  zweitens  findet  derselbe  auf  die  io  dieser 
AbbaixUuog  bescbfiebeaen  Yersucfae  gBr  keine  Anweoduog. 

Feilitzsch  s  Versuche  uud  Theorie. 

In  Art.  3  und  4  ist  bewiesen  worden,  dass  ein  Wlsmuthslab  in  eiiur 
galvanischen  Spirale  als  Blektrodiamagnet  auf  eine  Magnetnadel  di 
Drehungsmoment  gerade  in  entgegengesetzter  Richtung  wie  eis 
Bisenslab  in  derselben  Spirale  als  Blektromagnet  ausübt.  Hiennit 
steht  nun  aber  das  Resultat  in  Widersprach,  zu  welchem  Feilitzscli 
gelangt  ist,  indem  er,  geleitet  durch  eine  andere  tiieoretÜBche  Ansidit. 
em  anderes  Resultat  erwartete  und  durch  Versuche  zu  bestätigen  socfato 
(siehe  Poggendorffs  Annalen  4851,  Bd.  88,  S.  90 — 1 1 0) ,  nämlich  fol- 
gendes: «Wismudi  erhält  innerhalb  der  elektrisdien  Spirale  eine  tnv 
schwächere,  aber  eine  gleichgerichtete  Polarität,  wie  das  weiche  Bisea.» 

Der  Grund  dieses  Widerspruchs  liegt,  wie  ich  glaube,  in  einer  aehr 
wesentlichen  Verschiedenheit  der  von  mir  und  Feilitzsch  gcbrauchleo 
Einrichtung.  Feilitzsch  sagt;  «Die  Spirale  wurde  etwa  iOd'""»  onl- 
feml  auf  der  Westseite  einer  kleinen,  an  eitieni  Coconfaden  aulyeliduge- 
nen  Boussole  aufgestellt,  und  durch  einen  auf  der  Ostseite  be- 
findlichen Nebenmagnet  die  Nadel  wieder  in  ihre  ursprtinglichc 
Lage  zurtlrkgehracht «  Vun  mir  waren  dagegen  zwei  Spiralen  gebraucht 
und  diese  loBezieliung  auf  dießoussole  so  syuimclnsch  aufgestellt  wor- 
den, dass  es  gar  keines  solchen  Nebenmagnets  bedurfte,  um  die 
Nadel  in  ihre  ursprüngliche  Lage  zurllrkzubringen.  Der  wesentliche  Un- 
terschied beider  Einrichtungen  ist  der,  dass  bei  Feilitzsch  die  iNadel 
nur  bei  einer  bestimmten  Stromintensitöt  im  magnetischen  Meri- 
diane sich  befindet,  durch  jede  Variation  der  Stromintensiiat  aher 
bald  nach  der  einen  bald  nach  der  andern  Seite  abgelenkt  wird ;  bei  mir 
dagefjen  haben  die  Aendcrungen  der  Strominlensitai  auf  den  Ruhestand 
der  Nudel  gar  keinen  Einfluss.  Diese  Unabhängigkeit  des  Ruhe- 
stands der  Nadel  von  den  Schwankungen  der  Strominten- 
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sitäl  in  der  Spirale  ist  aber  nothwendig,  wenn  die  bei  Einlegiing 
des  Wismuthslabs  in  die  Spirale  beobachtete  Ablenkung  der  N.ulol  der 
unmittelbaren  Wirkung  dos  Wismutbstabs  auf  die  Nadel 
zugeschrieben  werden  soll;  denn  die  Einlegung  des  Wismulhstabs  in 
die  Spirale  bringt  eine  kleine  JntcnsiUltsanderung  des  Stroms  hervor  und 
darin  kann  beiFeilitzsch  die  Ursache  der  Ablenkung  der  Nadel  gelegen 
haben.  Es  bringt  nämlich  die  Einlegung  des  kalten  Wismulhstabs  in  die 
durch  denSImm  erwflrmte  Spirale  eine  Abkühlung  der  Spirale  und 
dadurch  eine  Vergtärkung  der  Strommtensitllt  hervor,  welche  &a» 
Ablenkung  der  Nadel  in  der  vonFeilitzsch  beobachteten 
Richtung  zur  Folge  haben  muss.  Ich  habe  vor  längerer  Zeit  zahlreiche 
Versuche  nach  derselbenMethode  wieFeilitzsch  ausgeführt  und  dabei 
ahnliche  Resultate  gefunden;  es  zeigte  sich  aber  bei  genauerer  Prüfung» 
dass  die  iraobachlete  Kraft  nicht  momentan  in  dem  Augenblicke  der 
EinlcguQg  des  Wismulhstabs  eintrat,  sondern  allmttblig,  und  ebenso 
heim  Herausziehen  nicht  sogleich,  sondern  allmfthlig  wieder  ver^ 
schwandt  was  ein  genügender  Beweis  ist,  dass  es  sich  um  keine  an  mittel- 
bare Wirkung  des  Wismulhstabs  handelte.  Diese  Einwirkungen  Hessen  sich 
auch  vermehren .  vermiudern  oder  umkehren  durch  blosse  Abkühlung 
oder  KiWvii  niiiiiL^  cics  Wismulhstabs.  E&  ist  wahrscheinlieli ,  das.s  auch 
die  von  Feilitzsch  beobachteten  Ablenkungen  der  Nadel  von  diesen 
TemperatureiiiflUsüen  aui  dir  Sirouiinteabiliit  hergt.'t uhrt  haben. 

Ueber  die  Theorie  des  Diamagnetismus.  welche  Fei- 
lilzsch  dabei  zu  gehen  versucht  hat,  mögo  hier  nur  Folgendes  bemerkt 
werden.  Fcilitzsch  will  die  diamagiirii  ( lim  lirschcinuni^en  ebenfalls 
aus  einer  bestimmten  Vertheiluni:;  der  magnetischen  Fluida  erklaren; 
nimmt  aber  an,  dass  diese  Verlheilung  vou  einer  Scheidung  der 
magnetischen  Fluida  nach  gleicher  Richtung  wie  im  Eisen 
herrühre,  und  dass  der  Unterschied  nur  darin  bestehe,  dass  diese  Schei- 
dung im  Eisenslabe  von  der  Milte  nach  den  Enden  zu  abnehme,  im 
Wismuthstabe  dagegen  zunehme.  Aus  dieser  Zunahme  ergiehtsich 
zwischen  der  Mitte  und  dem  Ende  des  Stabs  eine  Ausscheidung  von 
entgegengesetztem  freien  Magnetismus  wie  am  Ende,  und  wenn  dieser 
entgegengesetzte,  zwischen  der  Mitte  und  dem  Ende  ausgeschiedene 
freie  Hagnetismus  starker  sein  könnte,  als  der  am  Ende,  so  vrdrden 
flieh  daraus  die  diamagnettschen  Erscheinungen  wohl  erklären  lassen. 
Hatte  aber  Feilitzsch  die  Bedingungen  naher  geprüft,  unter  welchen 
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nach  seiner  eigcnco  Darstellung  dieser  von  ihm  zur  Erklärung  der  dia- 
magnctischeu  Erscheinungen  voruu&gcsctzlc  Fall  möglich  wäre,  so 
würde  er  gcfundcu  haben,  dass  dieser  Fall  nm  d  im  möglich  ist.  wenn 
die  inagni  tisi  In  n  Fliu'da  in  der  Mitte  des  Siab^  niclit  nach  gleicher,  son- 
dern nach  enigegengeselzter  Richtung  geschieden  sind  wie  an  seinen 
Enden,  was  aber  seiner  Voraussetzung  \viderb()riclit.  Man  sieht  über- 
haupt leicht  ein ,  dass  eine  Erklärung  der  diamaguetischen  Erscheinua- 
gen  aus  einer  Yertheilung  der  magnetischen  Fluida,  welche  von  einer 
der  Richtung  nach  gleichen  Scheidung  wie  im  Eisen  her- 
rührt, unmöglich  ist. 

Ueber  den  Zusammenhang  der  ijelire  v  om  Diamagnetismos 
mit  der  Lehre  vou  dem  Magnetismus  und  der  Elektricität« 

13. 

In  den  beiden  ersten  Abschnitten  dieser  Abhandlung  ist  versiieht 
worden,  das  Gesetz  der  diamagnet  ischen  Polarität  in  einer  grös- 
seren Aligemeinheil  zu  begründen,  hauptsächlich  dadurch,  dass  seine 
Gültigkeit  auch  auf  die  elektrodiamagnetische  und  diamagnet- 
clektrischc  Wirkung  ausdehnt  wurde.  Durch  dieses  Gesetz  allein 
wird  aber,  auch  wenn  es  allgemein  ist,  noch  keine  Theorie  des 
Diamagnetismns  begründet;  denn  derDiaroagnelisrans  wird  dadurch 
nur  ans  semen  Wirkungen  definirt:  es  gebitrt  aber  9ur  Begründung 
einer  Theorie  des  Diamagnetismus,  dass  derselbe  nicht  bloss  aus  seinen 
Wirkungen,  sondern  auch  aus  seinen  Ursachen  definirt  werde.  Ich 
werde  daher  in  diesem  Abschnitte  die  hiemach  nothwendige  Ei^nzung 
der  Theorie  erörtern  und  dasjenige,  was  ich  ober  die  Ursachen  des 
IMamagnetismus  schon  in  mdnem  ersten  Aufsätze  (in  den  Berichten 
4847  und  in  Poggendoriis  Annalen  4848,  Bd.  73)  gesagt  habe,  ausfllhr* 
iidier  und  vollständiger  zu  entwickeln  versuchen. 

44. 

lieber  den  Weg  xur  Ertürschung  der  Ursachen  des  Diamagnetismus. 

Man  unterscheidet  in  der  Lehre  vom  Uagnetismos  swei  Arien  von 
Magneten,  nttmlich  beharrliche  nnd  verttnderliche.  Ein  Magnet 
von  glashartem  Stahle  ist  z.  B.  ein  beharrlicher,  em  Magnet  von  weichem 
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Eisen  ein  veränderlicher.  Genau  genommen  fmdct  nun  zwar  in  der 
Wirklichkeil  kein  strenger  Gegen&utz  zwischen  beharrlichen  und  verän- 
derlichen Magneten  stall,  denn  alle  Magnete,  auch  die  behanlichsten, 
zeigen  sich  unter  der  Einwirkung  sehr  grosser  Krüflc  veränderlich,  und 
ebenso  zeigen  sich  alle  Magnete,  auch  vom  weichsten  Eisen,  unter  der 
Einwirkung  sehr  kleiner  Kräfte  beharrlich.  Da  man  aber  in  der  Regel 
zu  physikalificbeo  Versuchen  Magnete  wählt  und  unter  Verhältnissen  be- 
trachtet, wo  entweder  der  beharrliche  oder  der  veränderliche  Thoil 
ihres  Magnetismus  nicht  hervortritt,  so  kann  jene  einfache  Unterschei- 
daog  in  den  meisten  Fallen  ohne  Nachtheil  flir  die  Sache  beibehalten 
wcfden.  Bei  der  Betrachtung  dieser  beiden  Arten  von  MagaeteD  soU 
hier  nmi  hauptaBcblicb  folgender  Uatencbied,  der  «ich  zwischen  ihnen 
raachen^lltest,  hervorgehoben  werden,  dass  nttmUcb  der  Hagnetismos 
der  beharrlichen  Magnete,  insofern  ne  wirklich  als  beharrlich  beliachtet 
wwden,  nur  aus  sdnen  Wirkungen  erforscht  werden  kann;  derMa- 
gnetismus'  der  verflnderlicben  Magnete  dagegen  auf  doppelte  Weise, 
nämlich  sowohl  aus  seioen  Wirkungen»  als  auch  aus  seinen  Ur- 
sachen. 

Yersncbt  man  diese  zunttchsl  fbr  Magnete  aufgestellte  Unterscbei- 
dnng  auch  auf  Diamagnele  annivvQQden,  so  eigiebt  sich,  dass  es  keine 
beharrlichen  Diamagneto  giebt,  oder  viebnehr,  dass  beharrliche 
Diamagnete  von  bebarrlichen  Magneten  nicht  voterschieden  werden  kön- 
nen. Es  kommen  also  nnr  veränderliche  Diamagnete  in  Betracht« 
und  diese  lassen  sich  gerade  so  wie  verttnderfiche  Magnete  auf  doppelte 
Weise  erforschen,  thals  ans  ihren  Wirkungen,  tbeäs  aus  ihren  Ur- 
sachen. 

Nun  ist  bekannt,  dass  man  durch  Erforschung  des  Magnetismm 
eines  Magnets  aus  seinen  (auf  andere  Körper  ausgeübten)  Wirkungen 
zur  Keuutniss  der  idealen  Yertheilung  der  magnetischen  l'luida  an 
der  Oberfläche  des  Magnets  gelangen  kaim,  von  welcher  Gauss  be- 
wiesen hat,  dass  sie  die  Kenntniss  des  wahren  inneren  Zustands  bei  der 
Betrachtung  aller  Wirkungen  vollkommen  verlritt,  und  es  ist  ein  groij- 
ser  Gewinn  für  viele  Forschungen ,  dass  durch  die  Betrachtung  der 
idealen  Verlheilung  ein  Weg  gegeben  ist,  alle  Wirkungen  einfach 
und  vollständig,  ohne  Hülfe  einer  Hvpoiheso  über  das  Innere  des  Kör- 
pers, zusammen  zu  fassen ,  besoudei  s  dann ,  wenn  die  Ursachen  jener 
Wirkungen  unbekannt  sind  und  erst  erforscht  werden  soUeo.  Gerade 
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daraus  aber,  dass  diese  Kenntniss  von  der  idealen  Yeriheilung,  weiche 
man  aus  den  beobachteten  Wirkungen  erwerben  kann ,  zur  Uebcrsicht 
aller  Wirkungen  so  ganz  Geniige  leistet,  leachtet  von  selbst  ein,  dass 
man  auf  dem  Grande  der  beobachteten  Wirkungen  allein  auch  nicht  wei- 
ter gelangen  künne,  als  zur  EenntdsB  dieser  idealen  Vertheflung.  wel- 
che doch  noch  von  derKennlaiss  der  ^nähren  hmeren  Nator  des  Magnets 
nofhwend%  unterschieden  werden  muss :  dass  man  also  auf  dem  bloBsen 
Grunde  der  beobachteten  Wiifaingen  z.  B.  nicht  un  Stande  ist,  die  wirk- 
liche Vertheilung  der  im  Magnete  enthaltenen  magnetischen  Floida,  oder 
die  wirkliche  Zahl,  Starke, und  Anordnung  der  in  ihm  enthaltenen  elek- 
trischen Strüme  zu  erfhhren. 

Dasselbe  gilt  nun  auch  von  den  Wirkungen  eines  Diamagnets,  und 
man  könnte  also  zwar  zur  Eenntniss  einer  solchen  idealen  Verthei- 
lung magnetischer  Fluida  an  der  Oberfläche  eines  Diamagnets  gelangen 
und  diese  würde  die  Kenntniss  seines  wahren  iimercii  Zustands  in  der 
BelraclUuiig  aller  seiner  Wirkungen  vollkommen  ersetzen,  aber  uiao 
würden  dadurch  allein  weder  einen  Aufschluss  über  den  wirklielien  in- 
neren Zustand  des  Diarnagnets,  noch  über  das  eigeotlichc  Wesen  des 
Diama,27ietisnHig,  noch  über  seine  Entstehung  und  Veränderung  erhalten. 
Um  ihnen  auf  die  Spur  zu  kommen,  darf  man  sich  daher  auf  die  Betrach- 
tung der  Wirknngen  und  der  davon  abhängigen  idealen  Verthei- 
lung nicht  beschranken,  sondern  es  ist  nothwcndig,  eine  andere  Be- 
trachtung zu  Hülfe  zu  nehmen,  welche  auf  einem  von  diesen  Wirkungen 
unabhUngigen  Fundamente  berulit. 

Alle  möglichen  Ursachen  des  Diamagnetismus»  ebenso  wie 
des  Magnetismus,  lassen  sich  im  Allgemeinen  in  innere  und  äussere 
scheiden.  Die  Äussere  Ursache  ist  (gleich  den  Wirkungen)  durch  die 
Beobachtung  gegeben:  sie  ist  filr  Magnetismus  und  Diamagnetismus  die- 
selbe, nümlich  eine  Ihrer  Grösse  und  Richtung  nach  bestimmte 
magnetische  oder  elektromagnetische  Scheidungskraft, 
Wttre  ausser  dieser  iusseren  Ursache  die  innere,  im  Körper  selbst  lie- 
gende, bekannt,  so  würde  durch  beide  der  Diamagnetismus  besCimmt 
sein,  und  umgekehrt  öffnet  sich  ein  Weg,  die  unbekannte  innere  Ursache 
zu  bestimmen,  vrenn,  ausser  der  bekannten  Süsseren  Ursache  der  ans 
bdden  resnltirende  Diamagnetismus  (aus  den  Wiriningen)  schon  bdomnt 
ist.  Folgt  man  dem  hier  angedeuteten  Wege  und  stellt  die  bekannten 
magnetischen  Scheidungskräfle  mit  der  aus  den  Wirkungen  crforschtea 
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idealen  Verthoilung  sowohl  für  Eisen  als  auch  für  Wismuth  zusammen; 
so  ergiebt  sich,  dass  gleiche  ScheiduDgskrafl  entgegengesetzte  ideale 
Vertheilimgen  beim  Eisen  und  beim  Wismuth  hervorbringt,  oder  umge- 
kehrtt  dass  eine  gleiche  ideale  VeAheilung  bei  Eisen  und  Wismuth  eatr 
gegengesetzt  gerichteten  Scheidungskräflen  entspricht.  Der  Grund  davon, 
dass  entgegengesetzte  äussere  Ursachen  im  Eisen  und  Wismuth  gleidie 
Wirkungen  hervorbringen,  muss  nun  in  der  Verschiedenheit  der  inneren, 
im  Bisen  und  Wismuth  selbst  gelegenen,  Ursachen  enthalten  sein.  Um 
non  die  hierdurch  gegebene  Verschiedenheit  der  inneren  Ur- 
sachen im  Eisen  und  Wismuth  nAher  zu  bestimmen,  ist  es  nothwendig. 
a]le  möglichen  inneren  Ursachen,  welche  solche  Wirkungen,  die  aus 
einer  idealen  VerÜieilnng  erklärbar  sind,  haben  können,  zu  classificiren 
und  dann  zu  prüfen,  ob  unter  allen,  die  wir  aufzHhlen  können,  solche 
enthalten  sind,  welche  yon  dem -soeben  erwilhnlen  bei  magnetischen 
und  diamagnetischen  EOrpem  Ifaatsaclilich  voriiandenen  G^nsatze 
Reebenschaft  geben  können. 

I 

45. 

Classification  der  inneren  Ursachen,  M'elche  den  durch  eine  ideale  Ver- 

theilung  gegebeaea  Wirkungeo  zum  Grunde  liegen  kOnnen. 

•  • 

Man  kynu  vier  wesentlich  verschiedene  Arten  von  inneren,  in 
den  Körpern  gelegenen,  Ursachen  angeben,  welche  solche,  aus  einer 
idealen  Verlheilung  magnetischer  Fluida  erklärbare.  Wirkungen  hervor- 
bringen küunen: 

4)  die  innere  Ursache  solcher  Wirkungen  kann  in  der  £xist^ 
zweier  magnetischen  Fluida,  welche  (mehr  oder  weniger)  unab- 
hängig von  ihrem  ponderablen  Trttger  beweglich  sind, 
enthalten  sein; 

i)  sie  kann  in  der  Existenz  zweier  magnetischen  Fluida  ent- 
ballen  sem,  welche  nur  mit  den  Moleculen  ihres  pondera- 
blen Tragers  beweglich  sind  (drehbare Moleeukirmagnete); 

3)  sie  kann  in  der  Existenz  beharrlicher,  von  den  zwei  elek- 
trischen Fluidis  gebildeter  Molecularströme  enthalten  sein, 
welche  mit  den  Moleculen  drehbar  sind ; 

4)  sie  kann  in  der  Existenz  zweier  beweglicher  elektrischer 
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Flttida  eDlballen  sein,  wekdie  in  MoiecolargtrOmaDg  venelzt  werden 
klfnnen. 

Diese  vier  hier  angenüuten  möglichen  inneren  Ibsacfaen  der  dttreb 
eine  ideale  Verlheiinng  an  der  Oberfläche  erklärbaren  Wiriningen  sind 
die  einzigen,  die  man  Icennt  mid  der  PrOfimg  onterweifen  kann.  Der 
erale  Fall  liegt  der  von  Conlomb  nod  Poisson  e&twidcelten  Theorie 
des  Magnetismua  zam  Gnmde;  —  der  dritte  Fall  liegt  dem  von  Am^ 
pöre  enCwickellen  ZosammenhaDge  der  Lehre  vomUagpetismiu  mit  der 
Elektrodynunik  tarn  Grunde;  —  der  zweite  Fall  Iflsst  sich  auf  den 
dritten  reduciren,  ind^  man  nach  denr  von  Ampere  bewiesenen  Theo- 
reme, dass  Moleculannagnete  und  MolecularstrCfme  in  allen  ihren  Vfir- 
kuQgen  gleich  sind,  die  crsleren  für  die  letzleren  substiUiirt.  —  Bs 
bleibt  ülso  nur  noch  der  vierte  FuU  übrig,  der  bisher  uubcachlet  und 
tmerörtert  gebUebea  ist. 

16. 

Ahhlagigkeit  der  idealen  Vertheiluog  von  der  magnetisehen  Sehei- 
dungskraft,  nach  VencbiedeDheit  der  anfgeflihrten  vier  mOgtiehen 

inneren  Unaehen. 

FUr  jedea  dieser  vier  Falle  crgiebt  sich  nun  leiclit  ein  bestimmter 
Zusammenhang  zwischen  der  Art  der  idealen  Vertheilung  und  der 
Richtung  der  magnetischen  Scheidungskraft,  der  sie  ent- 
spricht. Für  den  ersten  Fall  ergiebt  sich  nach  Pois8on*s  Theorie, 
dass,  wenn  man  in  der  Richtungslinie  der  magnetischen  Scheidangskrall 
diejenige  Richtung  als  die  positive  bezeichnet,  nach  welcher  der  Nord- 
pol einer  Magnetnadel  getrieben  wird»  und  wenn  man  für  die  dieser 
Scheidungskraft  entsprechende  ideale  Verlheilung  die  Schwerpunkte 
des  nördlichen  und  südlichen  Fluidums  bestimmt,  der  ersterevon  diesen 
beiden  Schwerpunkten  gegen  den  letzteren  in  positiver  Richtung  ver* 
schoben  ist.  —  Für  den  dritten  FaO  ist  dieser  Znsammenhang  von 
Ampere  entwickelt  worden  und  es  hat  sich  ergeben,  dass  hkr  <fiesdbe 
Abhängigkeit  der  idealen  Vertheilung  von  der  magnetischen  Scheidungs- 
kraft statlßndct.  Und  aus  der  schon  erwähnten  ZurückfUhrung  des  zwei- 
ten Falls  auf  den  dritten  leuchtet  von  selbst  ein,  dass  dieselbe  Abhän- 
gii^'keil  auch  für  den  zweiten  Kall  gilt.  —  Es  bleibt  also  in  Beziehung 
auf  diese  Abhängigkeit  nur  noch  der  vierte  Fall  zu  erörtern  übrig. 
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Dieser  vierte  F'all  setzt  elektrische  Fluida  vor;ni>.  welche  in 
Molocnlarströmung  versetzt  werden  können;  die  Mogliclikcit  aber,  in 
eine  &oU  he Molecularströmiing versetz  zuwenden,  beruht  darauf,  dass  in 
den  einzelnen  l\lule(  iil('n .  oder  iim  sie  herum,  in  sich  zurucklau- 
tendc  Bahnen  voriumden  s  iul  m  denen  jene  Fluida  ohne  Wider- 
stand beweglich  sind,  woraus  IoIll  dnss  e<?  dann  nur  einer  stronier- 
re  ge  n  d  e  n  k  ra  I  t  i  d.  i.  einer  Kraft,  vvolcbe  auf  das  positive  und  negative 
Fluidum  nach  entgegengesetzten  Richtungen  wirkt)  nach  der  Richtung 
dieser  Bahn  bedarf,  um  die  Fluida  in  dieser  Bahn  wirkhch  zu  bewies* 
Nao  beweist  die  Lehre  von  der  Magneteleklricitat,  dass  durch  die  zu- 
nehmende oder  abnehmende  Intensität  einer  magnetischen 
Scheidnngskrafl  wirkhch  eine  elektromotorische  Kraft  gegeben 
«ei,  welche  auf  die  beiden  beweglichen  elektrischen  Fluida  nach  ent- 
gegengesetzten HMshtongen  wirkt  und  sie  also  in  Strombewegung  setzen 
muss.  DieRicbtnng  dieser  Molocnlarströmung  ist  durch  das 
Grundgeseta  der  magneliachen  Ihduction  in  ihrer  AbbiIngigkBit  von  dar 
Zunahme  oder  Abnahme  der  magnetischen  Scheidungs- 
kraft  gegeben,  und  die  ideale  Vertheiinng  ist  wiederum  m  ihrer 
Abhängigkeit  Toa  diesen  MolecnlarstrOmen  durch  den  von  Am- 
pere den  dritten  Fall  entwickeltett  Zosamm^plaag  derEleklrodynar 
mik  mit  der  Lehre  vom  Hagnelisnos  gegeben.  Es  ergjebt  sich  hieraus 
also  mittelbar  auch  der  Zusammenhang  zwischen  der  idealen  Ver- 
theiinng and  der  Zunahme  oder  Abnahme  der  magnetischen 
Scheidungskraft,  der  sie  entsprichl. 

Es  leuchtet  aber  femer  daraus  ein,  dass  in  jedem  Augenblicke, 
wo  eine  Zunahme  oder  Abnahme  der  magnetischen  SchciduDgskiuli  statt- 
findet, eine  solche iMolecu]:ll  ^l^nnu][l;:,'  her\'orgebracht  werden  mus.s,  nad 
das.s  .sich  diese  nach  emander  liervorgebracliten  Strömungen,  wenn  sie 
nicht  von  selbst  wieder  verschwinden,  summiren  müssen.  Diese 
Strömungen  verschwinden  aber  nicht  von  selb.sl;  denn  Ampere  hat 
bewiesen,  das.s  den  elektrischen  Molecolar.«;trOm(!u  beharrlichkoit 
zuge.schrieben  werden  mu.ss,  d.h.  dass  die  elektri.schen  Fluida  bei  ihren 
Kreisbewegungen  um  die  pouderablen  Molecuie  keinen  solchen  Wider- 
stand erleiden,  wie  die  elektrischen  Fluida.  welche  einen  ponderablen 
Leiter  durchströmen,  aus  dem  sich  das  schnelle  Verschwinden  der  elek- 
trischen Ströme  in  diesen  Leitern  erkliirt.  (Auf  dieser  von  Ampdre 
bewiesenen  Beharrlichkeit  der  Moiecnlarstrame  beruht  anch  der 
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oben  angeführte  Salz,  dass  die  Möglichkeit,  die  elektrischeii  Fiaida 
IQ  MoIecalarstrOmuDg  za  versetzen,  yoraassetze,  da»  in  den  dn- 
zelnen  Moleculen,  oder  um  sie  herum,  in  sich  zurttcklanfende 

Bahnen  vorhanden  seien,  in  denen  jene  Fluida  ohne  Widers land 
beweglich  würcn.)  Hieraus  folgt  nun,  dass  mit  fortgesetzter  Zu- 
nalimc  der  magnetischen  Scheidungskraft  auch  in  der  idealen  Ver- 
lheilung eine  für  ige  setzte  Anhäufung  der  magnetischen  Fluida  ein- 
treten müsse,  woraus  sich  ergiebt.  dnss  jeder  gegebenen  Starke 
der  magnetischen  Scheidungskraft  ein  bestimmtes  Mouenl 
ideal  V er thei her  magnetischer  Fluida  entsf)richt.  Es  findet 
aber  diese  Summation  nur  bei  Molecuiarstrümcn  statt,  weil  nur  bei 
ihnen  die  Bewegung  der  elektrischen  Fluida  keinen  Widerstand 
findet.  Die  anderen  Strönu  ([ie  von  der  nämlichen  Scheidungskrafl  in 
weiteren  Uahnen  hervorgebracht  werden,  die  aber  durch  den  Wider- 
stand, den  sie  in  diesen  Bahnen  finden,  schnell  wieder  verschwinden, 
bringen  nur  im  Augenblicke  ihrer  Erregung  magnetische  Wir- 
kungen auf  andere  Körper  hervor,  welche  mit  ihnen  sogleich  verschwin- 
den, sobald  die  Scheidungskrdfl,  deren  Aenderung  sie  hervorbrachte, 
constant  geworden  ist,  und  die  daher  in  keinem  bestimmten  Verhält- 
nisse zur  vorhand^en  Scheidungskrall  stehen,  was  doch  noth- 
wendig  wäre,  wenn  sie  Ton  den  beobachteten  magnetischen  Wirinmgen 
Rechraschafl  geben  sollten,  wozu  daher  mir  Molecularstrtfme 
branchbar  sind.  Entwickelt  man  nun  in  Beziehung  auf  die  Molecular«- 
ströme  diese  Abhttngifj^eit  ^naner  nach  den  Gesetzen  cter  magneti- 
schen Indnction,  so  findet  man,  dass,  wenn  in  der  RichtungsUnie 
der  magnettscben  Scheidnngskraft  diejenige  Richtung  als  die  positive 
bezeichnet  wird,  nach  wdcher  der  Nordpol  einer  Magnetnadel  getrieben 
wird,  und  wenn  man  fttr  die  von  dieser  Scheidungskraft  abhangige  ideale 
Verlheilung  die  Schwerpunkte  des  nördlichen  und  sfldlichen  Fluidnms 
bestimmt,  der  er^en  von  diesen  bdden  Schwerpunkten  g^gm  den 
letzteren  in  negativer  Richtung  verschoben  ist,  d.  i.  gerade  umge- 
kehrt wie  fttr  die  drei  anderen  Falle. 
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Inneie  Umebe  des 
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Dieses  merkwürdige  Resultat  findet  nua  seine  Anwendung  auf  die 
Begründung  einer  Theorie  der  diama.qnctiscbeu  Erscheinuügei) ,  wolclu' 
von  dem  inneroti  Zustande  des  dianuii^netischen  Körpers  und  von  den 
Kröflen,  die  ihn  hervorbringen,  Rechenschaft  giebl,  an  der  es  bisher 
gefehlt  hatte.  Zu  einer  solchen  Theorie  genügt  ea  uUmlich,  wie  schon 
oben  auseinander  gesetzt  worden  ist,  nicht,  dass  mao  den  diamagneti- 
sehen  Zustand  eines  Körpers  ia  Beziehung  auf  alle  seine  Wirkungen 
durch  eine  ideale  Yertbeiluog  magnetischer  Fluida  an  seiner  Ober- 
fliiche  zweckmässig  reprttsentiren  kann ,  sondern  es  ist  dazu  wesentlich 
erforderlich,  dass  auch  von  denjenigen  Kräften  Rechenschaft  gegeben 
werde,  durch  welcfae  jener  Zustand  henroigebracht  wird»  femer  davon, 
worauf  diese  Kräfte  wirken  und  nach  welchen  Gesetsen  sie 
wirken. 

Aus  der  obigen  Zusammenstellung  und  Betrachtung  der  verschie- 
denen möglichen  FUle,  in  welchen  der  durch  eine  ideale  Verthei- 
lung  magnetischer  Fluida  reprttsentirbare  Zustand  eines  Körpers  zu 
Stande  kommen  kOnne,  hat  sich  nur  ein  einziger  ergeben,  in  welchem 
Dir  die  Abbttngigkeit  dieses  Zustands  von  den  äusseren  Verhilltnissen 
solche  Bestimmungen  resultiren,  die  mit  den  Fandamen tal erschei- 
nungen  bei  der  Entstehung  des  Diamagneüsmus  vereinbar  sind. 
Daraus  folgt,  dass  von  der  Entstehung  des  diamagnetischen  Zustands 
der  Körper  nur  dann  Bechenschafl  gegeben  werden  kann,  wenn 
man  diesen  einzigen  Fall  als  wirklich  vorhanden  annimmt,  wonach 
der  diamagnetische  Zustand  ,ius  den  inducirendcn  Krilflcn,  welche  auf 
den  Kürper  gewirkt  haben,  und  ans  den  inducirten  im  Kör- 
per befindlichen  elektrischen  Fluidis,  welche  ohne  Wi- 
derstand in  Kreisbahnen  um  die  einzelnen  Molccule  be- 
weglich sind,  hervorgeht.  Es  wird  hiernach  also  angenommen,  dass 
ein  Wismuthstab  aus  Moleculen  besteht,  welche  in  sich  zurücklau- 
fende Bahnen  (oder  Canäle)  enthalten,  in  denen  die  elektri- 
schen Fluida  ohne  Widerstand  beweglich  sind,  während  sie 
in  allen  anderen  Bahnen  nur  mit  Ueberwindung  eines  ihrer  Geschwin- 
digkeit proportionalen  Widerstands  beweglich  sind.  Die  Entsldiui^  eines 
reinen,  mit  Magnetismas  nicht  vermischten  DiamagDetismns  setzt 
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aussenlein  voraus,  dass  di0  Moleculc  md  jenen  Bahm  a  udnr  Canülen 
nicht  drehbar  sind;  denn  sonst  würden  drehbare  Molecular- 
ströme  entstehen,  die,  wie  Ampere  bewiesen  hat,  einen  magneti- 
schen Zustand  zur  Folge  haben,  wenn  sich  bei  der  Drehung  ihre 
Intenaität  nicht  ändert. 

18. 

Bcstiimroiig  der  elektronuignetischen  Scbcidungskraft  in  einer  gtlv»- 

nisckeo  Spirale« 

Nach  der  gegebenen  Darstellung  ist  es  nicht  die  magnetische 
oder  elektromagnetische  Scheidnngskraft  an  und  lUr  sich 
selbst,  weldie  den  diamagnetischen  Zustand  eines  Körpers  hervoriiringt. 
sondern  es  kommt  diese  Scheidungskraft  bei  der  Bestimmung  des 
Diamagnetismus  nur  niillelbar  in  Betracht,  in  sofern  als  dadurch  die 
Sunime  der  elektromotorischen  Krüfte  bcstiniuil  wird,  welche 
bisher  auf  den  diamagnetischen  Körper  gewirkt  und  die  elektrischen 
Fluida  in  Strom bowegiing  um  die  einzelnen  Molccule  gesetzt  haben.  Von 
der  Summe  der  elektromoturischen  Kräfte,  welche  bisher  auf  den  dia- 
magnetischen Körper  gewirkt  haben,  hiingt  aber  die  Stltrke  der  jetzt 
vorliandcnen  (inducirtenj  Molecular ströme  ah.  in  denen  das 
Wesen  des  Diamagnetismus  besteht.  Auf  diese  ^^  (  ise  dient  die  Be- 
stimmung der  Intensität  der  vorhandenen  magnetischen  oder  elek- 
tromagnetischen Scheidungskrafl  nur  rnitfolbar  zur  Bestimniung  des 
Diamagnetismus,  weil  sie  den  Integralwerth  aller  Aende- 
rungcn  gieht.  wekbe  die  magnetische  oder  eleklromagnetische  Schei- 
dungskraft erlitten  hat,  womit  die  Summe  der  elektromotorischen  Kräfte 
und  folglich  die  St^ke  der  jetzt  vorhandenen  (iaducirten)  Molecularstrikne 
proportional  ist. 

Ist  nun  der  Leitungsdraht  eines  galvanischen  Stroms  gleichförmig 
am  eine  cylindrische  Röhre  gewunden,  so  ergiebt  sich  nach  den  bekann- 
ten elektromagnetischen  Gesetzen  für  den  Mittelpunkt  der  Röhre  <£e  von 
dem  Strome  nach  der  Richtung  der  Axc  ausgeübte  elektromagneti- 
sche Scheidungskraft,  welche  mit  X  bezeichnet  werden  soll: 

  i=^«). 

**  Hl  tui  bczcicluiol  r  den  Halbmesser  einer  WinJunt;,  x  deu  Abstand  ihres  Mif- 
tel|>ui)kte  von  der  MiUe  der  Spirale,  rdf  diu  Länge  eines  Slrooteleaients  and  i  die 
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wo  n  die  Zahl  der  Windoogen,  i  die  StrominteDBiUit  und  die  Diago- 
nale der  Rohre  (d.  i.  wenn  iü  die  Länge  der  Röhre  und  2r  der  Durch- 
messer ist,  d=/{aa  -^rr))  bezeichoel.  Ist  hierin  die  Stromintensitatt 
nach  dem  tu  der  vorigen  Abhandlung  Ober  elektrodynamische  Maassbe- 
stimmungen  (s.  dieses  Bandes)  festgesetzten  absoluten  Maasse  aus- 
^drttcktt  so  ist  durch  ob%en  Ausdrudc  die  elektromagnetische 
Scbeidungskraft  nach  demselben  Maasse  gegeben ,  weldies  Gauss 
zur  Bestimmung  der  Intensilttt  des  Erdmagnetismus  festge- 
stellt hat. 

Der  angegebene  Werth  der  elektromagnetischen  Schei- 
dungskraft gilt  nun  zwar  genau  genommen  nur  für  den  Mittelpunkt 
der  Spirale;  in  den  meisten  Fallen  aber  kann  derselbe  mit  hinreichender 
Näherung  für  einen  sehr  grossen  Theil  des  ganzen  von  der  Spirale 
eingesclilosscnen  Raums  genommen  werden,  zumal  wenn  der  Durch- 
messer der  Spirale  gegen  ihre  Länge  sehr  klein  ist.  Betrachtet  man  z.  B. 
einen  Punkt  der  Axe,  welcher  in  der  Entfernung  b  von  der  Mitte  der 
Spirale  liegt,  so  findet  man  fUr  diesen  Punkt 

oder,  wenn  man  /{dd  —  rr)  für  a,  und  q  für  ^  setzt, 

Soll  also  die  Differenz  der  elektromagnetischen  Scheidungskrafl,  in  Thei- 
len  ihres  für  den  Mittelpunkt  gültigen  Maximumwerthes,  den  kleinen 

Bruch  m  iiichl  übersteigen ,  so  setze  man 

oder 


Stromintoiuiai,  so  ial  bakumdieh  der  Ansdrock  der  von  dieeen  Siromele- 

menle  Im  Hittetpookto  derSpIrale  nach  der  Ricbtaag  ihrer  Axe  ausgeübten  Kmn  Hier< 
aus  folgl  der  Ausdruck  der  von  der  sanaeu  Windung  ausgeübten  Kreit  =  (^^qf^i  > 
und  der  Ansdroek  fOr  »Windungen  der  Spirale»   deren  Ung»  — '  Se  ist, 

,  d.  l.  wenn  ^{aa  +  »r)  —  d  gejetai  wird, 


 «  I  da 

ia\(rr  + 
J  —  a 


m 

Abbwdl.  i.  K.  8.  Gm.  4.  WüMWMb.  i.  39 
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Betragt  also  der  Durchmesser  z.  B.  den  iOsten  Theil  der  Linge,  so  ist 
ia  mehr  als  i  des  ganzen  von  der  Spirale  umschlossenen  Raums  die 
elektromagnetische  Scheidangskraft  bis  auf  4  P^ocent  constant,  und  in 
iasi  l  dieses  Raums  ist  sie  bis  auf  ^  Procent  conslant. 

Solche  Spiralen  kOnnen  also  daza  dienen,  auf  eine  bequeme  Weise 
einen  seiner  Laui^o  nach  beliebig  ausgedehnten  Raum  darzustellen,  für 
welchen  die  elektroniagnelische  Scheidungskraft  eine  genau  bekannte, 
1»( 'liebig  grosse  und  überall  als  j^leich  zu  bclrachtcndo  Stärke  besitzt. 
Die  Darstellung  eines  solchen  Uaiiiiij^  i.sl  aber  für  viele  Unteisucbungen 
von  grosser  Wielifigkeit  und  es  können  die  in  den  Ix-iden  vdi  hergehen- 
den Absclmillen  dieser  Abhandlung  beschriebenen  Versuche  als  Bei- 
si)icle  dafür  dienen ;  denn  diese  Versuche  w  ürden  ohne  die  Anwendung 
solclier  Spiralen  ganz  unausführbar  gewesen  sein. 

Die  vorhergehende  Darstellung  bezieht  sich  eigentlich  zunächst  nur 
auf  die  in  der  Axc  der  Spirale  gelegenen  Punkte;  das  gefundene  Resul- 
tat lassl  sich  aber  mit  Hülfe  des  von  Gauss  in  der  «Allgeuieinen  Theorie 
des  Erdmagnetismus»  (Resultate  aus  den  Beob.  d.  magn.  V.  im  Jahre 
1 838)  Art.  38  gegebenen  allgemeinen  Lehrsatzes  leicht  auch  auf  den 
Übrigen  von  der  Spirale  umschlossenen  Raum  ausdehnen. 

Bestimmung  des  Elekiroiliamagnetismns  aus  der  elektromagnetiselien 

Scheidungskraft* 

Die  durch  X  =^  ausgedrückte  elektromagnetische  Schcidungs» 
krafl  bringt  nun  nach  der  in  der  vorigen  Abhandlung  über  elektrodyna- 
mische Maassbestimmungen  (S.  22t  dieses  Bandes)  gegebenen  Bestim- 
nmng  auf  einen  Kreis  vom  Halbmesser  r  während  der  Zeit,  in  welcher 
derselbe  aus  der  g^n  die  Richtung  der  Scheidungskraft  senkrechtea 
Stellung  in  die  damit  parallele  ttbei^fährt  wird,  eine  Summe  oder  einen 
Integralwerth  von  elektromotorischer  Kraft  hervor: 

Dieser  Integralwerlh  ist  die  Summe  der  Producte  ans  der  nach 
dem  a.  a.O.  S.2t9  festgestellten  absoluten  llaasse  ausgedruckten  Inten- 
si  tät  in  das  Zeitelement^  in  welchem  die  Kraft  mit  dieser  Intensiüu 
wirkt. 
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Der  Ausdruck  dieser  Summe  bteiM  unverttadert,  wenn,  statt  den 
Kreis  um  90*  zu  drehen,   die  eleltlromagnctische  Scheiduiifrskraft 

X  =        verschwindet.  Wjichst  umgekehrt  diese  Scheidungskraft 

von  A'  0  bis  J  =  ^  (beim  Schliessen  des  Stroms)«  so  ist  der  Aus- 
druck für  jene  Summe: 

 V  Sjwmfrt 

  TUT  A  =  —  - — j — 

Das  negative  Vorzeichen  bedeutet,  dass  der  inducirti'  krcisslrom  cme 
solche  Richfung  hat,  d.iss  die  Pole  cinos  ihm  {iquivalen ten  Mole- 
cularmaguetü  nach  enlgegengcselzlen  Seilen  gerichtet  sind,  als  die,  nach 
welchen  die  PnU;  eiaer  Boussole  unter  dem  Einflüsse  derselben  Krajl 
getrieben  werden. 

Dieser  Bestimmung  des  Integraiwerths  der  elektromotorischen 
Kraft  liegt  das  aus  dem  absoluten  Maasse  des  Magnetismus  abgelei- 
tote  Maass  elektromotorischer  Kräfte,  wie  es  in  der  schon  angeführten 
Abhandlung  S.  219  festgestellt  ist,  zum  Grunde,  und  der  gegebene  Aus- 
druck muss  mit  multiplicirt  werden  >\  (>nn  er  für  das  a.a.  0.  S.263 
angegebene  rein  elektrodynamische  Maass  gelten  soll,  also: 

—  Fi         =  — - — d  

Und  dieser  Ausdruck  muss  nach  S.  269  mit  ^  multiplicirt  werden  (wo 
c  denjenigen  conslanten  Werth  der  relativen  Geschwindigkeit  bezeichnet, 
bei  welcher  zwei  eiekti-isr  he  Massen  gar  keine  Wirkung  auf  einander 
ausüben),  wenn  man  die  elektromotorische  Kraft  in  Theilen  des  allge- 
meinen in  der  Mechanik  fUrKrllfte  festgestellten  absoluten 
Maa  8 ses  ausdrücken  will ,  also : 

— •  ■  ■■  ■• «  wi?  Jk  =5       —    .  . 

•  c  cd 

Dieser  Ausdruck  giehl  die  elcktromolorische  Krall  für  die 
Länge  der  Kreis  baiin,  vorausgesetzt,  dass  in  jeder  Längeneinheit 
dieser  Balm  die  Einlieit  des  eleklrisclien  Fluidunis  si(;li  Ijefiiulet ;  man 
(n  liiilt  daraus  die  e  I  e  k  t  r  o  ni  o  l  o  r  i  s  c  h  e  K r  a  ft .  w  e  1  c  Ii  e  a  u  f  j  e  d  e 
l\[a  ssoneiaheit  des  elektrischen  Fluiduius  wirkt,  durch  Divi- 
sion mit  der  Kreispenpherie  2  .-n* 

  -  Y   iTTi.nmi 

—       T  •  '^^  —  ö3  ♦ 

d.  i.  der  Integral  Werth  der  Beschleunigung  für  den  Zeitraum, 
in  welchem  die  elektromagnetische  Scheidungskrall  von  A'       0  bis 

39- 
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X  ^  wuchs ,  wenn  an  jede  Eiohdi  des  eleklnfichen  Floidums  eine 
ponderable  Hasseneinheit  geknttplt  wttre.  fieseicbiiel «  den  unbekaoateii 
kleinen  Bruch ,  welcher  die  der  Einheit  des  elektrischen  Fluidmiis  za- 
gehörige Masse  in  Theilen  des  ponderablea  Massenniaasses  aus- 

drückl.  so  giebt  obiger  Ausdruck,  mit  #  divldirt,  die  S Irom ge- 
be h  \v  i  n  ( 1  i  k  e  i  l  M ,  welche  durch  das  angcgeljone  Wachslhum  der 
c I e k  t r o lua g  11 0 1 i s c h e n  S c h  e  i  d  u n g s  k  1  a  f<  hervorgeljracli l  worden 
ist.  Mulliplicirt  man  diesen  Ausdruck  der  Slrüuigcscii  wind  ig  keil  u 

mit  ae  —  —  isielio  a.  a.  O.  S.  2G8i,  wo  e  die  Mcn^e  des  elektrischen 
Fliiidums  nach  elektrischem  Maasse  ausdrückt .  welche  in  jeder  Lüngen- 
einheit  der  Krei.sbahn  sich  befindet,  so  erhält  man  die  Inlensitlil  des 
inducirten  Kreisstroms  nach  dem  a.  a.  0.  S,  2Jf)1  nach  rciü  elektro- 
dynamischen Principien  aufgestellten Maasse  ausgedruckt;  multiplicirt 
man  femer  noch  mit  Z"?,  so  erhalt  man  diese  Intensitjit  nach  demjenigea 
Maasse  bestimmt,  nach  welchem  ein  Strom  von  der  IntensiliU  =  1 ,  wenn 
er  die  Flacheneinheit  umlauft,  mit  der  Einheit  des  Magnetismus 
nach  absolutem  Maasse  identisch  wirkt,  nämlich: 


i  bezeichnet  die  Intensität  des  inducirenden  Stroms  nach  demselben 
Maasse. 

Das  elektromagnetische  Moment  dieses  inducirten  Kreis- 
stroms (Molecularstroms)  findet  man  durch  MullipHcation  der  angegebe- 
nen Stromintensität  mit  dem  von  äi»  Kreisbahn  umschlosseneu 
FIttchenraume  trrr 

    8«         «  y   ^B■nnnr*ei 

cce  '  ccdt 

Hierbei  ist  angenommen,  dass  die  Normale  der  Krei.sbahnebene  mit 
der  Richtung  der  elektromagnetischen  Scheidungskrafl  parallel  sei. 
was  für  alle  Kreisbahnen  nur  bei  einer  bestimmten  Anordnung  der 
Molecule  stattfinden  kann.  Peiin  Wismuth  setzen  wir  keine  solche  An- 
ordniini:  \  oraiis,  sondern  nehmen  viehnelir  «ach  dem  Begriffe  der  Ho- 
mo geneitat  an,  dass  die  Normalen  der  Kreisbahnen  keine  vorherr- 
schende Richtung  haben.  Darnach  muss  die  Zahl  der  Kreisbahnen,  deren 
Normalen  den  Winkel  ^  mit  der  Richtung  der  elektromagnetischen  Schei- 
dungskrafl machen,  mit  sin  (f  proportional  geseist  werden.  Die  Stroro- 
intensitat  ergiebt  sich  dann  mit  cos  9  proportional,  und  die  der 
Scheidungskraft  parallele  Componente  des  Moments  mit 


Digilized  by  Gi 


LICSBESONDEHK  UBER  DiAMAtilSETläMUS.  t>51 

COS  Mulliplicirt  man  daher  obigea  Ausdruck  mit  «n  9  cos  so  er- 
halt man  einen  Ausdruck ,  welcher  dem  Adtheile  aller  KrmsstrOme  (Mo- 
lecnlarslrOme),  deren  Normalen  mit  der  Richtung  der  Scheidungskraft 
den  Winkel  9»  machen,  an  dem  elektrodiamagne'tischen  Mo- 
mente des  Wismulbs  i)ro[)or(ional  ist,  nämlich: 

"""««#•  ^  '""■'^  *^    ~  ccd*  •        9*  ^^'^  ^  ■ 

Mulliplicirt  man  diesen  Ausdruck  mit  d^  und  dann  femer  dmi  zwischen 
den  Grenzen  9)  =  0  bis  ^  =  4*^  genommenen  Integral  werlb  mit 
der  Zahl  der  Molecularslröme  m,  so  erfalllt  man  das  ganze  elek  trodia- 
magnetische  Moment  des  Wismuths  ansgedrttdct  durch 

.  tt  *  y  <6)Tawinf*«< 

See»  •    8crrf<    '  • 

Bczuiclinel  v  das  Vo  I  innen  des  Wismutbä  und  a  d<-'n  Ab  stand  der 
Miltelpunole  seiner  MoJecuIarslrönie ,  deren  Halbmesser  ===  r  ist  ,  so  ist 
die  Zahl  der  Molecularstrtime  m  —  ^j.  Vorausgesetzt  nun ,  dass  die 
Grösse  der  Molecularstrome  den  MoIecularabstHnden  proportional  ist, 
also  ^  —  »  constant,  so  ist  die  Summe  der  von  allen  Molecularstroiuen 

umlaufenen  Flächen  mrtrr  =  Substituirt  man  diesen  Werth  in  dem 
obigen  Ausdrucke  des  elektrodiamagnetischeji  Moments,  so  erhält  man 

'   tosr 

Das  elektrodiamaa:nelische  Moment  einerWismulhruassc  ist  also 
dem  elek  tromai^ue  tischen  Scheidungsnioniento  X  und  dem 
Vülunieu  der  Wismuthmasse  v  propoi  tiuiud  und  wird  daraus  durch  Mul- 
tiplication  mit  einem  aus  der  ungemeinen  H  lektricitätslehre  zu 
eulnchmenden  constaiUen  Factor  ^ — ,  und  einem  von  der  Beschaffen- 

heitdesWismuths  abhängigen  constaaten  Faktor  — ^  gefunden. 
Diesen  letzteren  Faktor  kann  man  die  diamagnetische  Coustante 
des  Wismuths  nemien. 


SO. 

Yergleichung  der  Wechselwirkung  diamagnetiteher  Mtoleoüe  mit  der 
Wechselwirkung  magnetbcher  Molecule* 

In  der  un  vorigen  Artikel  gegebenen  Bestimmung  des  elektro- 
diamagnetischen  Moments  ist  die  Induction  von  MolecularstrOmen 
in  den  Kreisbahnen  der  Molecule  einzeln  betrachtet  worden,  wie  wenn 
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auf  jedes  Molecule  bloss  dio  aus  der  vorhandenen  elektromagneti- 
schen Scheidungskraft  bestimmten  elektromotorischea  Kräile  ge- 
wirkt hatten.  Dies  ist  geoaa  genommen  nicht  der  Füll,  sondern  es  haben 
in  jeder  Kreisbahn  ausserdem  noch  diejenigen  elektromotorischen  Kr^ 
mit^wirkt,  welche  von  der  Wechselwirkung  der  diamagnelischea 
Molecule  berrtthrten,  gerade  so,  wie  auf  ein  Theiich^n  eines  Eisenstabs 
nicht  bloss  die  äussere,  z,B.  vom  Erdmagnetismus  ausgeübte»  Sebei- 
duDgskraft  wirkt,  sondern  auch  diejenigen  Scheidungskrttfte,  welche 
von  der  Wechselwirkung  der  Theilchen  des  Stabs  unter  doander  her. 
rubren. 

Soll  nun  diese  Wechselwirkung  der  diamagnelischea  Molecule 
in  Rechnung  gebracht  werdm,  wiewohl  sie  so  klein  ist,  dass  sie  etnea 
kaum  merklichen  finfluss  hat,  so  verdien!  dabei  zunächst  ein  merkwOi^ 
diger  Gegensalz  hervorgehoben  zu  werden,  welcher  zwischen  der  Wech- 
selwirkung diamagnetischer  und  magnetischer  Molecule  statt- 
findet. ■ 

Befinden  steh  nämlich  zwei  Eiseu theilchen  in  einer,  der  Rich- 
tung der  auf  sie  wirkenden  magnetischen  Scheidungskraft  X  paralle- 
len, Geraden,  und  bezeichnet  man  mitm  das  magnetische  Moment, 
welches  diese  Scheidungskraft  in  jedem  von  diesen  beiden  Eisentheilchen, 
einzeln  betrachtet ,  hervorbringen  würde;  so  rcsultirl  für  jedes  Theil- 
chen aus  der  Wirkung  des  andern  eine  neue  Schcidimf^skrafl,  w  elche 
das  Moincnl  m  vergrOssert.  Diej>e  neue,  aus  der  Wechselwirkung 
beider  Theilchen  entspringende.  Scheidungskrafl  wird  nach  bekannten 
Gesetzen  durch  ausgedrückt ,  wenn  r  den  Abstand  der  Theilchen  be- 
zeichnet, und  die  gesammte  Scheidungsknift  ^-^4-^)  bringt  nun  in 
dem  betrachteten  Theilchen  ein  grösseres  Moment  =  ^1  +  m 

hervor.  —  Befinden  sich  dagegen  zwei  Wismuthtbeil  eben  in  einer, 
der  Richtung  der  auf  sie  wirkenden  elektromagnetischen  Scheidungskraft 
X  parallelen.  Geraden,  und  wird  das  diamagnetische  Moment, 
welches  dieser  Scheidungskraft  entspricht,  mit  — f*  bezeichnet  (das  ne> 
galive  Vorzewhen  bedeutet,  dass  fbr  gleichgerichtete  Scheidungskrafte 
das  diamagnetische  Moment  dem  magnetisch«!  entgegen  gesetzt  ist), 
so  resultirt  für  jedes  Theilchen  aus  der  Wirkung  des  andern  eine  neue 

Scheid imgbkraft  =  —       wenn  r  der  Abstand  der  beiden  Theilchen 

iäl,  und  der  gesammten  Scheidungskraft  =  (x — p^)  entspricht  dann 
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das  verkleinerte  Moment  —  —  /«.  Bs  findet  also  der  Gegen- 
satz statt,  dass  der  Magnetismus  der  in  der  Richtung  der  Scliei- 
d an gs kraft  liegenden  Eisentheilchen  durch  Wechsel wiikang  ver» 
stttrkf,  der  Dfamagoelismos  der  in  dieser  Richtung;  liegenden  Wismuth- 
tbeilciien  dagegen  durch  Wechselwirkung  geschwächt  wird. 

Umgekehrt  verhält  es  sich ,  wenn  die  Eisen-  und  Wismuththeilchen 
in  einer  gegen  die  Richtung  der  Scheidungskraft  senkrechten  Geraden 
liegen,  wo  der  Magnetismus  der  Eisentheilchen  durch  Wechselwirkung 
geschwächt,  der  Diamagiictismns  der  Wismuththeilchen  dagegen 
durch  Wechselwirkung  vorstürki  wird.  Es  ergiebt  sich  u.iinlieh  dann, 
wiMin  man  dieselben  Zeiclieii  gcbrauclit,  der  ges o h  w  ii c  h  to  Magne- 
tismus des  Eisentbcilchcns  =  (i  —  m,  der  verstärkte  Dia- 
magnetismus  des  Wismuththeilchens  =  —  ^1  +  ^  /». 

Hieraus  folgt,  dass,  während  man  eine  gegebene  Masse  Eisen,  um 
ihr  durch  eine  gegebene  Scheidiingskrafl  den  silirk.ston  Magiiehsnius 
zu  erthcilon  ,  in  die  Form  eines  langen  und  daiinen  Slabs  oder  in  die 
(»ines  lang  gestreckten  Ellipsoids  hiiügt,  dessen  trrossc  Axe  der 
Hicfitiiii-,  litT  Scheidungskraft  parallel  ist,  so  mus.s  man  dagegen  eine 
^Vlsn^udl^)as.se ,  um  ihr  den  stiirkslen  Dianiagnetis  ni  u  <  /n  ertheilen, 
lü  die  m()glichst  dtinnste  Plattenform  oder  in  die  1  orm  (unes  möglichst 
abgeplatteten  Ellipsoids  bringen,  dessen  kleine  A\e  der  Richtung 
der  Scheidungskruft  parallel  ist.  Diese  Folgerung  wurde  sich  an  der 
Erfahrung  jjriifen  lassen,  doch  ist  dabei  zu  beachten,  dass  bemi  \S  is 
mulh  der  Einllussder  WeeliseKvirkungder  Theilchcn,  wogen  der  Schwäche 
des  einer  gegebenen  Scheidungskrafl  entsprechenden  Diamagnetismus, 
sehr  gering  sein  niuss.  Wendet  man  aber  das  gefundene  llesultat  auf 
die  Prüfung  des  zuerst  von  Faraday  ausgesprochenen  Salzes  au,  dass 
fik-h  nämlich  Wismuth  unter  dem  Einflüsse  magnetischer  Scheidungs- 
kräfto  ganz  wie  Eisen  mit  dem  einzigen  Unterschiede  verhalte ,  dass  die 
beiden  magnetischen  Fluida  mit  einander  vertauscht  erschienen,  so  stellt 
sich  heraus,  dass  dieser  Satz  nicht  streng  richtig  ist;  denn  darnach 
mUssle  die  gestredete  ellipsoidische  Form  für  Wismuth  ebenso  wie  für 
Eisen  die  günstigste  sein«  dort  den  stärksten  Diamagnetismus  wie  hier 
den  stärksten  Magnetismos  darzustellen,  was  nicht  der  Fall  ist.  —  Die 
Entwickelung  dieser  Gesetze  der  Wechselwirkung  diamagnetischer  Mo- 
lecule  im  Vergleiche  mit  der  Wechselwirkung  magnetischer  Molecule 
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fuhrt  zu  einer  einfachca  Uaterscheidung  magnetischer  und  diaioa- 
gnetischer  Stoffe,  die  in  dem  folgendea  Artikel  naher  betrachtet  wer- 
den soll. 

24. 

Unterscheidung^  magnetischer  und  diuwagaetischer  KOrper  durch 
positive  und  negative  Werthe  einer  Constanteo. 

Statt  der  nicht  ganz  richtigen  Unterscheidang  magneüsclia*  und 
diamagnelischer  Körper,  wonach  bei  gleichgerichteter  Scheidnngsfciaft 
die  beiden  magnetischen  Fluida  nnr  mit  einaniter  Tertauadit  wären,  lAsst 
sich  eine  andere  genan  richtige  und  ebenso  einlache  Unterscheidung 
geben ,  die  btos  auf  der  Verschiedenheit  der  Werthe  einer  aus  der  Natur 
jedes  Korpers  zu  bestimmenden  Göns  taute  beruht 

Beschrankt  man  sich  nümlicfa  der  Einfachheit  wegen  auf  die  Be- 
trachtung eines  Rotations-Eilipsoids  von  Eisen  oder  Wismuth,  des- 
sen Hauplasce  der  Richtung  derScheidutigsitFaft  parallel  ist,  so  hat  Nen- 
mann  in  Crelle's  «foumai  für  die  reine  und  angewandte  Hathematäc» 
Bd.  37  bewiesen,  dass  für  Bisen  bei  der  Scheidungskraft  X  das  ma- 
gnetische Moment  des  EUipsoids  durch  dm  Ausdrudt 

4  4-  iTtkS 

dargestellt  werde,  wo  t>  dos  Volumen  des  EUipsoids  und  S  eine  durch 
das  Verbällniss  der  Axeo  gegebene  Grosse  bezeichnet.  Es  ist  admlich 

S  =  ,(«,_  1)14  log  l±|-ij 

und 

.=ro-2)- 

r  und  /(rr  ^  U)  sind  die  Axen  des  EUipsoids.  k  endlich  soll  darin  litr 
Eisen  einen  constanten,  von  seiner  Natur  abhängigen  Werth  haben,  wel- 
chen Neumann  mit  dem  Namen  der  magnetischen  Constante  des 
Bisens  bezeichnet,  und  zwar  ist  dieser  Werlb  bei  Eisen  und  allen  ma- 
gnetischen Körpern  nothwendig  positiv. 

Der  Werth  von  S  ergiebt  sidh  ftar  ein  unendlich  gestrecktes 
EllipsoidS=sO;  folglich  das  magnetische  Moment 

=:kvX, 

also  ist  für  V  »  f  und  X  =.  1  das  magnetische  Moment  =  k.  Die 
magnetische  Constautc  k  l&asl  sich  hiernach  als  der  Grenzwerth 
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definiren ,  dem  sich  das  magnetische  Moment  der  Volumeneinheil  unter 
dem  Einflüsse  der  Einheit  der  magnetischen  Scheidungskraft  desto  mehr 
nähert,  ein  je  gestreckteres  Ellipsoid  aus  der  Yolumeneinheit  gebildet 
wird.  Da  die  Coastantc  k  bei  allen  magnetischen  Körpern  einen  positi- 
ven Werth  hat,  so  ist  das  magnetische  Moment  positiv  oder  n^liv, 
jenachdem  die  Scheidungski  aft  positiv  oder  negativ  ist. 

Fttr  eine  Kugel  eigiebt  sich  der  Werth  von  8  =  folglich  das 
magneliscbe  Moment 

Man  sieht  hieraus,  dass  bei  der  Kogelform  des  Eisens,  weil  k  einen  po- 
sitiven Werth  hat,  auf  die  Yolumeneinheit  weniger  Magnetismus  kommt, 
als  bei  gestreckter  Ellipsoidenlbrm. 

Der  Werth  von  8  crgiebt  sich  endlich  Air  ein  m  enier  unendlich 
dannen  Kreisscheibe  abgeplattetes  Ellipsoid  <S  =  1 ,  folglich  das  magne- 
tische Moment 

  IcvX 

Die  Grösse  k  dient  nun  ais  Unterscheidungsmerkmal  verschiedener  ma- 
gnetischer Stolle ,  indem  ihr  Werth  nach  Verschiedenheit  der  Stoti'e 
bis  Null  abnehmen  kann,  nur  aber  der  Natur  des  Magnetismus 
gemäss  stets  positiv  sein  muss.  Man  kann  aber  den  Gebrauch  der 
Grösse  k  als  Unterscheidungsmerkmal  verallgemeinem  und  iiin,  statt  auf 
magnetische  Körper  zu  beschranken ,  auf  alle  Körper  ausdehnen ,  indem 
man  negative  Werthe  von  k  zulässl  und  die  physische  Bedeutung 
daran  knüpft,  dass  ein  Körper,  dem  ein  solcher  negativer  Werth  von 
k  zugehOre,  kein  magnetischer,  sondern  ein  diamagnetischer  sei. 
Statt  negative  Werthe  von  k  einzuAlhren,  wollen  wir  bei  diamagneti- 
schen Körpern  —  £  schreiben.  Das  diamagneüsche  Moment  eines  Wis- 
muthelUpsoids .  dessen- Volumen  =  9  ist»  und  auf  welches  die  elektro« 
magnetische  Scheidungskraft  X  der  Hauptaxe  parallel  wirict,  wird  als- 
dann ansgedrackt  durch 

_  kvX 

4  — 4«ftS*  • 

wo  8  dieselbe  Bedeutung  wie  oben  hat.  Fdr  unendlich  gestredde  Ellip- 
soide,  wo  5  =  0,  ist  also  das  diamagnetische  Moment 

fllr  eine  Kugel ,  wo  5  ==  | ,  ist  dasselbe 

  kvX  . 
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(ikr  ein  unendlich  abgeplatteies  ElUpsoid,  wo  5  =  4,  ist  es 

 kvX 

—       1  — 4irt  * 

Bei  der  gestrecklesten  Form  kommt  also  auf  die  Volumeneioheii  am 
wenigsten,  bei  der  abgeplattetsten  Form  am  meisten  Dia- 

niagnclismus ,  gerade  uragekelirt,  als  es  mit  dem  Magnetismus  der  FaU 
war ,  wie  schon  im  vorigen  Artikel  bewiesen  worden  ist. 

Da  aber  — k  einen  sehr  kleinen  negativen  Werf  Ii  auch  heim  Wis- 
mulh  hat,  welchem  am  stärksten  diamaguelisch  wird,  so  eri^'ieht  sich. 
dass  der  Diamagnetismus  des  Wismuths  immer  sehr  nahe  dem  iVoducte 
des  Vohimons  und  der  ScheuluugskrafI  |)roj)ürliüQal  ist  und  von  der 
Form  als  fast  unabhünirig  betrachtet  wcnien  kann.  Es  kann  dalier  die 
Bedeutung  von  — k  unmittelbar  mit  derjeniiien  il iamagnelischcn 
Constante  verglichen  werden,  von  welcher  aui  Ende  d(vs  19.  Arlikels 
die  Rede  war.  Auch  dort  wurde  das  dinmagnelische  Moni' nl  (lar-e.-^telll 
durch  das  Protluct  des  Volumens  in  die  Scheicbmgskralt  mullipiicirt  mit 
einem  Consta n ten  Cocfficienten,  welcher  in  /.wci  Kactoren  zerfiel, 
nämlich  in  einen  aus  der  allgemeinen  E iektrici tä  isleh re  zu  ent- 
nehmenden       und  in  einen  von  der  Beschaffenheit  des  Wis- 

muths  abhängigen  Factor  — ^.  welcher  dort  die  diamagnetische 
Constante  des  Wismulbs  genannt  worden  ist.  Hau  siebt  leicht,  dass 
diese  beiden  Factoren  hier  in  — k  nicht  geschieden  sind  und  dass  — k 
also  keine  andere  Bedeutung  bat  als  die  des  Products  Jener  beiden  con- 
stanten  Facloren*). 


*)  Es  möge  hierbei  noch  bemerkt  werden,  dass  der  magnetische  Coeffieientft 
sidi  nur  nach, der Tbeorid  scbeidbarer  magnetigcher  Piaida  (ArLIS,  Hr,  t) 
coDstant  eigiebl;  da»  er  aber  nach  der  Theorie  drehbarer  Molectilannagnete 

(Art.  1 5 ,  Nr.  2)  eine  Function  der  Scheidungskrall  X  sein  muss.  Der  dl a magneti- 
sche CoefBcient  — k  ist  dagegen  nach  der  Theorie  der  diamagnetelekirischen  Inductioo 
(Art.  <5,  Nr.  4)  seiner  Natur  nach  coustant,  wie  Art.  19  gezeigt  worden  ist.  Es  wird 
in  deo  Idigenden  Art.  SS— >S6  bewiesen  wwden,  daaa  in  Beaiehang  auf  denJf agoe- 
tiemtta  die  Briiihraiig  mit  der  Theorie  eoheidbarer  nBagnetiecher  Flolda  in 
Widerspruch  .stolit  und  /u  Gunsten  drehbarer  Molecularmagnete  (oder  Hole- 
rtilarslröme  Art,  15,  Nr.  3)  entscheidet,  weit  nümlich  der  Werth  von  /.  beim  Eisen  wirk- 
lich nicht  coastaut,  soudero  mit  der  Grosse  der ScbeidungskraA  X  veräuderlicli  ist. 
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22. 

Udler  die  Existenz  magDetiselier  Plnidi* 

Wenn  eine  gewisse  Cla^  von  Wirkungen  eines  Körpers  auf  andere 
Körper  so  beflchaffen  ist,  dass  sie  aus  einer  idealen  Vertheilung 
magnetischerFlaida  auf  seiner  Oberflache  erklart  werden  kann,  so  lassen 
sich  für  die  wahren  Ursachen  aller  jener  Wirkwigen«  welche  im  Innern 
des  Körpers  liegen,  verschiedene  Möglichkeiten  denken,  und  darnach  4 
verschiedene  Falle  unterscheiden,  welche  Art.  14  angegeben  und  in  den 
darauffolgenden  Artikefai  naher  erörtert  worden  sind.  Zwei  dieser  Falle 
beruhten  auf  der  Voraussetzung,  dass  zwei  magnetische  Flnida 
existiren,  deoea  in  den  Molecnlen  des  KOrpers  entweder  eine  con- 
staute  oder  eine  variable  Scheidung  zugeschrieben  wird;  die  beiden 
anderen  Falle  beruhten  auf  der  Voraussetzung,  dass  die  beiden  nach  der 
Glektricitatslebre  vorhandenen  elektrischen  Fluida  in  einer  be- 
stimmten Kreisbahn  um  jedes  Holecule  des  KOrpers  entweder  in  einer 
Constanten  oder  in  einer  variablen  Strombewegung  sich  befänden. 
Diejsc  4  verschiedenen  Falle  schliessen  nun.  \vie  man  leicht  einsieht, 
keineswegs  einander  wechselseitig  aus,  denn  es  kann  ein  Thcil  der  ma- 
gnetischen Fhu'da  in  den  Moleculeu  constant  geschieden  bleiben,  wäh- 
rend die  Scheiihmg  eines  anderen  Tlieils  variabel  ist;  und  ebenso  kann 
einTheil  der  elektrischen  Strömung  iu  der  für  jedes  Molecule  gegel)enen 
Kreisbahu  consiaiU  m  iu,  wUhrend  ein  anderer  Theii  seiner  luteiisilüt 
.  nach  variirt.  In  letzlerer  Beziehung  Hesse  sich  sogar  die  Existenz  von 
constanten  Strömungen  ohne  das  Hinzukommen  eines  variablen 
Theili^  hei  den  vielen  vorhaudcuen  elektromotorischen  Krallen  gar  nicht 
begreifen,  weil  die  elektrischen  Fluida,  wenn  sie  wirklich  in  bestimmten 
Kreisbahnen  um  die  Molecule  frei  beweglich  sind,  wie  die  Existenz  be- 
harrlicher Strömungen  beweist,  dem  Antriebe  jener  nach  der  Richtung 
der  Kreisbahnen  zerlegten  elektromotorischen  Krüfte  nothwendig  folgen 
müssen.  Der  erste  und  zweite  Fall  können  daher  entweder  einzeln  oder 
zugleich  stattfinden;  der  dritte  und  vierte  stehen  aber  unter  einander  in 
einem  nothwendigen  Zusanunenhange ,  so  dass  entweder  keiner  von 
beiden  oder  beide  zusammen  stattünden  müssen.  Jene  4  Falte  lassen 
sich  hiernach  paarweise  verbunden  unter  Sl  Hauptfalle  bringen ,  nämlich 
i)  dass  zwei  geschiedene  oder  scheidbare  magnetische  Fluida  in 
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den  Molecuien  des  Körpers  existircn,  2)  dass  die  nach  der  Blektricitäts- 
lehre  aberall  vorhandeneii  elektrischen  Fluida  in  bestimmten  Kreis« 
bahnen  nm  die  Molecule  des  Körpers  frei  beweglich  sind.  Diese  bei- 
den Hauplftlie  können  aber  als  einander  wechselseitig  ansschliesseod  m 
sofern  betrachtet  werd^«  iüs  die  wirkliche  Nachweisung  eines 
von  beiden  den  andern  als  überflüssige  Hypothese  erscheinen  lassen 
würde. 

.  Nun  hisst  sich  fllr  jeden  yon  diesen  beiden  Hanptfilllen  eine  Theo- 
rie entwickeln^  und  jede  von  diesen  Theorien  in  zwei  T heile  theüen, 
nttmlich  in  einen  solchen,  worin  beide  Theorien  in  ihren  Resultaten  uber- 
einstimmen,  und  in  einen  solchen,  wo  sie  in  ihren  Resultaten  einander 
widersprechen.  Denn  es  verhalt  sich  hier  gerade  so  wie  in  der  Optik 
mit  der  Emissionstheorie  und  Wdlenibeorie ,  die  in  ihren  Resultaten 
ebenfoUs  in  sehr  vielen  Beziehui^n  mit  einander  ttbereinstimmten, 
bis  die  Entdeckung  der  Interferenzerscheinungen  zu  einer  nähe- 
ren Erörterung  desjenigen  Theiis  führte,  in  welchem  beide  Theorien  in 
ihren  Resultaten  einander  widorsprechoii.  Haben  mm  auch  bi»  jetzt 
die  beiden  auf  der  E.visteiiz  mai;  uc  t  i  scher  Fluida  und  auf  der  Exi- 
stenz elektrischer  Molecu larströme  beruhenden  Tlieorien  in  sehr 
vielen  Beziehungen  eine  In wiiml  rnswilrdige  Uebereinstinuuung  in  den 
Resultaten  ergeben ;  so  durtie  man  doch  auch  hier,  wie  in  der  Optik, 
erwarten,  dass  endlich  die  Entdeckung  irgend  einer  neuen  Clause  von 
Erscheinungen  ebenfalls  zu  einer  näheren  Erörterung  desjenigen  Tlieils 
fuhren  wtirde,  wo  beide  Theorien  in  ihren  Resultaten  einander  wider- 
sprachen, und  dass  alsdann  die  nenentdecklen  Erscheinungen  die  bis- 
bcrig;o  AJlernative  zwischen  beiden  Theorien  ealscheiden  würden*). 


•)  Icli  habe  früher  in  den  «Resullalen  aus  den  Beob.  d.  magii.  V.  im  Jahre  1839» 
die  Vermutliung  zu  begründen  gesuchl ,  dass  die  daselbst  unler  dem  Namen  der  .  Uni- 
polarao  PohriOtt»  bescbridbenen  Erscheiiiun^jen  zu  eiuor  soicbea  Eotscheidutig  fuhren 
ktonCen.  Dies  ist  aber  niobt  der  Fall,  weO  «ine  andere  Bitttmog  von  den  dort  be- 
schriebenen Erscheinungen  sieb  gÜMk  iBttt,  lebald  swilcheii  den  im  Jnneni  der  Cod- 
ducloron  sich  bewegenden  elektrisclien  Fluidia  und  den  ponderablen  Theilen  derCon- 
(hi(  torcT]  ( iiif  solche  Verbindung  staUfindel,  dass  jede  auf  die  elektrischen  Fluida  wir- 
kende Krall  i^anz  oder  fast  ganz  auf  die  ponderablen  Tbeile  übertragen  wird,  wie  ich 
die*  in  dea  cBleklradifmiinisdien  Maattbeslinnniiigen»  (Abbandl.  bei  Begründung  der 
E.  S.  Qeeelbeh.  d.  Wissenscb.  bei«a«B«8-  v.  d.  F.  JaU.  Ges.  Art.  I»,  S.  309}  niber 
erOrtert  babe. 
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Die  beideo  optischen  Theorien  treunlen  sich  in  den  Folgerungen, 
welche  sich  aus  ihnen  für  das  Zusammentreffen  zweier  homogonon 
Lichtstrahlen  ergal)en ;  denn  nt^ch  der  einen  sollte  immer  Verstärkung, 
nach  der  andcru  bald  Verstärkung  bald  Aufbebunfr  slalilindcn :  die  In- 
lerferenzerscheinun.ü;on  beslüliglen  die  UesulUite  der  Wellen- 
theorie, Auf  ahnlich«  Weise  kann  aiu  li  dor  Scheideweg  unserer  Theo- 
rien bestimmt  werden.  Heide  stimni(»n  zwar  I)  in  allen,  die  Erschei- 
nungen b  e  ha  r  r  1  i  r  h  e  r  Magnete  betreffenden  Hesultaten  überein ;  2)  auch 
in  Betreff  der  veriinderik  hen  Magnete,  darin,  dass  jede  eine  Eintheiiung 
derseü)en  in  zwei  Classen  gestaltet,  nitiulich  in  solche,  die  ihren 
Magnetismus  der  blossen  Orientirung  fertig  vorhandener 
drehbarer  Molecule  !^Müleculannaguete  oder  MoleeularsfrfSme';  ver- 
danken, und  in  solche,  die  ihren  Magnetismus  der  Scheidung  oder 
Bewegung  impondcrablcr  Fluida  in  ruhenden  Moleculen 
(der  Scheidung  magnetischer  Fluida  in  den  Moleculen,  oder  der  Erre- 
gung elektrischer  Ströme  in  bestimmten  Kreisbahnen  um  die  Molecule) 
verdanken ;  3)  endlich  stimmen  beide  Theorien  aucli  noch  in  ihren  Be- 
soltaten  itber  die  erste  CJasse  der  ver&nderlichen  Magnete  mit  einander 
aberein;  aber  sie  widersprechen  einander  in  ihren  Resulta- 
ten Uber  die  zweite  Glasse;  denn  fUr  diese  zweite  Classe  ergiebt 
sich  aus  den  beiden  Theorien  eine  entgegengesetzte  Lage  der 
Pole:  nacb  der  einen  soU  die  Lage  der  Pole  fllr  die  zweite  Classe 
gleich  der  ftir  die  erste  Glasse  sein;  nach  der  andern  soll  die  Lage 
der  Pole  für  die  zweite  Glasse  entgegengesetzt  der  fUr  die  erste 
Glasse  sein. 

So  lange  man  also  nur  solche  veränderliche  Magnete  kannte,  wo 
die  Lage  der  Pole  (fUr  gleicfagericbtete  Scbeidungskräfte)  gleich  war, 
so  Hessen  sie  sichlnach  beiden  Theorien  erklären,  und  es  bedurfte  nur 
nach  der  zweiten  Theorie  der  Annahme,  dass  Magnete  der  zweiten 
Glesse  entweder  gar  nicht  vorkamen  oder  nur  mit  Magneten  der  ersteren 
Classe  so  verbunden,  dass  die  Wirkung  der  letzteren  immer  vorherrsche. ' 
Weil  die  erste  Theorie  einer  solchen  Annahme  nicht  bedurfte,  konnte 
ne  sogar  den  Vorzug  zu  verdienen  scheinen,  so  lange  man  nur  Magnete 
mit  gleicher  Lage  der  Pole  für  gleichgerichtete  Schcidungskräfte  kannte. 
Sobald  man  aber  vcriinderliche  Magnete  (Diamagnctc)  entdeckte,  wo  die 
Lage  der  Pole  (bei  gleichgerichteten  Scheidungskraflen)  enigegcnge- 
selzt  war.  so  blieb  keine  Wahl  mehr  zwischen  beiden  Theorien,  denn 
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es  konnte  dann  nor  die  zweite  Theorie  gebraocht  werden,  weil  sie  allein 
von  der  Entstehung  zweier  Classen  von  Magnete  mit  entgegeoge- 
scizier  Lage  der  Pole  bei  gleichgerichteten  Scbetdnngskräflen  Rechen- 
schafl  giebt. 

Die  von  Faraday  entdeckten  diamaguetischcn  Kischcinuii::eQ 
dienen  daher  zur  Entsclicidung  der  Alternative  zwischen  diesen  beiden 
Theorien,  gerade  so,  wie  die  Int€rfcrcnzerscheinuugcn  zur  Entscheidung 
der  Alternative  zwistlicn  Emission.s-  uti  l  Wcllentheorie  in  der  Optik  ge- 
dient haben,  und  dies  ist  die  wesentüciistc  und  wiclitiirsfe  Bedeutung, 
welche  dieser  Entdeckung  gegeben  werden  kann.  Durch  die  l-^ntdeckung 
des  Diamagnetismiis  wird  also  die  Hypothese  der  elektrischen  Mo- 
lecularströme  im  Innern  der  Körper  bestiiti^l;  die  Hypothese 
der  magnetischen  Fluida  im  Innern  der  Körper  widerlegt. 

AUe  unsere  Hypolliesen  oder  Vorstellungen  von  denKürpera  finden 
immer  nur  innerhalb  eines  begrenzten  Bereichs  von  Erscheinungen  Gel- 
lung, und  unterscheiden  sich  von  einander  durch  die  grössere  Beschran- 
kong  oder  Ausdehnung  dieses  Bereichs.  Wir  sf  lireihen  ihnen  Realität 
zu,  so  lange  wir  keine  Erscheinungen  kennen,  die  aosserbaJb  des  Be- 
reichs, IHr  welches  sie  gellen.  Iflgen;  im  entgegengesetzten  Falle  be- 
zeichnen wir  sie  als  ideal.  Wenn  nun  auch  die  magnetischeo 
Fluida  künftig  in  die  Beifae  der  idealen  Vorstellungen  gesetzt  werden 
müssen  t  so  behalten  sie  doch  die  nttmliche  Wichtigkeit  und  Bedeutui^, 
die  sie  bisher  besassen.  so  oft  man  Betrachtungen  auf  denjenigen  Kreis 
beschrankt,  fUr  welchen  sie  gelten.  —  Und  wenn  wir  auch  ftir  jetzt 
den  elektrischen  Molecularströmen  im  Innern  der  KOrper  Bea- 
litttt  zuschreiben,  gleichwie  dem  Wellen  fortpflanzenden  LicbUttherio 
der  Optik,  so  kann  es  doch  geschehen,  dass  auch  sie  kanftig,  bei  wei- 
terer Ausbildung  der  Wissenschaft,  in  die  Beihe  der*idealen  Yorstei- 
lufigen  versetzt  werden  müssen. 

Ueber  die  Abhängigkeit  des  magnetischen  und  diamagnc« 

tischen  Moment«  \  oü  der  Grösse  d(3r  Scheidungskraft. 

23. 

Die  Hiehtigkeil  des  gewonnenen  Resnlt;its,  dass  keine  magnetischen, 
sondern  nur  elektrische  Fluida  wirklich  exis Liren ,  für  welche  aber  io 
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den  pondembiL'u  Körporn  zwei  verschiedene  Arten  von  Halmen  vor- 
handen sind,  in  denen  sie  sicli  bewegen  können,  nJimh'cli  llieils  solche, 
in  welchen  ihre  Bewegung  einen  mit  ihrer  Geschwindigkeit  proportio- 
nalen Widerstand  findet  ,  tlioils  solche,  in  welchen  ihre  Bewegung  gar 
keinen  Widerstaod  findet  (Molecularbahnen),  beruht,  den  vorhergehen- 
den Erörterungen  geniüss ,  liauptsüchhch  auf  der  Beiracbtung  der  ent- 
gegengesetzten Lage  der  Pole  oder  der  entgegengesetzten  Rich- 
tung, nach  welcher  bei  gleicher  magnetischer  oder  elektromagnetischer 
Scheidoiigsiaraft  die  ideale  Scheidung  der  magnetischen  Fluida 
in  magnetischen  und  diamagnetischen  Körpern  erfolgt;  es  kann  aber  die 
Richtigkeit  dieses  Resulfals  noch  einer  weitefen  Prttfimg  unterworfen . 
werden ,  wenn  man  ausser  der  Richtung,  nach  welcher  bei  einer  ge- 
gebenen magnetischen  oder  elektromagnetischen  Sdieidungskraft  die 
ideale  Scheidung  der  magneUschen Fluida  erfolgt,  femer  die  Starke 
dieser  Scheidung  genauer  erforscht.  Es  findet  nämlich  zwar  in  Bezie- 
hung auf  die  Stärke  dieser  Scheidung  kein  solcher  Gegensatz  zwischen 
beiden  Theorien  statt,  wie  tn  Beziehung  auf  die  Rieh  tan  g;  doch  ei^ 
giebt  sich  auch  in  ersterer  Beziehung  keine  volle  Uebereinstimmung.  Eine 
vollständige  Entscheidung  der  Alternative  fordert  daher  noch  die  Ent> 
Wickelung  derjenigen  Differenzen,  welche  zwischen  beiden  Theorien  m 
Beziehung  auf  die  Stärke  jener  idealen  Scheidung  stattfinden,  und  de- 
ren Prüfung  an  der  Erfiihrung. 

Ergübe  sich  von  der  einen  Seite ,  wie  in  der  Note  am  Ende  des 
21.  Artikels  bemerkt  worden  ist,  dass  nach  der  Theorie  wirklich  exi- 
s  t i  rende r  m a g n  e  t  is c he r  Fl  ui da  Proporli-ona  1  i  t a t  der  magne- 
tischen Monieotü  mit  den  Scheidungskrüllen  staltfinden  sollte ,  dass  aber 
diese  Pi  opot  fionalitüt  (nach  den  3IUller'schen  Versuchen)  der  Erfahrung 
widersprectie,  und  liesse  sich  von  der  anderen  Seite  nachweis(>n  ,  dass 
die  Theorie  der  Molecularslromc  in  kemcm  solchen  Widcrsjjruche 
mit  der  Erfalirnn^'  stünde,  so  konnte  die  Dichtigkeit  der  leUtereu  Theo- 
rie auf  diesem  \V  ege  bewiesen  werden,  ohne  dass  es  dazu  nöthig  wUre, 
die  diamagnetischen  Erscheinungen  und  die  verkehrte  Lage  der 
Pole,  welche  sich  dabei  zeigt,  zu  Hülle  zu  nehmen,  wie  es  in  den  vor- 
hergehenden Artikeln  geschehen  ist.  Indessen  kommt  dabei  ein  wesent- 
licher Umstand  in  Betracht,  welcher  macht,  dass  dieser  bloss  auf  magne- 
tische Versuche  gegründete  Beweis ,  wozu  die  dia m  a  g  n  c  t  i  s  c  b e  n 
Versuche  gar  nicht  zu  Hälfe  genommen  zu  werden  brauchten,  ftlr  sich 
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allein  betrachtet,  nicht  völlig  entscheidend  ist.  Es  gieht  nSmlich,  v^ie 
.s(  lion  Art.  1 4  auseinander  gesetzt  worden  ist,  unter  der  Voraussetzung 
vüu  der  wirklichen  Existenz  magnetischer  Fluida,  zwei  Ar- 
ten der  Entstehuug  von  Magneten.  namlicL  entweder  durch  St  hei- 
dung  der  magnetischen  Fluida  in  ru  Ii  enden  Moleculen,  oder  durch 
Drehung  der  Molecule,  in  denen  die  magnetischen  Fluida  beharr- 
lich geschieden  sind.  Die  schon  erwUhale  von  Poissou  und  Neu- 
m  a  n  n  entwickelte  Theorie ,  nach  welcher  Proportionalität  der 
maiineli.schen  Müiuenle  mit  den  SclKMdunt^skrllflf'n  stattfinden  soll,  be- 
trilTl  aber  nur  die  Gesetze  zur  Bestimmung  (ie>  Magnetismus  der  auf  die 
erste  Art  entstandenen  Mar?nete,  und  es  bedarf  einer  näheren  PrUfuns, 
ob  dieselben  Gesetze  ganz  unverändert  auch  auf  die  Bestimmung  des 
Magnetismus  der  auf  die  zweite  Art  entstandenen  Magnete  Anwendung 
finden  können.  Dies  ist  nicht  der  Fall ,  sondern  es  gelten  für  die  auf  die 
zweite  Art  entstandenen  Magnete  andere  Gesetze,  und  zwar  die  näm- 
lichen, wie  für  Magnete,  die  ihren  Magnetismus  der  Existenz  dreh- 
barer Molecularströme  verdanken.  Wenn  also  die  Gesetze  dieser 
letzten  Magnete  mit  der  Erfahrung  tibereinstimmen,  so  folgt  daraus  voa 
selbst,  dasB  die  Er&hnmg  auch  mit  den  Gatzen  der  Magnete,  deren 
Magnetismus  von  drehbaren  Noleculen  mit  beharrlich  ge- 
schiedenen magnetischen  Flaidis  herrtdutj  ttbereinstiniineB 
mOsse.  Folglich  kann  anf  diese  Gesetze  allein  keine  allgemeine  Wider« 
l^ng  von  der  wirklieben  Existenz  der  magnetischen  Fluida  gegründet 
werden,  sondern  nur  eine  Wideriegung  der  Entstehung  der  Magnete 
durch  Scheidung  der  magnetischen  Fluids,  wie  sie  in  der  von  Pois- 
son  und  Neumann  entwickelten  Theorie  angenommen  wird. 

Aber  auch  diese  partielle  Widerlegung  gewinnt  eine  allgemei' 
nere  Bedentnng,  wenn  man  die  Grttnde  beachtet,  durch  die  Poisson 
und  Neumann  sich  berechtigt  halten  durften,  eine  Scheidung  der 
magnetischen  Fluida  in  ruhenden  Moleculen  und  keine  Drehung  der 
Molecule  mit  beharrlich  geschiedenen  magnetischen  Fluidis  anzunehmen. 
Betrachtet  man  nümlich  nüher.  wie  man  zur  Aufstellung  der  Hypothese 
von  der  Existenz  magnetischer  FiuJila  Uberhaupt  gekommen  ist,  so 
wird  man  sich  leicht  überzeugen ,  dass  sie  hauptsächlich  auf  der  Analo- 
gie mit  der  statischen  Elektricitats lehre  berulu,  und  dass  dic^ 
Analogie  im  \N  esentliciien  darin  besteht,  dass  bei  der  Magnelisirung  des 
Eisens  eine  abnUche  Scheidung  der  magnetischen  Fluida  in  den  Eisen- 
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molecuien  slatUinde ,  wie  die  der  elektrischen  Fluida  bei  der  Elektrisi- 
rtmg  emes  Systeius  kleioer  Conductoren.  Diese  'Analogie  würde  aber 
ganz  verloren  gehen,  wenn  die  Magnetisirung  des  Eisens  auf  keiner 
Scheidung  der  magnetischen  Fluida  in  den  Eisenmoicculen»  sondern 
auf  einec  Drehung  der  Eisenmolecule  selbst  beruhte.  Es  geht  hieraus 
hervor  f  dass  die  Hypothese  von  der  Existenz  zweier  magnetischen 
Fluida  ihr  ursprüngliches,  auf  der  Analogie  init  der  Elektricitttts- 
lebre  beruhendes,  Fundament  durch  Widerlegung  der  von  Poisson 
und  Nevmann  entwickelten  Theorie  verlieren  und  fast  wie  eine  ganz 
neue  Hypothese  zu  betrachten  sein  wOrde.  Es  leuchtet  dies  auch  daraus 
ein,  dass  alsdann  selbst  der  Name  der  magnetischen  Fluida  gar  nicht 
mehr  passen  würde,  weil,  wenn  diese  Stoffe  in  den  Eisenmoleculen  be- 
harrlich geschied^  und  stets  auf  gleiche  Weise  fest  mit  den  Eisen- 
theilchen  verbunden  wttren  und  nur  mit  den  EisentheÜchen  sich  bewe- 
gen k<>nnten,  von  einem  flossigen  Aggregatzustande  dieser  StofTe  gar 
nicht  die  Rede  sein  könnte.  Es  würde  alsdann  sogar  das  Rechl  bezwei- 
felt, werdeu  müssen,  diese  StülFc  ul^  gesündert  vom  l-üsen  zu  helrach- 
fen,  wenn  sie  in  der  Wirklichkeil  immer  und  in  unveränderter  Weise 
mit  den  Eisentheilchen  vorbundcii  blieben;  denn  es  würde  alsdann 
genügen ,  blos  z  w  e  i  A  r  t  e  ii  v  o  n  E  i  s  e  n  t h  e  i  1  c  h  e  n  zu  unterschei den. 

Die  erwähnte  partielle  Widerlegung  gewinnt  also  daduieh  eine 
allgemeinere  Bedeutung,  dass  sie  alle  Anaioij;ie  zerslorl,  welche  man 
frulier  zwischen  den  Hypothesen  von  den  magne ti^sc Ii e n  und  elek- 
trischen Fluidis  herzustellen  gesucht  hatte.  Eine  solche  Analogie  gab 
der  Hypothese  eine  gewisse  Wahrscheinlichkeit ,  deren  wahrer  Werth 
sich  nicht  genau  bestimmen  liess,  und  daher  leicht  zu  hoch  angescbla- 
g^  werden  konnte,  nun  aber  durch  die  oben  erwähnte  Widerlegung 
der  Schei  düngst  he  orie  ganz  wegpallt. 

In  demselben  Verhiiltnisse  aber,  in  welchem  die  eine  Theorie, 
nttmlich  die  auf  der  wirklichen  Existenz  magnetischer  Fluida 
gebaute,  an  Wahrscheinlichkeit  verliert,  gewinnt  die  andere,  nflmüch 
die  auf  der  Existenz  von  Molecular strömen  begründete  Theorie, 
zumal  wenn  sich  beweisen  Utsst,  dass  die  Starke  der  magnetischen 
Momente  für  verschiedene  Scheidungskrttfte  sich  genau  dieser  Theorie 
gemäss  verhalte.  Die  bisher  blos  an  der  beobachteten  Richtung  der 
Scheidung  geprüfte  Theorie  wttrde  dann  auch  durch  die  beobachtete 
Starke  der  Scheidung  geprüft  und  bestätigt  werden.  Es  ergiebt  sich 
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hieraus,  dass  dies*'  ^wcifo  Prtlfitng  eine  wesenllirhe  Krgünzung  und 
Vervollständigung  der  crslerfn  bildet,  welche  daher  ia  dea  folgeoden 
Artikeln  ausführlich  gegeben  werdea  fioU. 

Ä4. 

ZuMmmeiibaiig  des  Vorhaudeuseins  eiiu  s  Ma\lniunnvertbs  des  uiagne- 
tischea  Moments  mit  der  Annahme  voa  der  DreiibarlLeit  der  Moieeule. 

Die  AonahiDe  von  drehbaren  Molecalarmagneten  stimmt 
xwar,  wie  sehon  Art.  16  angefilhrt  worden  ist,  in  der  Besümmong  der 
Lage  der  Pole  mit  der  Annahme  von  scheidbaren, magnetischen 
Fluidis  in  unbeweglichen Molecden  obereia;  beide  aber  nnterscheiden 
sich  nach  dem  vorigen  Artikel  wesentlich  von  einander  in  Besiehnng  auf 
das  Gesell,  nach  welchem  die  Stiirke  des  Magnetismus  eines 
Bisenstabs  sieh  mit  derGrOsse  der  magnetischen  Kraft, 
welche  auf  das  Eisen  wirkt,  Andern  soll  Es  leucfaiet  nämlich  ein,  dass, 
nach  der  ersteren  Annahme,  derStflike  des  Magnetismus  eine  Grenze 
gesetet  ist,  die  sie  nicht  tibarschreilen  kann ,  welche  nSmlich  dem  Falle 
entspricht,  wo  die  Axen  aller  Molecolannagnele  dnrch  Drehung  eine 
parallele  Lage  angenommen  haben.  Eine  solche  Grenze  Ist  für  die 
Starke  des  Magnetismus  nach  der  zweiten  Annahme,  so  wie  sie  nach 
Coulomb,  Poisson  und  Neu  mann  der  Theorie  zum  Gruude  gelegt 
zu  werden  pflegt,  uicht  vorhanilen,  weil  nümlich  darnach  in  den 
Moloculen  eine  unerschüpilit  lie  Menge  von  scheidbarem  neutralen 
ii  lüg  netischen  Fluidum  (nach  Analogie  mit  der  Elcklricitätslehre)  voraus- 
gesetzt wird*).  -Aber  wenn  nmii  .im  Ii  diese  letzte)  c  Ann  ilime  etwas 
modificiren  und  voraussetzen  NM^Uit ,  dass  durch  Vei.siarkuug  der  auf 
das  Eisen  wirkendeo  krafl  nach  uud  nach  das  ganze  in  den  Moleculen 
vorhandene  neutrale  magnetische  Fluidum  geschieden  werde .  so  ergäbe 
sich  doch  auch  dann  auch  eine  wesentliche  Verschiedenheti  zwischen 


")  Nach  dieser  Annahme  wird  nnnilich  der  rr(a?nK>li?rhf.  Gleicl)(fcwi(hlS7n«trin»i 
dadurch  defiiiirt,  da.ss  an  der  Oberfliioho  ;i!l<»r  Molrcui ,1  ( i  iidijcloren  eine  VpriJu  ilurti^; 
der  beidca  magaetischeo  Fluida  staUlindei,  weiche  auf  alle  l'uokt«  im  lanero  der  Moic- 
cole  aokhe  KiSfle  atwSben,  dus  dadardi  die  WMniDg  «Her  loaawn  SchaUhngakvIfte 
•afsdiob«n  wird.  Btoraot  folgt  folehl^  dus  bei  V«rdo|i|»«ltnig  der  ImNnn  Sebeidrap- 
krtfte  auch  die  Menge  dei  mtgncliacheo  nnidimw  «n  dar  ObaHllcbe  aitor  Motwala 
verdoppdi  wwdea  muM«  u.  t.  w. 
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beiden  Annahmen,  welcliu  darm  besleiii.  dass  das  Wachslhum  des  Ma- 
gnetismus bei  immer  zimehmeoder  Kraft  ,  welche  auf  das  Eisen  wükt, 
nach  der  letzteren  Annahme  einem  ganz  anderen  Gesetze  vor  {1er  Er- 
schöpfung des  neutralen  magnetischen  Fluidtims  unterworfen  sein  rauss, 
wie  na  eil  Ii  (  r,  dass  nfimlich  bis  zu  dem  Augenblicke ,  wo  der  letzte 
Rest  von  n(  utrnlont  Fiuidum  geschieden  w'Are  das  Verhaltniss  der  Stinke 
des  Eisenmagnctisnius  zu  der  Grosse  der  Krail ,  welche  auf  das  Eisen 
wirkt,  coDStant  bleiben  mUsse  (weshalb  auch  dieses  Verhultniss  mit 
dem  Namen  der  magnetischea  Conslante  des  Eisens  bezeichnel 
zu  werden  pflegt);  dass  aber TOn  jenem  Augenblicke  an  dieses  Verhalt- 
niss schnell  abnehmen  mUsse.  Nach  der  ersteren  Annahme  ergiebt  sich 
dagegra,  dass  jenes  Yerhaltiiiss  stets  veränderlich  sei  und  von 
AnijiQg  bis  ZD  Ende  nach  einem  und  demselben  Gesetze  stetig  abneh- 
men mOsse. 

Hierdurch  wird  die  Möglichkeit  gegeben,  unmittelbar  aus  den  Ei^ 
scheinungen  des  Eisenmagnetismus  zu  entscheiden,  ob  die 
Magnetisining  des  EisenSt  nach  der  Hypothese  wirklich  existi- 
render  magnetischer  Fluida,  entweder  einer  Drehung  seuer 
Molecnle  oder  der  Scheidung  der  magnetischen  Fluida  in  semen  Mo- 
leculen  zugeschridkn  werden  rnUsse.  Im  ersteren  Falle  kannen  aber 
die  drehbaren  Holecule  ebensowohl  Trlger  von  MolecnlarstrOmen 
wie  von  beharrlich  geschiedenen  magnetischen  Fluidis  sein,  wah- 
rend in  dem  letzteren  Falle  die  Existenz  der  magnetischen  Fluida  als 
erwiesen  angesehen  werden  mttsste,  weil  nur  bei  der  Drehung  der 
Molecule ,  aber  nicht  bei  der  Schculinig  der  maguelischcn  Fhiuia  in 
den  Moleculen  (durch  eine  gegebene  magnetisclie  oder  elektromagneti- 
sche Scheidungskraft)  eine  Stellvertretung  für  die  magnetischen  Fluida 
durch  elektrische  StrOme  möglich  ist. 

Durch  die  schon  angefllhrten  Müll  ersehen  Versuche  müssle  nun 
die  letztere  Annahme  von  scheidbaren  magnetischen  Fluidis 
in  undrehbaren  Moleculen  als  widerlegt  angesehen  w  erden,  und  es  bliebe 
nur  noch  zu  prüfen  übrig,  ob  die  stetige  Abnahme  des  Verhältnisses 
der  Stärke  des  Eisenmagnetismus  zur  Grösse  der  auf  das  Eisen  wii  ken- 
^  den  Scheidungskraft,  wie  sie  Müller  durch  seine  Versuche  bestimmt 
hat,  mit  dem  nach  der  ersteren  Annahme  aus  einer  bestimmten  Dreh- 
barkeit der  Molecnle  abzuleitenden  Gesetze  ttbereinstimme  oder  nicht, 
wobei  es  unbestimmt  gelassen  werden  kann,  ob  diese  Molecule  die 
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Träger  von  gescliietleuün  luagnetisrhon  Fltiidis  oder  von  Molecuhirstii)- 
men  sind.  Indessen  sind  dif  !\I  ii  1  le l  ache n  Versuche  von  Ihiff  uml 
Zamminor  (Annalen  der  Chcriiie  und  Phariiiacie  von  Liebig,  AVölih 
und  Kopp  Bd.  75,  S.  S3}  wiederholt  und  die  von  Müller  gefimiloncu 
Resultate  dadurch  nicht  bostJUip;t  worden,  \iehnehr  ij;lauhcn  Buff  uod 
Zam minor  durch  ihre  Versuche  bewiesen  zu  haben,  dass  das  Ver- 
haltDiss  der  Stiirk(5  des  Eisenniagoetisnius  zu  der  Grösse  der  auf  das 
Eisen  wirkenden  Kraft  (abgesehen  von  dem  Einflnsse  der  Coercitivkrall, 
wenn  das  Eisen  nicht  vollkommen  weich  ']>{)  wirklich  constant  sei,  so 
weit  als  es  mit  den  jetzt  vorhandenen  Hiilfsaiittelo  geprüft  werden  kttDoe, 
was  nur  nach  der  Annahme  scheid  barer  magnetischer  Fluida  'm  m- 
'  drehbaren  Moleculen  möglich  sein  wflrde.  Die  Annahme  drehbarer 
Molecttlarmagnete,  und  folglich  auch  die  drehbarer Molecn- 
1  a  rs  t  r  0  m  e ,  mttsste  hiemach  verworfen  werden  und  die  w  i  r k  I  i  che 
Existenz  der  magnetischen  Fluida  wttrde  also  dadurch  als  wirk- 
lidi  begründet  erscheinen. 

Es  schien  hiemach  vor  Allem  nOlhig,  dieselben  Versuche  nodiiiials 
zu  dem  Zwecke  ru  wiederholen,  um  den  vorliegenden  Widersprodi  za 
entscheiden.  Ich  werde  dab^  im  folgenden  Artikel  die  von  mir  genttdi- 
ten  Versuche  und  die  besonderen  Einrichtungen,  welche  ich  getroffiea 
habe,  um  ein  sicheres  Resultat  zu  gewinnen,  beschreiben,  woraus  sich 
eine  BesliUi^ung  des  Mull  ersehen  Resultats  ergchen  hat,  ein  llrsultat. 
was  auch  nach  einigen,  schou  vor  Malier,  von  Joule  angestellten  und 
in  The  Annuh  of  Ekclricity  etc.  hy  W,  Sturgeon  V  ol.  V,  p.  472  mitgelheil- 
ten  Versuchen  erwartet  werden  kooote. 

Versuche  zum  liewci.se  tivs  \  orli  ;inil<  nseins  eines  Maximum  Werths  des 

magnetischen  Muments. 

Aus  den  von  Müller  gemachten  Versuchen  halte  sich  ergeben, 
dass  bei  gleichen  Kräften,  welche  auf  das  Bisen  wirken,  die  Abnahme 
des  Verhältnisses  der  Starke  iles  Eisenmagnotismus  zur  Grösse  der  auf 
das  Eisen  wirkenden  Kraft  bei  dünnen  Eisenstttben  leichter  als  bei 
dicken  wahigenommen  werden  konnte.  Es  kommt  daher  bei  der  Ver- 
gleichung  der  von  Mttller  mit  den  von  Buff  und  Zamminer  ge> 
machten  Versochen  wesentlich  in  Betracht,  dass  der  dttnnsle  von  Hol- 
ler gebfauchle  Stab  nur  6,  der  dünnste  von  Buff  und  Zamminer 
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gebraudile  Stab  aber  9  Millimelrar  didc  war,  und  diese  Verschiedenheit 
der  Dicke  wird  durch  ihr  Verhttltniss  zur  Ltfnge  noch  einflussreicher, 
indem  der  donnere  Stab  von  Müller  330,  der  dickere  von  Buff  und 
Zamrainer  nur  800  Millimeter  lang  war.  Ich  habe  mich  zu  den  foU 
genden  Yersuchen  eines  noch  dünneren  Stabs  als  M Aller  bedient, 
nttmlich  von  3.6MiItimeter  Dicke  bei  100»SHilHmeler  Lange  und  8190 
Milligramm  Blasse.  Es  ergab  sich,  dass  sich  der  Magnetismus  eines  sol- 
chen dannen  Stabs  durch  die  aus  der  Feme  hervorgebrachte  Ablenkung 
eines  kleinen  Spiegelroagnetometers  noch  mit  grosser  Genauigkeit  mes- 
sen liess.  Die  einzige  Schwierigkeit,  welche  die  Anwendung  eines  so 
(hiiHi  11  Stabs  bietet,  besteht  in  der  genauen  Scheidung  der  vom  Eisen- 
ih  i  -iiciismus  und  der  vuui  qalvaniticlicn  Strome  herrührenden  Wirkungen 
auf  das  ^lagnetümeter.  Iis  leuchtet  nrimliLh  ein.  dass  wenn  man  dieselbe 
galvanische  Sj)irale  zur  Magnelisirun?::  sowohl  dickt  r  als  auch  dünner 
Stäbe  gebraucht,  wie  es  von  Miiller,  Biiff  und  Zaui minor  irosche- 
hen  ist.  diese  Scheidung  bei  den  dünnen  SUiben  weniger  Genauigkeit 
f^csl.nttol ,  weil  die  Wirkung  der  Spirale  diescilbe  hleihl  und  daher  für 
dünnere  Stühe  verhyllnissmässig  grösser  als  für  dickere  ist.  Zu  den  fol- 
genden Versuchen  wurde  daher  eine  Spirale  gebraucht ,  welche  nicht 
weiter  war,  als  zum  Hineinlegen  des  dünnen  Stabs  ikHIiIi;  war.  Auch 
hiermit  habe  ich  mich  noch  nicht  begnügt,  sondern  habe  das  Knde  des 
Spiraklrahts  noch  zweimal  in  umgekehrter  Richtung  um  die  Mitte 
der  Spirale  in  einem  vi(>l  weiteren  Kreise  lienmigewunden ,  so  dass  der 
von  diesen  beiden  Windungen  begrenzte  Flächenraum  dem  von  allen 
Windungen  dei*  engen  Spirale  begrenzten  FlUchenraume  gleich  war. 
Dadurch  wird  nach  den  bekannten  Gesetzen  des  Elektromagnetis- 
mus bewirkt,  dass  der  Strom  unmittelbar  gar  keine  Wirkung  auf  das 
entfernte  Magnelometer  ausübt,  was  sich  leicht  durch  Versuche  prtlfen 
und  bestätigen  Itlsst.  Die  ganze  am  Magnetomeier  beobachtete  Wirkung 
rllhrt  dann  blos  von  dem  Eisenmagnetismus  her,  der  sich  dann  mit 
gleicher  Scfattrfe  und  Genauigkeit  wie  der  Magnetismus  harter  Stahle 
magnele  nach  der  von  Gauss  in  der  lotensitas  etc.  gegebenen  Anlei- 
tung durch  Ablenkungsversuche  aus  der  bekannten  Intensilill  des  Erd- 
magnetismus nach  absolutem  Maasse  bestimmen  lüsst. 

Als  ein  Nvesenllicher  Umstand  i^t  noch  hervorzuheben,  dass  die 
von  Müller.  Buff  und  Zaaiiuitiei  irobrauclilen  Spiralen  kürzer  als 
die  dadurch  tuagnetisirtcn  Eisenstabe  waren.  BciüUullcr  war  dieser 
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Unterschied  nur  gering,  mdem  die  EiseuBtöbe  nur  i  5  Millimeler  zu  bei- 
den Seiten  am  der  Spirale  hervorragten;  bei  Baff  und  Zamminer 
war  er  aber  viel  grosser,  indem  die  Enden  des  längsten  ond  doanitia 
Stabes  45  Miilimet^  zu  beiden  Seiten  ans  der  Spinde  bervorragteiL 
Ausserdem  wurde  der  davon  hermbrendeEinflnss  bei  Bnffs  und  Zam- 
miner's  Versocbeo  verbaltnissmSssig  dadurcb  noch  versUirict,  dan 
die  Lange  des  in  der  Spirale  eingeschlossenen  Thefls  nur  1 10  Millimeler 
betrug,  bei  Mulle r  dagegen  300  Milluneter.  Dieser  Umstand  dürfte  der 
Hauptgrund  von  der  scHeinbaren  Differenz  der  Resultate  sein,  zu  dsDen 
diese  Beobachter  gelaugt  sind;  denn  es  leuchtet  eÜB,  dass  die  Wiriraog 
der  Spirale  auf  das  Eisen  in  der  Mitte  der  Spirale  am  stärksten  ist,  nach 
den  Enden  aber  abnimmt,  und  dass  diese  Abnahme  ausserhalb  der  Spi- 
rale ausserordentlich  gross  ist.  Daraus  folgt,  dass  wenn  auch  hei  wach- 
sender Stromstärke  die  in  dem  mittleren  Theile  des  Stabs  hervorge- 
brachte Wirkung  einem  Grenzwerthe  sich  näherte,  eine  solche  Annähe- 
rung bei  den  ausserhalb  der  Spirale  beiiudlichen  Theilen  noch  keine?- 
weps  merklich  sein  konnte.  Bei  den  folgenden  Versuchen  wurde  eine 
Spirale  ixebraucht ,  welche  bedeutend  langer  als  der  Eisenstab  war,  so 
dass  nach  den  Art.  1 8  entwickelten  Gesetzen  die  von  der  Spirale  auf  die 
Enden  des  Stabs  ausgetlbte  Kraft  von  der  auf  die  Mitte  nicht  merklich 
verschieden  war,  wodoixsh  allein  ein  sicheres  Resultat  erhalten  werdea 
konnte. 

Ich  begnttge  mich  hier,  ohne  auf  eine  Beschreibung  der  Versuche 
im  Einzelnen  einzugehen,  virelche  nicht  nOthig  erscheint,  weil  sie  his 
auf  die  eben  angegebenen  Verschiedenheilen  mit  der  von  Müller,  Baff 
und  Zamminer  gegebenen  Beschreibung  nahe  Obereinstimmen  wOrde, 
die  auf  diese  Weise  gewonnenen  Resultate  in  der  folgenden  Tafel  Inn 
zusammen  zu  stellen.  Ich  bemerke  nur,  dass  jede  einzelne  Bestimmmg 
auf  imaligem  Wechsel  der  Stromrichtuog  beruht,  wobei  sich  stets  die 
grOsste  Ueber^istimmung  ergab,  zum  Beweise,  dass  die  Coercitivknft 
des  Eisens  der  Genauigkeit  der  Resultate  keinen  Eintrag  that  Fenwr 
wttre  es  leicht  gewesen,  den  Einfluss  der  Temperatur  des  Eisenstslis  za 
berücksichtigen,  indem  diese  Temperatur  durch  einen  Wasserslrom  coa- 
stant  erhalten  worden  wJire;  doch  ergab  sich,  dass  der  Einfluss  massi- 
ger Temperalurlinderunu't  II  .so  i->  ihil  war,  dass  zu  seiner  genauereo 
Bestimmung  die  Messungen  nut  ejuer  noch  viel  grösseren  Feinheit  hatten 
ausgeführt  werden  müssen ,  wozu  besondere  neue  Einrichtungen  hauen 
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getroffen  werden  müssen ,  welche  sogleich  za  beschaffen  nicht  mögtich 
war.  Die  nach  hekanoten  Regein  in  der  Tafel  gemachte  ZurUckfUhruiig 
des  Euemnagnetismiis  auf  abso lutea  Maass  bedarf  hier  keiner  wette- 
ren Brlttotemiig.  Aoch  die  StromaUlrice  ist  mit  Htdfe  einer  Tangenten» 
boQBSole  nach' absolutem  Masse  bestimmt  worden  und  es  ist  dabei 
die  Ton  Htlller  schon  erwähnte,  zu  grosserer  GenaniglGeit  nothwendige 
Gorrection,  welche  von  dem  Verbsltnisse  der  Nadeliange  um  Dorch« 
messer  des  galvanischen  Bings  abhängt,  da  sie  leicht  anszuflihren  war. 
genau  emiiUelt  and  berttcksichtigt  worden.  Diese  Kenntaiss  der  Slroa;!- 
starke  nach  absolutem  Haasse  ist  aber  femer  daza  benolst  worden,  um 
mit  Httlfe  der  Zahl  der  Windungen  der  Spirale,  dnreh  welche  der  Strom 
ging,  und  ihrer  Dimensionen,  die  GrOsse  der  anf  das  Eisen  wirken- 
den Kraft  nach  demselben  absoluten  Maasse  zu  bestimmen,  nach 
welchem  der  Erdmagnetismus  ausgedruckt  wird,  nm  dadurch  jene 
Kraft  mit  der  bekannten  Intensität  der  erdmagnetischen  Kraft 
vergleichbar  zu  machen.  In  der  folgenden  Tafel  ist  in  der  Cohminen- 
Uberschrifl  diese  Krall  mit  X  bezeichnet.  Der  gefundene  Eisenmagnetis- 
mus M  ist  mit  der  in  Milhgrammen  ausgedrückten  Masse  des  Eisens 
jt/  ^  8190  dividirt,  und  der  so  auf  die  Masseneinheit  reducirte  Magne- 
tismus ist  in  der  ColaomeoUberscbhft  mit  m  bezeichnet  worden. 


Nr. 

X 

II» 

4. 

658,9 

914,4 

2. 

1381,5 

4  424,0 

3. 

1792,0 

4547,9 

4. 

2151,0 

4627,3 

5. 

2432,8 

4680,7 

6. 

2757,0 

4722,7 

7. 

3090.6 

1767,3 

8. 

3186,0 

4787,7 

9. 

2645,6 

4707,9 

10. 

2232,1 

4654,0 

II. 

1948,7 

4584,4 

12. 

4354,2 

4488,9 

13. 

1133,1 

4327,9 

U. 

670,3 

952,0 

I 
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Diese  Tafel  zerfylil,  wie  man  sieht,  in  zwim  Ahtheiluntjen ,  uämlich  in 
eine,  wo  dio  Grösse  der  Kraft,  welche  auf  das  Hisen  wirkt,  zunimmt, 
und  iu  eine  andere,  wo  sie  abnimmt.  Man  sieht  aljer  au.s  der  Fip;. 7  se- 
gebenen graphischen  Darstellung,  dass  die  Versuche  der  letzteren  Ab- 
IbeiluDg,  welche  darin  mit  Nr.  8  bis  1 4  bezeichnet  sind,  sehr  gut  zu  deo 
Vorsuchen  der  ersfea,  welche  mit  Nr.  1  bis  7  bezeicbnf'f  sind,  passai. 
Bei  dem  Jetzleo  Versuche  der  ersten  Abtheiiuog  hatte  der  Eisenstab  eioe 
höhere  Temperatur  erreidit  und  es  wurde  vor  dem  Beginne  der  folgen- 
den  Versuche  so  lange  gewartet,  bis  er  wieder  abgekühlt  war.  Dessen- 
ungeachtet sieht  mau,  dass  beide  Yersocbe  den  Übrigen  sich  gleich  ^t 
anreihen,  ein  Beweis  also,  dass  der  Einfluss  dieser  Temperaturdiflereoz 
sehr  gering  gewesen  sein  müsse. 

Bs  geht  also  aus  diesen  Versuchen  offenbar  das  Resultat  berm, 
dass  das  Verhaltniss  der  Starke  des  Eisenmagnetismus  zur  Grosse  der 
auf  das  Eis«i  wirkenden  Krallt  veränderlich  ist,  und  es  ist  darnach 
höchst  wahrscheinlich,  dass  der  Eisenmagnetismus  sich  einem  Grenz- 
wert he  nAhert,  den  er  nie  ttberschreiten  kann.  Es  leuchtet  ein,  dass 
es  unmöglich  ist,  die  Versuche  so  weit  fortzusetzen,  dass  dieser  Greiu- 
werlh  unmittelbar  durch  die  Beobachtungen  erhalten  und  besliinnit 
wUrde.  Kino  solche  unmillclhare  Bestimmung  des  Grenzwerlhs  ist  aber 
nicht  nolliwendig ,  weil  es  im  drundo  genügt,  dass  die  stetige  Ver- 
änderung jenes  Verhältnisses  bewiesen  ijjt.  Dieselben  Versuche  sind 
norh  von  andern  Beohat  hlera  mit  ganz  glciehem  Erfolge  wiederholt 
worilen  und  ich  irlauhe,  dass  die  daraus  gezogenen  ResuUate  keinem 
Zweifel  unterliegen.  Es  wird  dadurch  also  das  von  Mtliler  gefuudeue 
Besultat  im  WesealUchen  J[>e8tatigt. 

26. 

Das  (leset/  rlrr  Ahhfingigkeit  des  magnetischen  Moments  von  der 
GKisse  ilvv  Sciieidungskraf^  nach  der  Annahme  von  der  Drehbarkeit 
der  Molecule,  und  Vergleichung  mit  den  Versuchen. 

Es  bleibt  nun  nüher  zu  erörtern  tlbrig,  ob  die  durch  obige  Ver- 
suche gefundene  Veränderlichkeit  der  Starke  des  Eisenmagnetismus  bei 
verschiedener  Grtfsse  der  auf  das  Eisen  wiricenden  Erttile  mit  demjeni- 
gen Gesetze  «ibereinstimme,  welches  sich  aus  der  Annahme  einer  be- 
stimmten Drehbarkeit  der  Moleenle  folgern  lilsst.  Findet  dieses  Statt, 
so  leuchtet  von  selbst  ein,  dass  man  mit  Ampdre  auch  annehmen  kann, 
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dass  diese  Moleculc  die  Trager  von  Molecularströmen  siad,  wo- 
durch die  Erklttrung  der  Entstehung  und  der  Veränderungen  des 
Eiseamagnetismus,  ebenso  wie  die  seiner  Wirkungen,  von  der  An- 
nahme magnetischer  Fluide  ganz  unabhängig  gemacht  und  blos 
auf  die  Annahne  elektrischer  Fluida  zurückgeführt  werden  konnte. 

Es  sei  Fig.  8  NS  ein  Molecdannagnel, 
welcher  sich  um  seinen  Mittelpunkt  C  drehen 
kann;  ND  sei  die  Richtung,  mit  welcher  seine 
magnetische  Axe  beim  Gleichgewicht  parallel 
ist,  wenn  die  Äussere  Kraft  Z  =  0  ist.  Die 
Thatsache,  dass  beim  weichen  Eisen  der  durch 
eine  äussere  auf  das  Eisen  wirkende  Kraft  her- 
vorgebrachte Magnetismus  von  selbst  wieder 
verschwindet,  sobald  die  Äussere  Kraft  su 
wirken  aufhört ,  beweist ,  dass  der  Molccular- 
magiiet,  auf  dcssou  Ürcliuup;  der  licivorge- 
brachte  Mar^etismus  beruhte,  von  selbst  wieder  in  seine  ursprunijlicljc 
mit  ND  parallele  Lage  zurüekgelrieb(!n  werde.  Diese  in  der  Wechsel- 
wirkung der  Molecule  begründete  zurücktreibende  Krad  niuss  aber  mit 
der  Grösse  der  Ablenkung  AND  —  <p  wachsen  und  kann  durch 

D  sin  (p 

dargeslellt  worden,  wo  D  eine  constanlc  Grosse  bezeichnet,  welche 
man  die  nioieculare  Üirectionskraft  nennen  kann.  Wirkt  nun 
ausser  dieser  molecularen  Direefionskraft  auf  den  Molecularmagnet  nach 
der  Richtung  :YX  die  Uiissere  Kraft  X,  welche  mit  der  Richtung  der  Di- 
rectionskraft  den  Winkel  XND  —  ii  einschliessl,  so  wird  der  MoIecniMt  - 
magnet  dadurch  um  den  Winkel  AND  =  9  gedreht  oder  abgelenkt,  uod 
man  hat  dami  sur  fiesUmmung  der  neuen  Gleichgewichtslage  folgende 
Gleichung: 

Xsin«  00S9>  =  {D  -f  Xcosu)  sin^ 
oder  .        UBig»  =  ^^. 

Aus  dieser  Ablenkung  9  lasst  sich  nun  die  Zunahme  des  nach  der 

Richtung  der  Kraft  X  zerlegten  magnetischen  Moments:  des  Mole- 

eules  bestiiiiMien.  Wird  niinilicli  das  ganze  maijnelische  MoniLiil  desMo- 
leculcs  mit  u  bezeichnet,  so  war  das  nacli  der  Richtung  der  Kraft  X 
zerlegte  vor  der  Ablenkung 

=  ^  cos  II, 
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nach  der  Abteokiuig 

~     cos  (II  —  1p), 

folglich  die  gesuchte  Zunahme  x 

m  —  fk  (cos.(tt  —  f)  —  cos  Ii). 

Subslitniit  man  hierin  Air  91  den  durch  obige  Gleichung  long  ^  =  jijyäSti 
gegebenen  Werth,  so  erhfili  man 

!X  4*  D  cos  u  ) 

Für  ein  System  von  Moleculeu,  dt^rcn  mHtrnptische  Axen  Leim  ui  >j'i  iing- 
lichen  Gleichgewichte  nach  allrn  Hiduungcn  des  Raums  obue  üuter- 
schied  gerichtet  sind,  ist  die  Zahl  der  Molecule,  deren  magnetische 
Axen  mit  der  Richtung  NX  der  Kraft  X  den  Winkel  u  bilden,  mit  sin« 
proportional  zu  setzen.  Es  soll  nun  das  magnetische  Moment  y  bestironit 
werden ,  welches  aus  der  Drehung  aller  Molecule  des  Systems  durch 
die  Kraft  X  resultirt. 

Man  multiplicire  zu  diesem  Zwecke  den  oben  gefundenen  Werth 
von  s  mit  sinn  du  und  nehme  dann  den  hntegralwerth  von  u  =  0  his 
u  =  v*  Dieser  Integralwertb,  mit  der  Anzahl  der  Molecule  n  multiplicirt 

und  miij*8iau  du  =  2  dividirt,  giebt  das  gesuchte  Moment  y 


Sinti  du. 


Durch  Ausfuhrung  der  Int^^tion  erhält  man  hiemach  für  y  folgendeo 
Ausdruck: 

Die  Kraft,  wekhe  auf  das  Eisen  wirkte,  und  durch  welche  dieses  Mo- 
ment hervoigebraeht  wurde,  war  c=:  X  Bezeichnet  •  die  Zahl  der  Mo- 
lecule in  der  Yolumeneinheit,  so  hat  das  YerhHltniss  des  Moments  y 
zu  der  Kraft  J,  durch  die  es  hervorgebracht  wird,  ui  der  Drehnngs- 
theorie  dieselbe  Bedeutung,  welche  m  der  Scheidungatheorie 
die  Grosse  hat,  welche  Neumaan,  in  Crelle's  Journal  Itir  die  reine  und 
angewandte  Mathematik  Bd.  37,  bei  der  Bestimmung  des  maignetischen 
ZuStandes  emes  RotatioDsellipsoids,  welcher  durch  verihdiende  Krflfie 
erregt  ist,  mit  h  bezeichnet.  Substituirt  man  daher  in  Neumann*s  Rech- 
nung für  den  von  ihm  als  constant  betrachteten  Werth  von  k  den  dieo 
gefundenen  variablen  Werth  ~,  so  ergiebt  sich ,  wenn  n  die  Zahl  der 
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Molecule  io  der  VolumeD-  oder  Masseneinheit  angiebt,  der  auf  die 
Volumen-  oder  Masseneinheii  reducirte  Magnetismus  des 
Eisens  m  duich  folgende  Gleichung: 

fli  =  ^ — -  für  die  VolomeneiDbeil» 

M  =  ^  fUr  die  Masseneinheit, 

IVO  (>  die  Dichtigkeit  des  Eisens  und  S  einen  von  der  Gestalt  abhangigen 
Faktor  bezeichnet  (siehe  Art.  21). 

Hiernach  lUsst  sich  nun  die  Stärke  des  Eisutimaü;netisniu.s  m  aus  der 
Grösse  der  aul  das  Eisen  wirkenden  Kraft  X  berechnen,  wenn  die  Werthe 
der  beiden  dem  Eisen  eigenlhUmlichea  Cunslanten  uft  und  D,  und,  zur 
Reduction  auf  die  Masseneinbeit,  seine  Dichtigkeit  (>  gegeben  sind. 
Setzt  man 

nfi  2324,68 
276,39, 

so  erhalt  man ,  da  die  Dichtigkeit  des  Eisens  q  =  7,78  ist,  folgende 
Vergleichung  der  Rechnung  mit  der  Beobachtung,  wobei  jedoch  bemerkt 
werden  muss,  dass  zur  BestiQimun.:  (ics  Zalilenfuklors  S  statt  der  cyUn- 
drischenForm  des  Eisens  eine  ihr  niöj^Hch  nahe  kommende  ellipsoidische 
Form  sobslituirt  werden  mussle,  wonach    =  ^  erhalten  wurde. 


Nr. 

X 

m 

beobachtet 

m 

berecbaet 

Untaneliied. 

1. 

658,9 

911,1 

948,4 

—  37,3  I 

2 

1381,5 

1424,0 

1387,0 

+  37,0 

3. 

1792,0 

1547,9 

1533,0 

+  14.9 

4. 

2151.0 

1627,3 

1623,0 

+  3,8 

5. 

2432,8 

1680,7 

1685,0 

-  4.3 

6. 

2757,0 

1722,7 

1742,2 

—  49,5 

/ . 

3090,6 

1767,3 

1791,2 

—  23,9 

8. 

9. 
10. 
11. 
12. 
13. 
U. 

3186.0 

2645,6 
2232,1 
1918,7 
1531,2 
1133,1 
610,3 

4787,7 

1707,9 
1654,0 
1584,1 
4  488,9 
1327.9 
958,0 

4803.4 

1723,6 
1644,8 
1 568,9 
14ö2,9 
1276,8 
957,5 

—  46.7 

—  45,7 

+  9,2  ' 
+  15,i^ 
+  36.0  1 
+  5!,1 

—  5,5 

■ 
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Beachfet  man.  dass  hei  dicson  Vf'rsuoh''ii  zur  Messung  der  Intensität 
der  Strn!'i*>  als  Tnnjjf^ntcnljousiiule  eine  gewohuliclK?  auf  oiner  Spitze 
drrhl)äre  Hoiissolr.  die  blo»  ÜO  Millitnt'lor  liiHL' w  ar  i-rhr. nicht  wurde, 
wo  die  Bruchtheilc  cints  Grads  niciil  mit  SichcrluMl  heoiiarlifot  werden 
konnten  und  daher  die  Intensität  leicht  um  f  Procent  zu  klein  oder  zu 
gross  gefunden  werden  konnte,  so  leuchtet  ein,  dass  man  keine  voll- 
kommnere  ll(;bereinslimmung  der  RccbauQg  mit  der  Beobachtung  er- 
warten durfle,  als  die,  welclie  obige  Tafel  wirkb'ch  zeigt.  In  der  gra- 
phischen Darstellung  Kig.  7-  sind  die  berechneten  Werthe  durch  eine 
stärkere  Linie,  die  beobachteten  durch  eine  feinere  Linie  verbunden. 
Es  scheiot  hierdurch  die  Drehbarkeit  der  Eisenmolecule  ausser  Zwei- 
fel gesetzt.  Und  da  man  dud  diese  Eisenmolecule  nach  Ampere  als  die 
Trager  von  Mol ecularstr Omen  belracbten  kann,  so  ist  dadurch  eine 
vollständige  Uebereinstimmung  aller  magnetischen  Erschduungeo,  auch 
derjenigen,  welche  an  veränderlichen  Magneten  beobachtet  wer- 
den, mit  der-  Theorie  der  MoIecularatrOme  bewiesen  nnd  es  ist 
dadurch  eine  wichtige  Bestätigung  dieser  Theorie  durch  die  magneti- 
schen Erscheinungen  gewonnen  worden,  als  Gewahr  der  vorher  gegebe- 
nen Begründung  d^^lben  durch  die  diamagnetischen  Erscheinungen. 

27. 

Anwendung  auf  die  Art.  10  gemachte  Veiyleichnng. 

Das  im  vorigen  Artikel  aus  der  Theorie  drehbarer  Molecule  abge- 
leitete GesetB  zur  Bestimmung  der  Starke  des  Eisenmagnetismus  nach 
seiner  Abhängigkeit  von  der  magnetischen  oder  etektromagnelischeo 
Sdieidungskralt  6ndet  seipe  wichtigste  Anwendung  auf  die  Conslnidion 
stariter  Elektromagneie,  wie  Überhaupt  aller  elektromagnetischen  Instru- 
mente, deren  Wirkung  von  der  Starke  des  Eisenmagnetismus  abhangt. 
Da  aber  diese  Anwendung,  anf  welche  Joule  und  Muller  besonders 
aufmerksam  gemacht  haben .  mit  dem  hier  er/^rlerlen  Gegenstande  {Dia- 
magnetismus) niclil  unmittelbar  zusanuiionhaiigl,  su  beschränke  ich  mich 
darauf,  hier  bloss  die  Anweiuluu.:^  ohii^en  Geselz(\'^  auf  die  Art.  10  ge- 
machte Vergleichung  der  Starke  eiaes  Eleklrodiauiagnets  aus  seinen 
magnetischen  und  inagnetelektrischen  Wirkungen  beizufügen, 
weil  darauf  Art.  1ü,  S.  •VM)  verwiesen  worden  ist. 

Es  ist  nUmlich  Art.  I '>  d'-r  W  is in  ii  t  h  diama «nelismus  nu't  dem 
Eitfenmagoetismus  aui  doppelte  Weise  verglichen  worden,  ersten:» 
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dnrch  die  von  beiden  hervorgebrachlen  A  b  I  c  n  k  u  n  e  n  r-  i  n  e  r  Ma  gnet- 
nadel,  zweitt  ii'^  durcli  die  von  beiden,  bei  gleiclier  l{e\YCi,'ung  in 
einem  geschlossen  in  Leiter,  inducirten  elektrischen  Slröme. 
Aus  beiden  Vergleichungon  lüsst  sich  die  StJIrkc  des  Wisinuthdia- 
inagnetisinus  nach  absohitem  Maasse  bcsümmen,  wenn  die  SiUike 
des  Eisenmagnetismus  nach  absolutem  Maasse  bekannt  ist.  Es 
komml  also  nur  darauf  an,  obiges  Gesetz  unter  den  bei  jener  Vergleicbung 
gegebenen  Verhältnissen  auf  die  Bestimmung  des  Eisenmagnetismus  an- 
zuwenden,  um  fUr  denWismuthdiamagnetismus  zwei  von  einander  un- 
abhängige Bestimmungen  zu  erhalten ,  welche  durch  ihre  Uebereinstim- 
mung  das  Gesetz  der  diamagnetischen  Polarität  bestttligen. 
Nun  ist  zwar  schon  Art  iO  das  ans  den  MttUei'schen  Versuchen  abge- 
leitete  Gesetz  unter  den  dort  ang^benen  Verhältnissen  auf  diese  Be- 
stimmung des  Eisenmagnetismus  angewendet,  jedoch  ^^bei  bemerkt 
worden,  dass  das  daraus  geliindene  Resultat  keineswegs  als  ganz  sicher 
und  genau  gelten  könne,  und  es  wird  daher  zu  grösserer  Sicherheit  und 
Genauigkeit  gereichen,  das  im  vorigen  Artikel  scharfer  bestimmte  Gesetz 
darauf  anzuwenden. 

Es  war  nttmlich  Art.  i  0  der,  nach  der  Note  S.  587,  durch  eine  elelc- 
4romagneti8che  Kraft  X  =  6S9,9  im  Wismuth  hervorgebrachte  Dia- 
magnetismus  mit  dem  durch  dieselbe  Kraft  im  Eisen  hcrvorgebracii- 
ten  Magnetismus  durch  die  von  beiden  auf  eine  Magnet- 
nadel ausgeübten  Drehungsmomente  verglichen  uud  ihr  Ver- 
haltniss  wie 

1 : 1 470000 

gefunden  worden.  Nach  diesem  Verhältnisse  kann  der  D  i  a  m  a  g  n  e  t  i  s- 
mus  nach  absolutem  Maasse  bestimmt  werden,  wenn  der  Eisen- 
niugnetismus  nach  absolutem  Maasse  bekannt  ist.  Nun  ist  aber 
nach  dem  vorigen  Artikel  f ür  X  =  629,9 

J  =  3.3959 . 

Substituirt  man  ferner,  wie  im  vorigen  Artikel,  der  cylnidrischen 
Form  des  Eisensläbchens,  welches  92  Millimeter  lang  und  O.lÜiö 
Millimeter  dick  war ,  eine  me^glicb  nahe  kommende  eilipsoidische  Form, 
so  erbau  man  nach  Neumann 

und  man  findet  damit,  wenn  ^  =  7,78  gesetzt  wird» 

log  m  =  log  ^  —  log  (l  +  inSq      =  3,351919, 
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also  den  Eiücnmagoetisnius  uach  absolutem  Maasse 

Für  diesen  Werth  des  Eisenmagnetismus  erhüll  man  aber  nach  dem 
angefülirleu  Verhältnisse  den  derselben  Kraft  X  =  629,9  t-nisprechenden 
üiamagaetismus  des  Wismuths,  nach  absolutem  Maasse 


U70000  •  089 

Bs  war  ferner  nach  Art.  40  der  nach  Note  S.  b%l  durch  eme  elek- 
tromagnetische Kraft  X=  3018  im  Wismoth  hervoinebracbte  Dia- 
magnetiamus  mil  dem  dnrcli  dieselbe  Kraft  idi  Eisen  hervorgiebraGh- 
ten  MagnetiBiDiis  durch  die  Int^nsiUI  der  von  ihnen  bei 
ihrer  Bewegung  in  einem  geschlossenen  Leiter  erregten 
elektrischen  Ströme  vei^lichen  und  ihr  VerhiUniss  wie  1 :  456700 
oder.nach  der  Art.  40$.  586  fbr  das  Wismoth  angegebenenRedueiion,  wie 

1 : 360740 

gefunden  wprden.  Nach  diesem  Veriittltnisse  kann  non  ebenfidls  der  Dia- 
magnetismus nach  absolutem  Maasse  bestimmt  werden,  wenn 

der  Eisenmagnetismus  nach  absolutem  Maasse  bekannt  ist. 
ISua  ist  aber  uach  dem  vorigen  Artikel  für  X  =  3012 

-V.  =:  0,77133. 

Substituirt  man  nun  auch  hier  der  cylindrischen  Form  des  Eisen- 
stttbchens,  welches  4  86MilUmeter  lang  und  0,8342  Millimeter  dick 
war,  eine  mdglich  nahe  konunende  ellipsoidische  Fonn,  so  erhalt  man 
nach  Neumann  S  =  j^t 

und  hiermit,  für  (>  =  7,78, 

log  m  =  log    —  log  (4  +  4« Sei)  =  3.36274,  , 

also  den  Eisenmagaelismus  nach  absolutem  Maasse 

m  -  4303,4. 

Für  diesen  Werth  des  Eisenmagnetismus  erhalt  niau  aber  uach 
dem  angelulirteu  Verhältnisse  den  dcrbulbeu  kraft  X  =  30 1  2  entsprechen- 
den Diamagnelismus  des  Wismuths  nach  absolutem  Maasse 

==  äeimö  '  2305,4  =  . 
Reducirt  man  endlich  diese  für  verschiedene  Werthe  der  Kraft  J 
bestimmte  Slttrke  des  DiamagDetiamos  durch  Division  mit  X  auf  denje- 
nigen Werth ,  welcher  der  Einheit  der  Kraft  X  entspricht  so  erhalt  man 
nach  der  ersteren  YergleichQng  (durch  magnetische  Wirkuogun) 
für  die  Starke  des  durch  die  Einheit  der  Kraft  in  der  Massen- 
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einheit  des  Wismatbs  hervorgebrach leD  Diamagn«tismu& 

nach  absolotem  Haasse  den  Werth 

_J_   J_  <  . 

aas  der  letzteren  Yergleiehiuig  (durch  elektrische  Wirkungen) 
erhlüt  man  dagegen 

S301  *  U6,5         ^13  00 

Im  Mittel  also  aus  beiden,  nach  Verhähaist»  der  Art.  1 0  aclion  naher  erür- 
terteu  Umstände  wohl  übereinstimmenden,  Vergleichungcn  ergiebt  sich 
die  Starke  des  durch  die  Einheit  der  Kraft  in  der  Massen- 
einheit desWismuths  her  vorgebrachten  Diamagnetismus 
nach  absolutem  Maasse 


453000  ' 

Aus  den  im  vorigen  Artikel  angeführten  Formeln  findet  man  aber 
den  Grenzwerth  dea  durch  die  Einheit  der  Kraft  in  der 
Hasseneinheit  des  Eisens  hervorgebrachten  Magneiiamus 
nach  demselben  absoluten  Maasse  aufigedrttckt 

=s  5,6074, 

d.  i.  2640000  Blal  grfisser  als  den  Diamagnetismos. 

FOr  kleine  Scheidungakrttfte  und  dttnne  Bisensiabe, 
Itor  weiche  der  Eisenmagnetismua  zum  Wismuthdiamagnetismos  nahe  m 
einem  constanten  Vethahaisse  steht,  eigiebt  sich  also  der  Wismulh- 
diamagnetismus  etwa  8Va  Millionen  Mal  klemerals  der  Eise n> 
magn  Otis  mos.  Je  grosser  aber  die  Scheidungskrüfte  und  je  dicker 
die  Biseosiabe  werden,  desto  mehr  wuchst  der  Diamagnetismus  des 
Wismuths  im  VergleiGbe  zum  Magnetismus  des  Eisens,  so  dass  er  z.  B. 
in  demAr(.10  angelUhrten Falle  bis  zudem  360740slenThei]e  des  Eisen- 
magnetismos  stieg,  welches  der  grtteste  Werth  desselben  ist,  der  in 
obigen  Versuchen  vorkommt 

•)  Nach  diesem  Vcrh  iltnisse  ergiebt  $irh  leicht,  wenn  das  aus  der  magnelt- 
•eben  Wirkung  des  Wi&matha  gefaudeiie  ßefiuiui  nach  S.  5S4 .  —  aagenom- 

wird,  dat  aus  der  magna t«l«ktris«han  Wirkoiv  abgeMtale  « .  14^^^ 


«ordan  war,  tndain  dia  M ftllai'adiaa  Tanodia  bai  dar  ladnotton  da»  Biaamnasiiatia- 
mus  zum  Oninda  wurden,  ni  laban  taL  Das  hier  geAuidaiia  genaaere  ReenJlal 
iat  abrigaoa  a.  a.  0.  unlarTerwaiaaiis  auf  diaaa  Mala  acsbm  magtHSM 
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